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Die  Abbildung   des  Aeussern  eines  Kreisbogen- 
polygons auf  eine  Kreisfläche. 


Von 

Th.  Sanio. 


Die  Theorie  der  conformen  Abbildungen,  welche  gegenwärtig  in 
der  Weiterentwicklung  der  höheren  Analysis  eine  ähnliche  Rolle  spielt, 
wie  sie  in  den  beiden  vorigen  Jahrhuuderten  bei  der  Entwicklung 
der  Principien  des  Infinitesimalcalculs  den  Theorien  der  Tangenten 
und  der  Maxima  zu  Teil  wurde,  umfasst,  ganz  ähnlich  wie  jede  jener 
beiden,  zwei  Reihen  von  Aufgaben,  welche  sich  durch  den  sehr  ver- 
schiedenen Grad  ihrer  durchschnittlichen  Schwierigkeit  sofort  als  dem 
elementaren  und  dem  höheren  Teil  dieser  Lehre  angehörig  ausweisen, 
und  welche  man  in  genauer  Analogie  mit  den  beiden  Reihen  von  Auf- 
gaben der  Tangententheorio  als  die  directen  und  die  inversen  Auf- 
gaben der  Abbildungslehre  bezeichnen  kann. 

Die  Probleme  der  ersten  Art,  wie  sie  in  dem  für  diesen  Teil 
der  Theorie  sehr  vollständigen  Elementarwerk  von  Holzmüller  [„Ein- 
führung in  die  Theorie  der  isogonalen  Verwandtschaften"  etc.]  zur 
Darstellung  kommen,  lassen  sich  sämtlich  unter  die  Form  subsumiren: 
Eine  Function  f  =  f(z)  ist  direct  gegeben;  gesucht  werden  die  geo- 
metrischen (und  sonstigen)  Eigenschaften  der  durch  diese  Form  ver- 
mittelten Abbildungsart. 

Die  Probleme  der  zweiten  Art,  welche  ab  die  inversen  Auf- 
gaben bezeichnet  wurden,  lassen  sich,  wie  dieses  bei  den  höheren 
und  schwierigeren  Untersuchungen  einer  mathematischen  Disciplin 
gewöhnlich  der  Fall  zu  sein  pflegt,  nicht  unter  einen  Gesichtspunkt 
zusammenfassen,  und  man  wird  die  bis  jetzt  behandolten  Probleme 
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in  mehrere  wesentlich  verschiedene  Gruppen  einzuteilen  haben,  was 
freilich  an  dieser  Stelle  zu  weit  führen  würde  und  daher  unterbleiben 
mag.  Das  gemeinsame  Band  der  Aufgaben  besteht  nur  darin ,  dass 
bei  allen  die  Abbildungsfuuction  gesucht  wird;  woraus  sich  dann 
in  den  concreten  Fällen  ergiebt,  dass  sie  in  der  Regel  der  Integral- 
rechnung angehören. 

Die  Theorie  derselben,  welche  bekanntlich  durch  den  Satz  von 
Riemann,  dass  zwei  im  Uebrigen  beliebig  gestaltete,  einfach  zusammen- 
hängende ebene  Flächenstücke  stets  gegenseitig  eindeutig  und  conform 
auf  einander  abbildbar  sind,  ihre  Grundlage  erhielt,  machte  den 
nächsten  wichtigen  Fortschritt  durch  die  Abhandlung  von  Schwarz: 
„Ueber  einige  Abbildungsaufgaben"1). 

Die  darin  behandelten  Probleme  gehören  zur  Gruppe  derjenigen, 
bei  welchen  die  zu  suchende  Abbildungsfunction  durch  Festsetzung 
der  Begrenzung  der  beiden  Gebiete,  welche  einander  entsprechen 
sollen,  bestimmt  wird. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  den  Kreis  auf  der  Fläche  eines  von 
geraden  Linien  begrenzten  Polygons  conform  abzubilden  findet  sich 
allerdings  auch  in  einer  früher  als  die  von  Schwarz  erschienenen 
Arbeit  von  Christoffel :  Sul  problema  delle  temperature  stationarie 
e  la  rappresentazione  di  una  data  supcrficie.  1867.  Im  .ersten  Bande 
der  Annali  di  Matematica,  secunda  serie.  Dagegen  ist  das  Problem, 
die  unendliche  Halbebene  (oder,  was  davon  nicht  wesentlich  verschie- 
den ist,  den  Kreis)  conform  auf  ein  von  Kreisbögen  begrenztes  Polygon 
abzubilden,  von  Schwarz  in  der  genannten  Abhandlung  zuerst  gelöst 
worden,  und  bildet  die  Analyse  desselben,  welche  überdies  auch  einer 
Anwendung  auf  andere  Abbildungsprobleme  fähig  ist  [Ein  Beispiel 
wird  in  §  1.  der  vorliegenden  Arbeit  gegeben  werden]  den  eigentlichen 
Fortschritt  der  Theorie. 

Die  in  dem  Folgenden  behandelte  Aufgabe,  die  Halbebene  auf 
das  Aeussere  eines  von  Kreisbögen  begrenzten  Polygons  abzubilden, 
welcher  näher  getreten  zu  sein  ich  der  Güte  des  Herrn  Professor 
Lindemann  verdanke,  erledigt  sich  durch  die  oben  erwähnten  von 


1)  In  Crelle's  Journal  der  Math.  Band  70.  veröffentlicht  und  vom  Fe- 
bruar 1869  datirt  Die  unmittelbar  darauf  in  eben  demselben  Bande  gedruckte 
vom  September  1868  datirte  Arbeit  desselben  Autors  enthält  zwar  ebenfalls 
die  für  die  Abbildung  geradliniger  Polygone  charakteristische  Integralfunction, 
sie  enthält  aber  nicht  das  analytische  Princip,  welches  wohl  den  wichtigsten 
Fortschritt  der  Theorie  involvirt,  und  welches  sich  in  der  zuerst  genannten 
Abhandlung  findet 
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Schwarz  gegebenen  Hilfsmittel,  und  es  zeigt  sich  sogar,  dass  sie  von 
der  entsprechenden  Aufgabe  für  das  Innere  des  Kreisbogenpolygons 
nicht  wesentlich  verschieden  ist,  indem  beide  Probleme  auf  Differential- 
gleichungen von  ganz  derselben  Form  führen,  welche  sich  nur  durch 
die  Werte  ihrer  Parameter  von  einander  unterscheiden. 

Dieses  Resultat  war  vermöge  der  bekannten  Eigenschaften  der 
linearen  Substitution,  welche  in  der  Transformation  der  Figuren  durch 
Kreisverwandtschaft  ihren  geometrischen  Ausdruck  finden,  vorauszu- 
sehen, und  man  würde  es  wohl  als  selbstverständlich  und  keiner  be- 
sondern Untersuchung  würdig  erachten,  wenn  nicht  Christoffel  in  der 
Abhandlung:  Sopra  an  problema  proposto  da  Dirichlet2),  einem 
Znsatze  zu  der  vorhin  genannten  grösseren,  gezeigt  hätte,  dass  die 
Aufgaben  für  das  Innere  und  das  Aeussere  eines  geradlinigen 
Polygons  auf  zwei  verschiedene  Abbildungsfunctioncn  führen; 
auch  unterscheidet  sich  die  Analyse  des  letztern  Problems  in  einem 
Punkte  wesentlich  von  der  des  erstem. 

Nachdem  das  Resultat  gewonnen  war,  dass  die  beiden  für 
geradlinige  Polygone  verschiedenen  Probleme  für  Kreis- 
bogenpolygone eoineidiren,  war  es  wünschenswert,  zu  zeigen, 
dass  Christoffers  Analyse  des  zweiten  Problems,  wenn  man  sie  auf 
Kreisbogenpolygone  ausdehnt,  zu  keiner  andern  Differentialgleichung 
führt,  als  die  ohne  diesen  Zusatz,  also  auf  dem  einfachsten  Wege 
vorgenommene  Anwendung  der  Schwarz'schen  Principien. 

Ferner  war  es  nötig,  die  allgemeine  und  einheitliche  Lösung  der 
Abbildungsaufgabe  des  Kreisbogenpolygons  zur  Herleitung  der  be- 
kannten Lösungen  der  beiden  auf  das  geradlinige  Polygon  (als  eines 
speciellen  Falles  des  Kreisbogenpolygons  bezüglichen  Aufgaben  zu 
benutzen,  um  zu  zeigen,  dass  in  der  Tat  die  Christofferseben  Ab- 
bildungsfunctionen  für  das  Innere  und  für  das  Aeussere  des  Polygons 
sich  beide  anf  diesem  Wege  ermitteln  lassen. 

Das  ist  nun  für  das  Dreieck,  also  für  den  Fall,  in  welchem 
die  zur  Anwendung  kommende  Differentialgleichung  diejenige  der 
hypergeometrischen  Reihe  ist,  durchgeführt  worden. 

Was  aber  die  Polygone  mit  mehr  als  drei  Ecken  anbelangt» 
so  unterliegt  die  Behandlung  derselben  einer  Schwierigkeit  Während 
nämlich  die  Parameter  der  hypergeometrischen  Differentialgleichung 
durch  die  Angabe  der  Winkel  dos  abzubildenden  Kreisbogendreiecks 
vollständig  bestimmt  sind,  genügt  die  Angabo  der  n  Winkel   des  ab- 


2)  Annali  di  Matematica,  Serie  2,  Band  4. 
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znbildenden  Kreisbogenpolygons,  wenn  n>3  ist,  nicht  mehr  zur 
Bestimmung  der  2«  — 3  Parameter,  welche  die  auf  die  einfachste 
Form  gebrachte  Differentialgleichung  des  Problems  ausser  den  singu- 
lären  Punkten  noch  enthält. 

Die  vollständige  Durchführung  der  Constantenbestimmung  für 
das  Schwarz'sche  Problem,  wenn  sie  geleistet  wäre,  also  die  Lösung 
derjenigen  Aufgabe  für  Kreisbogenpolygone,  welche  für  geradlinig 
begrenzte  Polygone  in  der  Abhandlung  von  Schlaefli:  „Ueber  die 
allgemeine  Möglichkeit  der  conformen  Abbildung  einer  von  Geraden 
begrenzten  ebenen  Figur  in  eine  Halbebene"  3>  in  Angriff  genommen 
ist,  würde  allerdings  auch  für  das  hier  vorliegende  Problem  alles 
Wünschenswerte  erreichen  lassen;  diese  Aufgabe  in  ihrer  Allgemein- 
heit dürfte  aber  doch  sehr  erheblichen  Schwierigkeiten  unterliegen. 

Wenn  man  ein  Kreisbogenpolygon  unter  Zugrundelegung  der 
gewöhnlichen  (Gauss'schen)  geometrischen  Repräsentation  des  Imagi- 
nären, durch  eine  lineare  Substitution  oder,  was  damit  gleichbedeutend 
ist,  zweimal  durch  reeiproke  Radien  oder  einmal  durch  reeiproke 
Radien  und  alsdann  durch  Umklappung  trausformirt,  so  bleiben  hier- 
bei bekanntlich,  wie  im  allgemeinen  (nämlich  abgesehen  von  singu- 
lären  Fällen)  durch  jede  analytische  Transformation  —  die  Winkel 
des  Polygons  unverändert  Diese  Winkel  sind  aber  nicht  die 
einzigen  Invarianten  des  Polygons;  bezeichnet  man  nämlich  irgend 
vier  Punkte  der  ursprünglichen  Figur  durch  ft,  £*,  £8,  ^,  so  ist  bekanntlich 
das  Doppelverhältniss  derselben,  nämlich  die  Function 

für    die   allgemeine  lineare    Substitution   ebenfalls    eine  absolute 
Invariante. 

Seien  jetzt  £,,  ft,  ...,  fM  die  Ecken  des  Kreisbogenpolygons, 
welche  als  die  den  singulären  Punkten  der  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  entsprechenden  Punkte  des  ^-Gebietes  analytisch 
definirbar  sind.  Die  n  (n  —  1)  (»  —  2)  (n  —  3)  Doppelverhältnisse,  welche 
sich  aus  den  Grössen  Ji,  f2,  ...fn  bilden  lassen,  sind  durch  n  — 3 
von  ihnen,  etwa  durch  die  Doppelvorhältnisse 

(tifc»-2fn-lf»),   (&?H-2&i-lW,   ...,  (fn-S&e-eJ'n-l&t) 

bestimmt.     Bezeichnet  man   die   Werto  dieser  letzteren   durch  «^ 
x2,...xn-3,  die  Winkel  des  Polygons  aber,  abgesehen  von  dem  ge- 


3)  Im  78ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals. 
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meinsamen  Factor  rc,  durch  Alt  A8,  ...,  A„,  so  sind,  wenn  n  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  jedenfalls  die  k  von  den  *  unabhängig,  da  es  in 
diesem  Falle  möglich  ist,  wenn  die  n  Eckpunkte  beliebig  festgesetzt 
sind,  dem  Polygon  die  Winkel  A  zu  geben.  (Für  gerades  n  sind 
freilich  die  Winkel  von  der  Wahl  der  Ecken  nicht  ganz  unabhängig.) 
Es  muss  daher,  zum  Mindesten  für  Polygone  von  ungerader  Seiten- 
anzahl,  möglich  sein,  die  n—3  von  einander  unabhängigen  Doppel- 
verhältnisse und  die  Winkel  des  Polygons  neben  einander  als  invariante 
Parameter  in  das  Problem  einzuführen.  Die  genauere  Untersuchung 
dieser  Verhältnisse  wird  nicht  wenig  durch  den  Umstand  gefördert, 
dass,  wie  Wedekind  gezeigt  hat4),  das  Doppelverhältniss  von  vier 
complexen  Punkten  sich  durch  zwei  reelle,  von  einander  unabhängige 
Winkel  auf  eine  einfache  Weise  darstellen  lässt.  [Dass  ein  beliebig 
gegebenes  Doppelverhältniss  der  obigen  Art  als  complexe  Grösse  für 
zwei  lineare  Parameter  zählt,  versteht  sich  ohnehin  von  selbst] 
Auch  das  Kreisbogenpolygon  von  gerader  Seitenanzahl  wird  durch 
dieses  Hilfsmittel  einer  analogen  Behandlungsweise  zugänglich,  und 
es  ergiebt  sich,  dass  der  vorhin  nur  als  möglich  angedeutete  Unter- 
schied zwischen  Gerade  und  Ungerade  in  Wirklichkeit  stattfindet, 
dass  nämlich  für  Polygone  von  gerader  Seitenanzahl  einer  der 
Winkel  durch  die  übrigen  und  die  Doppelverhältnisse  mit.  be- 
stimmt ist. 

Das  Endergebniss  dieser  Betrachtung  lässt  sich  so  aussprechen: 
Durch  Polygonwinkel  und  Doppelverhältnisse  werden  die  3»  — 3  Para- 
meter der  Differentialgleichung  des  Problems  (hier  sind  auch  die 
im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte  mit  eingerechnet)  für  ein 
ungerades  n  bis  auf  zwei,  für  ein  gerades  bis  auf  drei,  bestimmt. 

Vermittelst  einer  solchen  Darstellung  wird  es  möglich  sein,  die 
beiden  allgemeinen  Probleme  der  Abbildung  des  Innern  und  des 
Aeussern  eines  gegebenen  Kreisbogenpolygons  auf  einander  zu  be- 
ziehen, indem  man  in  den  Parametern  der  Differentialgleichung  des 
einen  überall  2  —  h  für  h  substituirt,  die  x  aber  unverändert  lässt. 

Wegen  des  genauen  Zusammenhanges  unseres  Problems  mit  dem 
Gegenstande  der  mehrerwähnten  Schwarz'schen  Untersuchungen  und 
der  Nötigung,  die  geringen  Unterschiede  der  auf  das  Aeussere  und 
das  Innere  der  Kreisbogenpolygone  bezüglichen  Aufgaben  festzustellen 
nnd  hervorzuheben,  schien  es  geboten,  zur  Einleitung  die  Hauptpunkte 
der   von  Schwarz   geschaffenen  Methode    zu   reproduciren ,  während 


5)  Wedekind,  Beiträge  zur  geometrischen  Interpretation  binärer  Formen. 
Erlangen  1875.    Inauguraldissertation.    Im  Auszuge  math.  Ann.  Bd.  IX. 
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hinsichtlich   des  Details  jener  EntWickelungen  auf  die  betreffenden 
Originalarbeiten  hingewiesen  werden  durfte.6) 

Die  gewählte  Darstellungsweise  des  reproductiven  Teils  bietet 
vielleicht  in  so  fern  ein  selbständiges  Element,  als  die  das  Kreis- 
bogenpolygon betreffende  Schwarz'sche  Aufgabe  umgekehrt  wird,  indem 
wir  sie,  von  der  allgemeinen  Form  der  linearen  Differentialgleichung 
ausgehend,  so  gefasst  haben:  Diejenigen  linearen  Differentialgleichun- 
gen zu  suchen,  welche  auf  Abbildungen  mit  Kreisbögen  fähren. 


§1.     . 

Wenn  man  der  Einfachheit  wegen  das  «-Gebiet  (anstatt  eines 
Kreises)  die  unendliche  positive  Halbebene  über  der  a>Axe  sein  lässt 
und  sich  die  Aufgabe  stellt,  diese  Halbebene  in  dem  (-Gebiet  auf 
dem  Innern  oder  Aeusseren  einer  gegebenen  eckigen  Begrenzungs- 
figur conform  abzubilden,  so  wird  es  zunächst  darauf  ankommen,  die 
einzelnen  Curvenbögen  —  die  Seiten  des  Polygons  —  als  Linien  von 
einem  und  demselben  geometrischen  Charakter  aufzufassen.  Nachdem 
dieses  geschehen,  kann  man  sich  dann  die  Aufgabe  stellen,  diejenige 
Art  von  Functionen  £  =  q>(z)  ausfindig  zu  machen,  vermittelst  deren 
im  allgemeinen  Stücke  der  z-Axe  des  «-Gebietes  durch  Curvenbögen 
von  der  verlangten  Art  in  dem  (-Gebiete  abgebildet  werden. 

Um  das  gleichförmige  Verfahren,  dessen  man  sich  zu  bedienen 
hat,  zu  kennzeichnen,  mögen  successive  die  drei  Beispiele  ins  Auge 
gefasst  werden: 

a)  dass  die  Polygonseiten  gerade  Linien  sind; 

b)  dass  sie  Kreisbögen  sind; 

c)  dass  sie  concentrische  gleichseitige  Hyperbeln  sind. 

Im  ersten  Falle  bleibt  der  Charakter  einer  Linie  von  der  Art 
derer,  welche  die  Polygonseiten  darstellen,  durch  die  Transformation 

£i  —  «£+*  unverändert, 

im  zweiten  Falle  durch  die  Transformation 

at+b 


ti 


ct+d' 


5)  So  namentlich  auf  die  Abhandlung  Ton  Schwarz:  „Ueber  diejenigen 
Fälle,  in  welchen  die  Gaussische  hypergeometrische  Reihe  eine  algebraische 
Function  ihres  vierten  Elements  darstellt",  im  75ten  Bande  des  Crelle'schen 
Journals. 
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im  dritten  Falle  durch  die  Transformation 

fi  -  «? +b. 

Denkt  man  sich  jetzt  die  Variabein  f  nnd  ?x  als  Functionen  von 
2,  so  gelingt  es  jedesmal,  aus  den  f  und  deren  Derivirten  nach  z  eine 
Function  *P  herzustellen,  welche  die  in  den  vorstehenden  Functionen 
vorkommenden  constanten  Parameter  nicht  mehr  enthält  und  ausser- 
dem die  Eigenschaft  hat,  dass 

wird.    Man  findet  nämlich  für  W(») 

d       dt 
im  ersten  Falle  x^°s5» 

im  zweiten  Falle  ^logg-i(|log|*)'; 


im  dritten  Falle  -j- 
dz 


*(«•$ 


Ist  nun  F(z)  eine  sonst  beliebige  Function  von  «,  welche  aber 
für  reelles  *  reell  bleibt,  so  giebt  die  Lösung  einer  Differential- 
gleichung 

diejenigen  Abbildungsarten,  bei  welchen  im  allgemeinen  Stücken  der 
x-Axe  des  z-Gebietes 

im  ersten  Falle  Stücke  von  geraden  Linien, 
im  zweiten  Falle  Kreisbögen, 

im  dritten  Falle  Bögen  concentrischer  gleichseitiger  Hyper- 
beln des  f-Gebietes  entsprechen. 

Der  Beweis  ist  in  jedem  Falle  leicht;  er  mag  für  den  dritten 
Fall,  welcher  sich  in  den  in  der  Einleitung  cttirten  Arbeiten  des 
Urhebers  dieser  Theorie  nicht  findet,  hier  geführt  werden. 


Ans  der  Gleichung 


wenn  man  in  ihr  z  —  x  setzt,  also  reell  sein  lässt  und  £  =  £+«/  setzt, 
folgen  durch  Separation  des  Reellen  und  des  Imaginären  die  beiden 
Gleichungen: 

rr+er-  *v-  w-  w-  Wh 

oder: 
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d    dp-ti*)    d .dm 

F-dx]0*—di ^l0«-ÄT' 

also  durch  Integration  die  Gleichung 

worin  p  und  q  zwei  willkürliche  Constanten  sind.  Das  ist  aber  die 
allgemeine  Form  der  Gleichungen  derjenigen  gleichseitigen  Hyperbeln, 
welche  den  Coordinatenanfangspunkt  der  {,  q-Ebene  zum  gemeinsamen 
Mittelpunkt  haben. 

Was  die  viel  wichtigeren  Fälle  a)  und  b)  anbetrifft,  so  sei  es 
verstattet,  den  Ort  anzugeben,  wo  man  sie  ausführlicher  behandelt 
findet6) 

Versuchen  wir  es  noch,  das  in  diesen  Beispielen  liegende  Princip, 
welches  angemessen  als  das  Schwarz'sche  Princip  zu  bezeichnen 
ist,  allgemeiner  zu  formuliren. 

Sei  fc  «-  tp  (£)  eine  gegebene  Function  von  £  mit  mehreren  con- 
stanten  Parametern,  und  man  kenne  eine  Function  *P  von  £  und 
dt    d*f 
Ü*  dz*'  "'  von  ^er  Eigenschaft,  dass  die  Gleichung 

•(6.S.-)-»(tS-.) 

identisch  erfüllt  wird,  wenn  man  in  sie 

einsetzt,  indem  man  £  und  daher  auch  &  als  Functionen  ciaer  dritten 
Variabein  z  ansieht.  Ist  nun  £=»/(«)  eine  Lösung  der  Differential- 
gleichung 

»(t  £....)-*«. 

so  ist  offenbar 

wenn  einige  der  in  der  Function  <p  enthaltenen  coustanten  Parameter 
in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen,  eine  allgemeinere 
Lösung  derselben  Differentialgleichung.  Die  Differentialgleichung 
*P  =  F  sei  von  der  n  ten  Ordnuug,  und  sie  enthalte  n  von  den  Para- 
metern nicht,  welche  in  qp(£)  vorkommen. 


6)  Schwarz,  Christoffel  und  Schaeffli  in  den  oben  genannten  Abhandlungen, 
und  sub  b):  Pochhammer  „Notiz  über  die  Abbildung  der  Kreisbogenpolygöne", 
Crelle'8  Journal,  Bd.  76.  . 
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In  diesem  Falle  erhält  man  ans  jeder  Particularlösung  f(z)  die 
allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung,  indem  man  q>(f(z)) 
bildet;  die  Differentialgleichung  kann  (von  singulären  Lösungen  etwa 
abgesehen)  keine  Lösung  besitzen,  welche  nicht  unter  der  Form 
<P  (/(*))  enthalten  wäre.  Nun  sei  z  =  x^  bis  z  =  ar2  ein  solches 
Intervall  der  reellen  Axe  des  «-Gebietes,  für  welches  die  Differential- 
gleichung irgend  eine  reelle  Lösung  f{z)  besitzt,  so  wird  jede  par- 
tikuläre Lösung  (also  mit  Ausnahme  der  etwa  vorhandenen  singulären 
Lösungen  jede  Lösung  überhaupt),  da  sie  als  Transformirte  vou/ 
vermittelst  der  Substitution  q>(f)  angesehen  werden  darf,  die  Eigen- 
schaft besitzen:  wenn  z  das  genannte  Intervall  der  <r-Axe  durchläuft, 
so  beschreibt  der  durch  jene  Lösung  repräsentirte  Punkt  £  einen 
Bogen  einer  Curve ,  welche  zu  den  durch  die  Gleichung  £  —  q>  (x) 
charakterisirten  gehört,  [x  bezeichnet  eine  reelle  Variabele,  und 
die  einzelnen  Curvenindividuen ,  welche  zu  dieser  Curvenfamilie  ge- 
hören, entstehen  dadurch,  dass  man  denjenigen  Parametern  von  <p, 
welche  in  der  Differentialgleichung  nicht  vorkommen,  bestimmte 
passende  Werte  erteilt] 


§2. 

Die  Betrachtungen  des  vorhergehenden  Paragraphen  beziehen 
sich  nur  auf  die  Begrenzungen,  nicht  auf  das  Innere  der  beiden 
Gebiete,  welche  durch  die  Abbildung  zu  einander  in  Beziehung  gesetzt 
werden  sollen.  Die  Abbildung  inRiemann's  Sinne  erfordert  aber 
ein  gegenseitig  eindeutiges  Entsprechen  sämtlicher  Punkte 
von  Object  und  Bild.  Hieraus  folgt  nach  fundamentalen  Sätzen  der 
Theorie  der  Functionen  eiuer  complexen  Variabcln,  dass  innerhalb 
keines  der  beiden  zu  einander  in  Beziehung  zu  setzenden  Flächen- 
stücke Verzweigungspunkte  vorhanden  sein  dürfen. 

Die  Begrenzung  des  ^-Gebietes  muss,  wenn  dasselbe  ein  Po- 
lygon sein  soll,  einen  vollständig  geschlossenen,  sich  selbst  nirgends 
schneidenden  Contour  bilden.  Allerdings  wäre  damit  in  dem  Riemann- 
schen  Sinne  nicht  ausgeschlossen,  dass  sich  Teile  des  vollständig 
begrenzten  und  einfach  zusammenhängenden  Flächenstückes  in  meh- 
reren über  einander  liegenden  Blättern  der  Riemann'schen  Flächo 
befinden,  wodurch  scheinbare  vollständige  Einschlüsse  von  Un- 
stetigkeitspunkten  und  scheinbares  Sich-selbst-schneiden  der  Be- 
grenzung in  gewissen  Punkten  entstehen  könnte.  Halten  wir  aber, 
wie  es  bei  Abbildungsaufgaben  wohl  meistens  geschieht,  an  dem 
engeren  Begriffe  der  Eindeutigkeit  im  alten  Sinne  fest,  welcher  er- 
heischt, dass  das  ganze  Flächenstück  als  in  einem  und  demselben 
Blatte  der  Riemann'schen  Fläche  ausgebreitet  denkbar  sein  muss,  so 
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tritt  die  Bedingung  hinzu,  dass  keiner  der  Winkel  des  Polygons 
grösser  als  2k  sein  darf,  und  wir  haben  ein  (krummliniges)  Polygon 
im  antiken  Sinne  des  Wortes. 

Wir  treten  nun  unserer  Aufgabe  näher,  indem  wir  uns  fortan 
auf  die  Discussion  derjenigen  Abbildungsarten  beschränken,  welche 
auf  Kreisbogenpolygone  Bezug  haben,  also  auf  eine  solche 
functionelle  Verknüpfung  von  z  und  g,  welche  durch  eine  Differential- 
gleichung von  der  Eorm 


s*ä-»(s*ä)-«# 


dz* 

oder,  wenn  man  die  Differentiationen  auf  der  linken  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens ausführt, 

charakterisirt  wird. 

Die  Integration  derselben  ist  bekanntlich  auf  die  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zurQckf&hrbar,  wio 
durch  Kummer  entdeckt  worden  ist7}.  Die  Natur  dieses  Zusammen- 
hanges ist  in  den  folgenden  Theoremen  ausgesprochen,  welche  hier 
anzuführen  verstattet  sei;  die  Herleitung  findet  man  bei  Schwarz, 
Abhandl.  in  Crelle's  J.  Bd.  75,  IL 

„Der  Quotient  zweier  Lösungen  einer  linearen  homogenen 
„Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

<**w  i       dm  l  n 


ir 


(dercn  Coefficienten  mit  der  Function  F(z)  durch  die  Relation 

„verbunden  sind,  ist  eine  Lösung  der  Differentialgleichung  dritter 

2£T  h 

Das  charakteristische  Moment  hierbei  ist,  dass  die  Coefficienten  der 
zur  Anwendung  kommenden  linearen  Differentialgleichung  2.  0.  nicht 
völlig  bestimmt  sind,  dass  vielmehr  einer  derselben  beliebig  gewählt 


7)  Kummer:  „De  generali  quadam  aequatione  differentiali  tertii  ordinis", 
Osterprogramm  1834  des  Gymnasiums  zu  Liegnita.  Die  daselbst  behandelte 
Differentialgleichung  ist  noch  etwas  allgemeiner  als  diejenige  des  obigen  Ab- 
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forden  darf.  Das  hierdurch  scheinbar  auftretende  willkürliche 
Element  in  der  Lösung  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
3.  0.  wird  aber  dadurch  beseitigt,  dass  folgender  8atz  gilt: 

„Sämtliche  Differentialgleichungen  von  der  Form 
d*»    .       dm  . 


„für  welche  die  Function 


H-V-% 


„denselben  Wert  hat,  haben  die  Eigenschaft,  dass  zwischen  dem 
Quotienten  zweier  Lösungen  der  einen  und  dem  Quotienten  zweier 
JLftsuigen  irgend  einer  andern  eine  lineare  Relation  besteht"  *). 


§3. 

Die  Aufgabe,  die  unendliche  Halbebene  des  «-Gebietes  auf  dem 
Innern  eines  geradlinigen  Polygons  des  {--Gebietes  abzubilden,  löst 
mm,  wie  Christoffel  und  Schwarz  gezeigt  haben,  vermittelst  der 
Funetion 


felfangsprobleais.  —  Uebrigens  findet   sich  der  charakteristische  Differential- 
tBsdinck  der  letzteren  auch   bei  Lagrange.    (Snr  la  constraction  des  carte» 
geographiques,  in  Noureaux  Memoires  de  rAcademie  de  Berlin  1779.     cf.  Klein, 
Vorlesungen  Aber  das  Ikosaeder,  p.  74.  in  der  Anmerkung.) 
8)  Man  kann  nämlich  rermittelst  der  bekannten  Substitution 
tt  —  w.t? 
tu  der  linearen  Differentialgleichung 

<Pm        da 

&n  Coeffitienten  des  ersten  Differentialquotienten  fortschaffen,  indem  sich 
ud  alsdann  die  transformirte  Differentialgleichung 

vgiebt,    so   dass    also   alle   diejenigen    Differentialgleichungen,    für     welche 


dp 
dz 
DMerentialgleichnng  führen. 


2o— 1«*_-^?  denselben  Wert  hat,   auf  eine  nud  dieselbe  reducirte 
JF        dz 


Digitized  by 


Google 


12  Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 

z 


Das  Polygon  hat  im  Allgemeinen  «  +  1  Ecken;  die  Winkel  des- 
selben sind  nku  7iAg,  . ..,  izkn  und  rcA,  worin 

H 

k  ■»■  n  -  - 1  —  £kh ; 

dieselben  folgen  in  dem  Polygon  auf  einander,  wie  die  reellen 
Zahlen  a21  a2,  ...  an  und  oo .  Diese  letzteren,  als  Punkte  der  x-Axe 
des  «-Gebietes  aufgefasst,  entsprechen  den  Eckpunkten  des  Polygons 
in  dem  f-Gebiet 

Die  Forderung,  dass  die  gesamte  Fläche  des  Polygons  ak  in 
einem  und  demselben  Blatte  der  Ricmauu'schen  Fläche  befindlich 
vorstellbar  sein  soll,  woran  wir  festhalten,  erheischt,  dass  keiner  der 
Polygonwinkel  grösser  als  2rc  sein  darf;  die  k  müssen  also  sämt- 
lich positive,  zwischen  0  und  2  liegende  Zahleu  sein;  insbesondere 
gilt  das  von  der  Zahl  A,  woraus  noch  folgt,  dass 

n— 3  <  lAA<n— 1 
l 
sein  muss. 

Der  Grenzfall  h  «-  0  ist  auszuschliessen,  weil  dann  der  dem 
Punkte  z  =  ah  entsprechende  Functionswert  logarithmisch  unendlich 
wird. 

Um  es  zu  vermeiden ,  dass  eine  der  Ecken  des  Polygons  gerade 
dem  Punkte  Unendlich  des  «-Gebietes  entspricht  (weil  hierin  eine 
Spccification  des  allgemeinen  Abbildungsproblems  liegt),  kann  man 
das  (m+1)  Eck  in  ein  n  Eck  verwandeln,  indem  man  den  Winkel 
der  gemannten  Ecke  gleich  n  macht,  was  durch  Hinzunahme  der 
Bedingung 

£kh  —  n  -  2 
i 
erreicht  wird. 

Das  Aeussere  eines  Polygons  ist  zuerst  von  Christoflfel  abge- 
bildet worden 9).  Lftsst  man  an  die  Stelle  der  inneren  Polygonwinkel 
die  äusseren  treten  und  bezeichnet  jetzt  diese  letzteren  durch 
ku  A„  ...  AN  und  A  —  welches  die  dem  Zusammenhange  der  beiden 


9)  Sopra   un  problema  proposto  da  Dirichlet.      In  den   Annali  di  Mate- 
matica,  Serie  2,  Band  4.     (1870). 
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Probleme  entsprechendste  Nomenclatnr  ist  —  so  tritt  in  der  diesem 
Problem  entsprechenden  Abbildungsfunction  zu  den  unter  dem  Inte- 
gralzeichen   stehenden    Factoren    der    vorigen    noch    der    Factor 

jv»  —  >i\»4-b»~|»  hinztt-    Die  abgebildete  Fläche  des  ^-Gebietes  muss 

nämlich  jetzt  auch  den  Punkt  Unendlich,  und  zwar  im  Innern 
enthalten ;  einer  der  Factoren  unter  dem  Integralzeichen  muss  daher 
jedenfalls  für  einen  gewissen  complexen  Wert  %  =»  A-\~Bi  unendlich 
werden.  Dieser  Factor  wird  demnach  gleich  einer  negativen  Potenz 
von  s — A —  Bi  sein  müssen.    Hieraus  folgt  aber,  weil  die  Function 

für  reelles  *  notwendiger  Weise  reell  bleiben  muss  (§1.),  das  Vor- 
handensein einer  eben  solchen  Potenz  von  z—A  +  Bi.  Was  aber 
den  Exponenten  der  Potenz  von  (z—A)i-\-Bi  anbelangt,  so  kann 
er  nicht  gleich  — 1  sein,  weil  hieraus  ein  logarithmisches  Un- 
eadliehwerden  und  demnach  eine  unendliche  Vieldeutigkeit  von 
Jin  der  Umgebung  von  z  =  A-{-Bi folgen  würde;  überhaupt  schliesst 
die  Forderung  des  gegenseitig  eindeutigen  EntSprechens  von  z  und 
i  in  der  Umgebung  von  z  =  A-\-Bi  jede  andere  Potenz  aus,  ausser 

der  —  2ten,  so  dass  also  der  Factor  \(~^A\%\u*\k  gefordert  wird. 

Auch  das  Vorkommen  mehrerer  Factoren  von  der  soeben  ge- 
nannten Form  ist  ausgeschlossen,  weil,  wenn  der  Punkt  £=oo  zwei 
verschiedenen  Punkten«  =-'tA-\-Bi  und  z  =  -4'+  &*  entspräche, 
z  als  Function  von  f  betrachtet  nicht  auf  einer  einblättrigen  Rie- 
inann'sehen  Fläche  eindeutig  darstellbar  wäre. 

Die  Abbildungsfunction  für  das  Aeussere  eines  geradlinigen 
Polygons  wird  daher  von  der  Form: 

z 

J-Jb  =  vfifi-^-Kz-cüK-i  ...  (z-a»)*n-i 

dz 
X 


Hierin  ist  der  Punkt  z  «  A-\-Bi  nicht  beliebig.  Die  Entwicklung 
der  Function  unter  dem  Integralzeichen  in  der  Umgebung  von 
s  =  A  -f-  Bi  liefert  nämlich  im  allgemeinen  auch  Glieder  mit 
(s—  A  —  Bi)-1,  und  die  Integration  derselben  Logarithmen.  Damit 
letztere  sich  gegenseitig  aufheben,  muss 


j  B  +  itf  —  au       Bi 
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gemacht  werden,  woraus  sich  durch  Separation  des  Beeilen  von  dem 
Imaginären  zwei  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A  und  B  ergeben. 

Der  Winkel  nX  des  (n-f-l)-Ecks,  dessen  Eckpunkt  dem  Punkte 
z  ==  od  des  2-Gebietes  entspricht,  folgt  aus  den  andern  Winkeln  ver- 
mittelst der  Formel 

woraus  dann  noch,  weil  jeder  der  Winkel  zwischen  0  und  2»  liegeu 
muss,  die  Bedingung  folgt: 

«+l<liU<n+3. 

Will  man  die  dem  Winkel  X  entsprechende  Ecke  ausfallen  lassen 
(aus  demselben  Grunde  wie  bei  dem  vorigen  Problem),  so  ist  wieder 
A  =  2  zu  setzen. 

Uebrigens  wollen  wir  bei  den  allgemeinen  Formeln  für  iL 

H         •  \ 

X  «.  »  —  l  —  £Xk    far  das  Innere 
und  N 

n  \ 

X  =»  w-j-3—  £Xk    für  das  Aeusser© 

des  (n-fl)-Ecks  stehen  bleiben,   weil  sie  die  analytisch  einfacheren 
sind. 

§4. 

Jede  der  beiden  betrachteten  Abbildungsfunctionen  kann  als 
Lösung  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  2.  Ordnung. 

dz*+Pdz-° 
angesehen  werden;  im  ersten  Falle  ist 

im  zweiten  Falle 

P        z  —  U+ßQ^z—iA—ßi)       V»—  <h       *  —  <h 

+  ...  +  ~1Y 

Ferner  ist  bekannt  (aus  den  oben  citirten  Abhandlung^  von 
Schwarz  im  70.  und  75.  Bande  des  Crelle'schen  Journals),  dg  die- 
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jenige  Differentialgleichung,  vermittelst  deren  Lösungen  die  Abbildung 
der  unendlichen  Halbebene  auf  dem  Innern  eines  von  Kreisbögen  be- 
grenzten Dreiecks  dargestellt  wird,  die  Differentialgleichung  der 
hypergeometrischen  Reihe  (oder  eine  ihr  äquivalente  Diffe- 
rentialgleichung) ist. 

Diese  homogenen  linearen  Differentialgleichungen  2ter  Ordnung 
haben  alle  die  Eigenschaft,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  Fuuc- 
tionen  von  *  sind,  und  dass  ihre  Lösungen  nur  wie  Potenzen 
unstetig  werden  oder  sich  verzweigen.  Die  besonderen  Fälle,  in 
welchen  in  den  Lösungen  Logarithmen  auftreten,  mussten  nämlich 
ausgeschlossen  werden. 

Man  wird  hieraus  schliefen,  dass  auch  die  beiden  allgemeineren 
Probleme,  die  unendliche  Halbebene  auf  dem  Innern  oder 
dem  Aensseren  eines  aus  Kreisbögen  gebildeten  Poly- 
gons abzubilden,  von  welchen  in  dem  vorigen  Paragraphen  be- 
reits constatirt  wurde,  dass  sie  auf  eine  homogene  lineare  Differen- 
tialgleichung 2ter  Ordnung  zurückfahrbar  sind,  auf  eine  solche 
fuhren  müssen,  deren  Lösungen  nur  wie  Potenzen  unstetig 
werden  oder  sich  verzweigen. 

Derartige  Differentialgleichungen  sind,  nachdem  durch  die  Ar- 
beiten von  Gauss  und  Riemann  über  die  hypergeometrische  Differen- 
tialgleichung und  deren  Erweiterung  10)  ein  besonders  interessanter 
specieller  Fall  seine  Erledigung  gefunden  hatte,  wohl  zuerst  von 
Fuchs  in  seiner  für  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
bahnbrechenden  Abhandlung  „zur  Theorie  der  linearen  Differential- 
gleichungen mit  veränderlichen  Coofticieuten  ")"  als  eine  besondere 
Classe  linearer  Differentialgleichungen  hingestellt  und  eingehend  be- 
handelt worden.  Sie  sind  dann  auch  ein  Gegenstand  der  Studien 
mehrerer  anderer  Autoren  gewesen. 

Um  der  Einheit  der  Darstellung  willen  sei  es  verstattet,  das  für 
unsere  Aufgabe  Nötige  ohne  Beziehung  auf  die  allgemeine  Theorie 
hier  kurz  zu  entwickeln,  indem  wir  uns  auf  die  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  beschränken,  weil  diese  allein  für  das  Schwarz'sche 
Abbüdungsproblem  in  Betracht  kommen. 


10)  Gauss,  Dusquiüitiooes  generales  circa  seriem  infinitem.  Werke.  Band 
HL  —  Riemann,  Aber  die  dnreh  die  Gauss'sche  Reihe  /'(<**  ß*  7  x)  darstell- 
baren Functionen,  in  den  Abhandinngen  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften in  Gftttingeo,  Band  7. 

11)  Crelfo's  Journal  der  Mathematik,  Band  66. 
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Die  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  haben  be- 
kanntlich die  Eigenschaft,  dass ,  wenn  man  ein  particuläres  Integral 
derselben  kennt,  ein  zweites  mit  Hilfe  des  ersten  durch  eine  Qua- 
dratur gefunden  werden  kann;  ein  Umstand,  welcher  die  folgende 
einfache  Betrachtung  ermöglicht. 

Wir  fragen  zunächst:  Wie  müssen  die  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichung 

d?a>  .      da  . 

tei  +  Pte+Z»-0 

beschaffen  sein,  damit  für  jeden  singulären  Punkt  st  —  a,  für  welchen 
eine  Parti cularlösung  vorhanden  ist,  welche  sich  in  der  Umgebung 
dieses  Punktes  wie  eine  Potenz  von  z-±-a  verhält,  noch  eine  zweite 
(von  der  ersten  unabhängige)  Particularlösung  von  eben  dersel- 
ben Eigenschaft  existire? 

Sei  a)1  die  erste  der  beiden  Particularlösungen,  von  welcher  also 
vorausgesetzt  wird,  dass  sie  von  der  Form  w,  =*  (z — a)*. <p(z)  sei, 
wo  q>  eine  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz  nach  Potenzen  von  z — a 
entwickelbare  und  für  z  =»  a  von  Null  verschiedene  Function  sein 
muss. 

09S  sei  die  zweite  Particularlösung,  so  folgt  leicht 

"•  n**  ~  w*  ä»-  +*  {-  iü  -  •«  "Ä  )  =  ° 

und  hieraus  durch  Integration: 


a>2  P  dz 

«1""«/     «? 


da  w*  von  ähnlicher  Form  wie  (ot  werden  soll,  so  folgt,  dass 
e^fpds  «  (Ä_ ay*.y(z) 

sein  muss,  und  %>  eine  Function  von  derselben  Beschaffenheit  wie  y, 
woraus  sich  dann 

-  «  =  -C-  4-  ^ 
p        *  —  a'     t^(«) 

ergiebt 12). 


12)  Dio  Gleichung 


dv>x  dG>2 


ist,  wie  Schwarz  in  No.  IL  der  Abhandlung  im    75.  Bande  des  Crelle'schen 
Journals  bemerkt  hat,  zuerst  von  Abel  (Crelle's  J.  Bd.  2,  pag.  24—25)  ange- 
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Damit  ist  erwiesen,  dass  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen  Un- 
stetigkeitspankt  z  *=  a 

pt  nach  steigenden  Potenzen  von   z — a   entwickelt,   mit  einem 
Gliede 

a 
z  —  a 
beginnen  muss. 

Alsdann  wird 


/V~  a)-*+«)  .[1+  . .  ,}fr, 


worin  der  in  [  ]  stehende  Ausdruck  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  *— a  fortschreitende  Reihe  mit  dem  Anfangsgliede  1 
bezeichnen  soll.  Die  Integration  der  Potenzreihe  unter  dem  Integral- 
zeichen liefert  im  allgemeinen  eine  Reihe  von  ähnlicher  Form; 
ausgenommen  ist  nur  der  Fall,  dass  —  (2>l+«)  eine  negative  ganze 
Zahl  ist,  weil  dann  in  dem  Integral  der  Reihe  ein  Logarithmus  auf- 
treten würde.  Wir  werden  hierauf  später  mit  Beziehung  auf  unsere 
Aufgabe  genauer  einzugehen  haben. 

Die  analoge  Betrachtun?  für  den  Punkt  z  =*  oo  ergiebt,  dass  die 
Entwicklung  von  p  nach   fallenden    Potenzen   von   %    mit   einem 

Gliede beginnen  muss. 

Aus  diesen  beiden  Ergebnissen  folgt  mit  Notwendigkeit,  dass  die 
Function  p  nur  eine  Summe  einfacher  Partialbrücho  sein  kann.  Also 
gilt  der  Satz : 

Die  Bedingung  p  —  £ —    ist   die  notwendige  (und 

Z     — —         Or-k 

im  allgemeinen  auch  hinreichende)  Bedingung  dafür,  dass  an 
jeder  Stelle  des  «-Gebietes,  wo  die  Differentialgleichung 

d?a>  ,     da  , 

5T+PÄ+*"-0 

eine  Particularlösung  vom  Charakter  einer  Potenz  hat, 
sie  noch  eine  zweite,  von  jener  unabhängige  Particu- 
larlösung hat,  welche  ebenfalls  den  Charakter  einer 
Potenz  besitzt 


geben  worden.  Also  dürfte  der  Letztere  als  Entdecker  des  Zusammenhanges 
zwischen  den  beiden  Partien!  arlösun  gen  der  linearen  Differentialgleichung  2.  0. 
anzusehen  sein« 


Area.  4.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  Teil  III. 
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Es  bleibt  noch  übrig,  q  so  zu  bestimmen,  dass  die  Differential- 
gleichung an  jeder  Stelle  des  «-Gebietes  eine  Particularlösung  von 
der  Form 

(z-a)«{l  +  Cl(z-a)  +  Ct(z-a)*+  ...} 
und  für  hinreichend  grosse  z  eine  von  der  Form 


&{*+*+)+■■) 


wirklich  besitzt  (and  alsdann  nach  dem  obigen  Satze  —  ganz  spe- 
cielle,  vorläufig  ausser  Acht  zu  lassende  Fälle  ausgenommen  —  auch 
eine  zweite). 

Die  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  liefert  leicht  für  q 
die  folgenden  beiden  Bedingungen: 

1)  q  muss  für  jeden  Wert  z  «  a  nach  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  «  —  a  entwickelbar  sein,  und  die  Entwicklung  darf  keine  nie- 
drigere Potenz  enthalten,  als  die  — 2te; 

2)  q  muss  für  hinreichend  grosse  Werte  des  Arguments  nach 
fallenden  Potenzen  von  z  entwickelbar  sein,  und  die  höchste  Potenz 
der  Entwicklung  darf  keine  höhere  sein  als  die  —  2  te. 

Hieraus  folgt,  dass  q  eine  rationale  Function  sein  muss  von  der 
Form 

« ßj*      ,   T     ßt> 

*  (z  —  akT  z—  a* 

worin  die  Coefficienten  ßhh  beliebig,  die  Coefficienten  ßh  aber  durch 
die  Relation 

2ßh<=  0 
verbunden  sind. 

Hinsichtlich  der  singulären  Punkte  einer  linearen  Differential- 
gleichung gilt  bekanntlich  der  Satz,  dass  die  Lösungen  einer  solchen 
keine  andern  singulären  Punkte  besitzen  können,  als  den  Punkt  z  =  od 
und  diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung unstetig  werden 13). 

Also  sind  die  vorhin  betrachteten  Unstetigkeitspunkte  die  ein- 
zigen. 

Für  unsere  Aufgabe  hat  sich  durch  die  obigen  Ueberlegungen 
vor  der  Hand  das  Resultat  ergeben,  „dass  die  zu  suchende  Differen- 
tialgleichung 2.  0.,  auf  welche  dieselbe  zurückführbar  sein  muss 


13)  Crelle's  Journal  Bd.  66,  Abhandl.  von  Fuchs,  S.  146. 
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„nur  solche  Coefficienten  p,  3  haben  wird,  welche  in  der  Form 

Oh 


p=2 


Z  —  Oh 


„enthalten  sind."  * 

Eine  fernere  Reduction  wird  durch  den  Umstand  verstattet,  dass 
(zufolge  §  2.)  hinsichtlich   der  hier  vorliegenden  Abbildungsprobleme 

jede  zwei  Differentialgleichungen,  für  welche  die  Function  2q— $p2— -J 

denselben  Wert  behält,  als  äquivalent  zu  betrachten  sind,  wenn  man 
die  aus  einer  von  ihnen  gefundene  Abbildung  durch  eine  passend  zu 
bestimmende  lineare  Substitution 

♦        f       v*  *+* 

transformirt 

Man  darf  sich  also  unter  allen  Differentialgleichungen  von  der 
genannten  Eigenschaft  die  einfachste  aussuchen. 

Da 

*       *r         da  (z  —  cikr  z—an 

wird,  worin 

A=s_«L_+_5!_  +        +  _™zL_  .   _J*±1_  ,  .       *     , 
«*  — «i  '    a* — at  '  '   a* — a*-i   '    a* — ah+i  '        a*  —  a* 

so  darf  man  die  Parameter  er*,  ßh  und  ß*A  der  ursprünglich  gegebenen 
Differentialgleichung  so  ändern,  dass  die  Ausdrücke 

2ßhh+<*h  —  W    und    2ßh-<*hBh 

invariant  bleiben. 

Unterscheiden  wir  für  den  Augenblick  die  neuen  Parameter  von 
den  ursprünglich  gegebenen  durch  Striche,  so  muss  den  beiden  Sy- 
stemen Bedingungen  Genüge  geleistet  werden : 

2ß*+vh— W  -  2ß'kh+«'h-W»\ 
2ßh-ahBh~2ß'h—a'hB'h. 

2« 


Digitized  by 


Google 


20  Santo:  Die  Abbildung  des  Aeussern  eines 

Ausserdem  ist  von  früher  bekannt,  dass  die  ßh  jederzeit  der  Be- 
dingung 

2ßk  =  0 

unterworfen  werden  müssen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  £'u  =  0  gesetzt  und  die  <*'*  dem  ent- 
sprechend bestimmt  werden  können.  Mit  den  «\  sind  dann  auch 
zugleich  die  ß'k  bestimmt,  und  die  letzteren  gehorchen  (wie  man  ver- 
möge der  Identität  HahBh  =  0  leicht  einsieht)  von  selbst  der  Be- 
dingung £ß'k  «  0,  wenn  die  ursprünglich  gegebenen  /?*,  von  denen 
man  ausging,  dieser  Bedingung  gehorchten. 

Wir  dürfen  also  in  dem  Folgenden 

ptmt  2 ,    q  «  £  _£ —    und    £ßk  «,  o    annehmen. 

r  a  —  ah      *  z  —  ctk  r 

Diese  Reduction  vereinfacht  die  Differentialgleichung  nicht  nur  in  so 
fern  als  die  Anzahl  ihrer  Parameter  um  n  vermindert  wird  —  das 
Hesse  sich  auch  auf  andere  Weise,  so  namentlich  durch  Fortschaf- 
fung des  Coeföcienten  p,  erreichen  —  sondern  auch  hinsichtlich  der 
Beschaffenheit  der  Hauptintegrale. 

Bildet  man  nämlich,  um  den  charakteristischen  Exponenten  q 
dieser  Hauptintegrale  zu  ermitteln,  die  determinirende  Fundamental- 
gleichung für  jeden  singulare n  Punkt14),  so  findet  man  für  den 
Punkt  au: 

und  für  den  Punkt  oo: 

9*+(l  —  2ah)9+  £ßhah  =  0. 

Also  wird  für  jeden  im  Endlichen  gelegenen  singtdären  Punkt 
einer  der  beiden  charakteristischen  Exponenten  q  gleich  Null,  und 
somit  eines  der  beiden  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Hauptintegrale 
regulär. 

Um  die  Analogie  der  zuletzt  erhaltenen  Differentialgleichung  mit 
derjenigen  der  hypergeometrischen  Reihe  in  der  von  Gauss  gewählten 
Form  hervor  zu  heben ,  kann  man  an  Stelle  zweier  der  bisher  be- 
nutzten Constanten  die  Exponenten  der  beiden  Hauptintegrale  des 
Punktes  Unendlich  einführen,  welche  durch  a,  ß  zu  bezeichnen  sind. 

Vermöge  der  Relationen 


14)  cf.  Crelle  J.  d.  Math.     Bd.  68,  psg.  361  and  167. 
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Zak—l^a+ß,     2ßkak  —  aß,     £ßh  =  0 
wird 

_       (a+ß+ 1)*"-1+..  «fa»-2+  ... 

P  (*  —  «|)(«  —  **)     ..    (*  —  «»)'  *  ~*  (»—«!)(»  — «j)    ...    (*  —  «*)' 

„Die  Probleme,  das  Innere  eines  Kreises  oder  (was  damit 
„äquivalent  ist)  die  unendliche  Halbebene  auf  dem  Innern  oder  dem 
„Aeussern  eines  von  Kreisbögen  gebildeten  Polygons  conform  abzu- 
bilden, lassen  sich  auf  die  Integration  linear  homogener  Differen- 
„tialgleichungen  Zweiter  Ordnung  von  der  Form 

dz*  "■"  (a— Oj)(«— aj)...(« —an)  '  dz    *    (z—a1)(z—a2)...(z  -a»)"*8*" 

„zurückführen". 

Für  n  —  2,  wenn  man  eines  der  a  gleich  Null  und  das  andere 
gleich  1  setzt,  bekommt  man  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe. 

„Die  Hauptintegrale  der  obigen  Differentialgleichung  für  die 
„Umgebung  des  singulären  Punktes  »  —  od  werden  von  der  Form 

„und  die  übrigen  singulären  Punkte  aly  a2,   ...  o*  besitzen  je  ein 
„Hauptintegral  von  der  Form 

l  +  ct(*  — «*)+•••> 
„während  die  charakteristischen  Exponenten  der  zweiten  Hauptinte- 
„grale  durch  Zerlegung  des  Coefficienten  von  -r-    in    Partialbrüche 

^gefunden  werden;  hat  man  nämlich  p  —  £—- —  gefunden,  so  wird 

,  *     **h 

„das  zweite  Hauptintegral  des  Punktes  a*  von  der  Form 
(*-£*)!-«*.  (1  +  ...)". 
Die  Coefficienten  a*  sind  übrigens  für  unser  Problem  als  Para- 
meter sehr  geeignet  (freilich  reicht  ihre  Anzahl  nicht  hin,  so  dass 
ausser  ihnen  noch  andere  Parameter  nötig  sind).  Auch  zeigen  sie 
eine  offenbare  Analogie  zu  dem  Parameter  y  des  Nenners  der  Coef- 
ficienten der  hypergeometrischen  Reihe,  worüber  folgende  Bemer- 
kung verstattet  sein  möge. 

Man  beweist  leicht  den  Satz:  Wenn  eine  lineare  homogene  Dif- 
ferentialgleichung 2.  0.  in  der  Umgebung  von  *  =  o  ein  Integral 
von  der  Form 
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(*-«)«{! +  *i(»-a)+**(»-«)*+  -.} 

besitzt,  so  sind  die  Nenner  der  Coefficienten  cu  cs,  c8...  jederzeit 
von  der  Form: 

respective   y,    1.2y(y+l),    1.2.3y(y+l)(y+2)    n.  s.  w. 

Existirt  nun  an  derselben  Stelle  noch  ein  zweites  Integral  von  eben 
derselben  Form,  nnd  bezeichnet  man  die  charakteristische  Constante 
der  Nenner  der  Coefficienten  durch  /,  so  ist  immer 

y+y'~216). 
Dasselbe  gilt  auch  für  den  Punkt  z  =  od. 

Für  die  besondere  Form  der  Differentialgleichung,  welche  vorhin 
betrachtet  wurde,  ergiebt  sich  (bei  Einführung  der  entsprechenden 
Bezeichnung): 

yh  =  ah,    y'Ä  «=  2  —  ah. 

Bezeichnen  endlich  yÄ  und  y'«  die  botreifenden  charakteristischen 
Constanten  der  Entwicklung  der  Hauptintegrale  des  siogulären  Punktes 
z  =>  oo,  so  wird 

wenn  «  und  0,  wie  vorhin,  die  charakteristischen  Exponenten  dieser 
Hauptintegrale  bedeuten. 

§5. 

Wenn  unter  den  Parametern  a*  der  zuletzt  entwickelten  Diffe- 
rentialgleichung ganze  Zahlen  vorkommen,  so  treten  in  der  Ent- 
wicklung des  einen  der  betreffenden  Hauptintegrale  im  allgemeinen 
Logarithmen  auf;  man  kann  dieselben  aber  durch  Festsetzung  ge- 
wisser Relationen  zwischen  den  «*  und  ßh  fortschaffen. 

Da  für  unsere  Aufgabe  nur  der  Fall  ah  =*  2  zur  Anwendung 
kommen  wird,  so  wollen  wir  uns  auf  die  Untersuchung  dieses  Falles 
beschränken.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  betreffende  Relation 
—  für  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  giebt  es  für  jede  der 


1 5)  Für  lin.  hom.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen  gilt  etwas 
Entsprechendes.  Die  Nenner  der  Entwicklnngscocfficienten  werden  für  die 
rcntialgleichung  3.  0.  ron  der  Form: 

y.«,    1.2y(y+l)*(a+l)    u.  s.  w., 
and  zwischen  den  Coefficienten  y,  S  nnd  den  entsprechenden  y',  Sf  etc.,    der 
Diffeandern  Lösungen  herrscht  die  Beziehung: 

r-f  H-r"+*+*4-*"-  2.3. 
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betreffenden  singulären  Stellen  nur  eine  —  direct  herzuleiten;  nm 
aber  so  viel  als  möglich  an  die  allgemeine  Theorie  der  linearen 
Differentialgleichungen  anzuknüpfen,  bedienen  wir  nns  zn  dem  ge- 
stirnten Zwecke  der  von  Frobenius16)  gegebenen  allgemeinen  For- 
adil. Zur  Bequemlichkeit  des  Lesers  sei  es  verstattet,  dieselben  hier 
ifiznführen. 

Eine  Differentialgleichung  Xter  Ordnung  gehöre  zu  der  Gasse 
derjenigen,  welche  unter  der  allgemeinen  Form 

p(x)  .xVA)+i'i(«)*A-1yu"1)+  •  •  •  +M*)y  =  0 

enthalten  sind,  worin  p,  px  ...  px  Potenzreihen  von  x  sein  sollen, 
welche  für  x»0  endlich  bleiben;  ausserdem  soll  die  Function  p 
für  x  —  0  von  Null  verschieden  sein. 

Bildet  man  die  Function 

ind  setzt  dieselbe  =  2/v(q)xv,  indem  man  nach  Potenzen  von  x  ent- 
wickelt so  wird 

f(9)  -  0 

die  determinirende   Fundamentalgleichung   des   singulären   Punktes 

Sei  jetzt  p0i  Qi  •••  0*  eine  öruppc  von  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung, welche  nur  um  ganze  Zahlen  von  einander  unterschieden 
sind.  Dieselben  seien  nach  fallender  Grösse  ihrer  ganzzahligen  Teile 
geordnet 

Bildet  man  die  Determinante 

yite+v-D    f*(Q+v-2)  .../*-i(H-i)  Mq) 

/(H-V-l)     A(<?+^-2)  ...  fv~2(Q+D     A-i(o) 
0  f(Q+V-2)  ...  fr-z{Q+l)     fp-2(Q) 


HWri= 


0  0  Aq+1)         /i(p) 

so  sind  die  Gleichungen 

T^q)        =  0    fttr    v  =  p*-i  —  Qk 
h'v(g)        =  0     „     v  —  Qh-2  —  Qk 

16)  „Ueber    die  Integration   der  linearen   Differentialgleichungen    durch 
Soli«*.    Crelle  J.  Bd.  76. 
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wenn  sie  durch  den  Wert  q  =  Qk  befriedigt  werden,  die  Bedin- 
gungen dafür,  dass  in  dem  zurWurzel  <?k  gehörigen  In- 
tegral der  Differentialgleichung  keine  Logarithmen 
auftreten. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  unsere  Aufgabe,  indem  wir 
einen  der  dort  vorkommenden  Coefficienten  an  gleich  2  setzen  und 
das  entsprechende  ß  und  a  durch  Fortlassen  des  Index  markiren, 
also  die  Differentialgleichung  2.  0. 

*•+  (_!_  +  *_•_)  *•+  (_*_  +  x  _&_).  =  o 

dz*    '    \z  —  a  z  —  an/  dz    '    \z  —  a  '         z  —  ah/ 

ins  Auge  fassen,  ergiebt  leicht,  da  hier  die  Gruppe  nur  aus  den 
beiden  Exponenten 

Po  =  0,    ft  —  — 1 

besteht,  als  einzige  Bedingung  die  Relation 


ß 


a  —  ah 


Das  Summenzeichen  bezieht  sich  auf  alle  a*  mit  Ausnahme  des- 
sen, welches  durch  Fortlassung  des  Index  ausgezeichnet  worden  ist; 
haben  mehrere  Coefficienten  a%  den  Wert  2,  so  gilt  für  jeden  der 
entsprechenden  singulären  Punkte  a  eine  Bedingung  von  der  ange- 
gebenen Form. 

Wir  wollen  demnächst  die  Winkel  der  den  reellen  singulären 
Punkten  «a  in  dem  J-Gebiet  entsprechenden  Ecken  des  durch  den 
Quotienten  zweier  Lösungen  unserer  Differentialgleichung  darstell- 
baren Kreisbogenpolygons  durch  dife  Coefficienten  o*  und  die  beideu 
Exponenten  a  und  ß  ausdrücken  —  die  beiden  letzteren  Buchstaben 
jetzt  wieder  in  dem  zu  Ende  des  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Sinne  gebraucht. 

Für  die  hypergeometrische  Differentialgleichung 

dz2"^  z{z  —  l)  'dz  "^z(z  —  1)W 

werden ,  wenn  man  mit  Schwarz  die  den  singulären  Werten  x  «*  0, 
x  =  od  ,  x  =  1  entsprechenden.  Polygonwinkel  des  ^-Gebietes  durch 
Att,  pH,  vn  bezeichnet,  dieselben  den  absoluten  Beträgen  von 

(1  — y)rc,     (a—  ß)n,    (y-a  —  ß)n 
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gleich  17).    Führt  man  die  Coefficienten  at ,  o2  ein ,  indem  man  den 
Bruch  —    /  -Li) in  Parüalbrüche  zerlegt,  so  wird 

Xn  =»  [1  —  «Jat,     \jlti  =  [«  —  /3]rc,     v%  =  [1  — a2]  » 

(die  eckigen  Klammern  bezeichnen  die  absoluten  Beträge). 

Für  ein  beliebiges  Polygon  mögen  die  den  Punkten  a^ a^...aH 
entsprechenden  Winkel  durch  AjTC,  A2tc  ...  Xnit  und  der  dem  Punkte 
s  «  qd  entsprechende  Winkel  durch  \n  ohne  Index  bezeichnet  wer- 
den. Alsdann  wird,  wie  sich  vermittelst  der  Resultate  des  vorigen 
Paragraphen  leicht  ergiebt: 

Ihn  =*  [1  —  «a]tc,     (h  =  1,  2  ...  n)     und    Arc  «=  [«  — /5]w. 

Um  Alles  beisammen  zu  haben,  was  zur  Beurteilung  des  Zu- 
sammenhanges von  z  und  g  nötig  ist,  bedarf  es  noch  eines  Ausdruckes 
für  das  Differentialverhältniss  d£ :  <&,  welcher  leicht  beschafft  werden 
kann. 

Seien  /  und  g  zwei  von  einander  unabhängige  Particularlösungen 
der  1.  Differentialgleichung  [zwei  Hauptintegrale  mit  ihren  stetigen 
Fortsetzungen],  also 

Af+Bg 
*>-  Cf+Dg 
die  Abbildungsfunction. 

Aus  der  Gleichung 

gf"-fg"+p(gf'-fg')  =  0 

folgt: 

9f'— fg'  —  Consta  -flA)-«'  (z-  a2)-«.  ...  (*  —  0fw)-«w 
und 

rtf  _  (AD-BC)(gf'-fg')  (^0l)-«1(2-,fl2)-«t„,(g-flti)>«w 

«fc-  (C/4-Z&)»  -LOn8t  {Cf+Dtf 

Wir  wollen  jetzt  kurz  nachweisen, 

„dass  zwischen  allen  Punkten  der  Halbebene  des  «-Gebietes  und 
„des  correspondirenden  {-Gebietes  ein  gegenseitig  eindeutiges  Ent- 
„sprechen  stattfindet,  unter  der  Voraussetzung,  dass: 

„a)  in  den  Coefficienten  p  und  q  der  linearen  Differentialgleichng 
„2.  0.  ausser  den  reellen  Punkten  «j,  a2  ...  an  und  oo  keine  singu- 
„lären  Punkte  weiter  vorkommen;" 


17;  Crelle  J.     Bd.  75.  a.  a.  O.  Nr.  3. 
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,,b)  die  absoluten  Beträge 

[l-«Ji    [l-«2]  ...  [1— ««]    und    [«-/?] 
„sämtlich  zwischen  0  und  2  liegen,  nnd  keine  ganzen  Zahlen  sind". 

Der  erste  Teil  der  unter  b)  gemachten  Voraussetzungen  ist  zu 
Anfang  des  §  2.  motivirt  worden  (dass  nämlich  jeder  der  Winkel 
des  Polygons  kleiner  als  2*  sein  soll);  was  aber  den  zweiten  Teil 
anbelangt,  so  würde  die  entgegengesetzte  Annahme,  dass  einer  oder 
einige  jener  absoluten  Beträge  die  Werte  0,  1  oder  2  besitzen ,  sich 
mittels  der  in  diesem  Paragraphen  (und  in  dem  vorigen)  angegebenen 
Hilfsmittel  erledigen  lassen,  aber  hier  den  Gang  der  allgemeinen  Be- 
trachtungen unterbrechen ;  übrigens  gehört  ihre  Untersuchung  mit  der 
ganz  analogen  der  Adjungirung  complexer  singulärer  Punkte  zu- 
sammen, welche  den  Gegenstand  des  nächstfolgenden  Paragraphen 
bilden  soll. 

Da  die  Functionen  /  und  g  als  Lösungen  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung unter  der  Voraussetzung  a)  ausser  den  am  Rande 
der  Halbebene  gelegenen  Punkten  z  =  a^  a2  ...  an  und  oo  keine 
weiteren  singulären  Punkte  besitzen,  so  ist  die  aus  ihnen  auf  ratio- 
nale Weise  zusammengesetzte  Function  £  an  jeder  Stelle  im  In- 
nern des  «-Gebietes  nach  ganzen  Potenzen  des  Increments  von  z 
entwickelbar.  Damit  aber  von  z,  als  Function  von  £  betrachtet,  ein 
Gleiches  gelte,  ist  nachzuweisen,  dass  das  Innere  des  «-Gebietes  keine 
sogenannten  Brennpunkte 18)  enthält,  für  welche  das  Gesetz  der  Con- 
formität  eine  Ausnahme  erleidet.  Wenn  unter  denjenigen  Punkten  «, 
für  welche  £  endlich  bleibt,  ein  Brennpunkt  vorhanden  wäre,   so 

dt 

müssto  für  ihn  -r  verschwinden ;  dass  Letzeres  ausser  den  singulären 

Punkten  aL  . . .  o«  für  keinen  Punkt  des  «-Gebietes  statthaben  kann, 

dt 
lehrt  der  für  -r  gegebene  Ausdruck. 

Es  bleibt  noch  übrig,  diejenigen  Punkte  *  =  />  zu  untersuchen, 

für  welche  etwa  £  unendlich  wird.    Entwickeln  wir  in  diesem  Falle  £ 

in  der  Umgebung  von  «  «=*  p  nach  Potenzen   des  Increments  8 ,  so 

wird 

y  (Af(p)  +  Bg(p))  +  ö(Af'{p)  +  Bg'(p))+... 

Q~  t(Cf'{p)  +  Dg'(p))  +  iö*(Cf"(p)  +  Dg"(p))+  ...' 


18)  Der  Ausdruck   rührt    von   Siebeck   her.    cf.    „Uebor    die  graphische 
Darstellung  imaginärer  Functionen",  Crelle  J.  Bd.  55. 
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Soll  8  nicht  nach  ganzen  Potenzen  von  z  entwickelbar  sein,  so 
mnss  ausser  der  GleichuDg 

Cf(p)  +  Dg(p)-0 
noch  die  Gleichung 

Cf'(p)  +  Dg'(P)  =  0 
bestehen,  woraus 

f(p)    giv) 

f'(p)    g'(P) 
folgen  würde. 

Dass  kann  wiederum  nicht  sein,  weil  der  für  gf — fg  angegebene 
Ausdruck  dem  widerstreitet. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  £  im  Innern  des  »-Gebietes  keinerlei 
Brennpunkte  haben  kann,  und  die  Functionen  z  und  (  entsprechen 
sich  daher  innerhalb  der  beiden  abgegrenzten  Gebiete  gegenseitig 
eindeutig-,  woraus  zugleich  folgt,  dass,  wenn  f  überhaupt  im  Innern 
der  betrachteten  Halbebene  unendlich  wird,  dieses  nur  in  einem 
Punkte  derselben  geschehen  kann.  Durch  passende  Wahl  der  arbi- 
trären Constanten  C:D  kann  man  Letzteres  immer  entweder  er- 
reichen oder  vermeiden;  im  einem  Falle  wird  das  Aeussere, 
im  andern  das  Innere  eines  Ereisbogenpolygons  auf  die 
unendliche  Halbebene  conform  abgebildet. 


§6. 

Nachdem  zuletzt  die  im  wesentlichen  stattfindende  Identität  der 
auf  die  Abbildung  des  Innern  und  des  Aeussern  eines  Kreisbogen- 
polygons bezüglichen  Aufgaben  nachgewiesen  worden  ist,  schlagen 
wir  einen  andern  zu  demselben  Resultate  führenden  Weg  ein,  indem 
wir  zeigen  werden,  dass  die  zu  Anfang  des  §  3.  besprochene  Chri- 
stoffel'sche  Methode,  wenn  man  sie  auf  Kreisbogenpolygone  ausdehnt, 
zu  keiner  wesentlich  neuen  Abbildungsfunction  führt. 

Es  sei  verstattet,  zunächst  ein  möglichst  einfaches  Beispiel  in 
Betracht  zu  ziehen. 

Die  Differentialgleichung 

dz*  +  7  d*  ~  ° 
ist  jedenfalls  die  einfachste  der  unter  der  allgemeinen  Form 
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enthaltenen. 

Ihre  Integrale  a  —  Const  unti  ca  *=  *i-«i  führen  anf  die  Ab- 
bildungsfunction 

A  +  Bf—i 

welche  die  Abbildung  der  Halbebene  auf  einer  Sichel  liefert19). 

Wir  beabsichtigen  jetzt  dieselbe  Aufgabe  vermittelst  einer 
Differentialgleichung  zu  lösen,  welche  ausser  den  singulären  Punkten 
0  und  ao  noch  zwei  (näher  zu  bestimmende)  complexe  singulare 
Punkte 

a  =»  &+#,     h  =■  k  —ü 

besitzt.  Der  Zähler  des  einen  der  beiden  auf  diese  Weise  in  der 
Function  p  hinzutretenden  Partialbrüche  werde  für  den  Augenblick 
durch  an  bezeichnet,  so  wird  das  zweite  Hauptintegral  dieses  Punktes 
a  nach  §  3.  wie  (s  —  a)1-«*  unstetig  sein  müssen,  und  da  diese  Un- 
stetigkeit  in  keinem  der  beiden  Gebiete  eine  Verzweigung  veranlassen 
darf  —  denn  a  liegt  ausserhalb  des  Reellen  und  kann  daher  nicht 
ohne  Modification  der  Aufgabe  mit  in  die  Begrenzung  hineingezogen 
werden  —  so  bleiben  für  1  — <**  nur  die  drei  Werte  1,  0  und  —1 
zu  discutiren.  Der  Wert  <**  =  0  hat  keine  Bedeutung,  und  der  Wert 
ah  =  1  ist  auszuschliessen ,  weil  für  ihn  die  beiden  Wurzeln  der 
determinirenden  Fundamentalgleichung  einander  gleich  werden,  und 
daher  einem  Satze  von  Fuchs  zufolge  die  Logarithmen  in  dem  System 
der  Hauptintegrale  nicht  zu  vermeiden  sein  würden20). 

Also  muss 

«*-  2 
gesetzt  werden. 

Die  Punkte  a,  b  müssen  notwendigerweise  conjugirt  imaginär 
sein,  weil  nur  so  die  Realität  der  Function  F(z)  auf  der  *-Axe  ge- 
wahrt bleiben  kann. 

Demnach  ist 

«t,  ^  2_ 

P        z~"T~  z-(Jc  +  ü)^  z  —  (&  —  U) 


19)  Kirchhoff,  Mechanik  pag.  287. 

20)  Crellc  J.  Bd.  68.  p.  367« 
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zu  setzen,  wozu  dann  noch  nach  §  4.  zur  Vermeidung  der  Logarith- 
men die  Relationen 

«i  2 

cft  2 

fc  —  «+  Jb  —  tZ  —  (ik  +  sZ^  ""  ^8 

hinzuzufügen  sind. 

Die  Differentialgleichung  möge  anf  die  Gauss'sche  Form 

<**»  (g+jH-l^-H-...     dm.  «ftg»-2+.-  ^ 

<fe*  "•"  («—«!)(«— oj)...  (*— a»)  <fc     '    (*— OjXah-a*) . .  (*— an)W  * 

gebracht,  a'so  die  Constanten  o  und  ß  durch  die  Relationen 

£ah  —  l  «=■  «-f-0,    ^/Jaöa  —  aß 

eingeführt  werden. 

Dieselben  nehmen  mit  Hilfe  der  andern  Relationen  die  Gestalt 
an  ■ 

3  +  ff,  =  tt  +  0    und    (« -2)(0  — 2)  =  0. 

so  dass  also  die  eine  der  beiden  Grössen  a,  ß  gleich  2  sein  muss. 
Aach  folgt  noch,  dass 

was  schon  eine  gute  Bestätigung  für  die  Richtigkeit  der  Lösung  ist ; 
denn  die  absoluten  Werte  von  (o — ß)n  und  (1  — <*i)»r  sind  die  beiden 
Winkel  der  Sichel,  welche  einander  gleich  sein  müssen. 

Möge  a  =  2+A,  0  =  2  gesetzt,  also  a  —  ß  =  l  als  Parameter 

(für  den  Winkel)  eingeführt  werden;  ferner  werde  -7==  —  *,  und 

z"/&*-f-**  Ä*r  *  gesetzt.  Alsdann  nimmt,  wie  man  leicht  sieht,  die 
Differentialgleichung  die  Gestalt  an: 

<£«      (5+*)*'  -  2*(3+A)*4-  (1+1)  dw      2(24-A)g-2x(l+A) 

«&*  -r  *(**-2Ä;*+l)  dz  +      *(**— 2x«+l)      w  ™"  °* 

Diese  Differentialgleichung  besitzt  die  Particularlösungen 

1  ,  *-* 

und 


1-2**+*'     uuu     1-2**+**' 


Digitized  by 


Google 


30  Santo:  Die  Abbildung  de»  Aeussern  eines 

man  findet  dieselben,  indem  man  auf  die  bekannte  Weise  —  nämlich 
unter  Anwendung  der  Methode  der  unbestimmten  Coefficienten  — 
die  beiden  Hauptintegrale  in  der  Umgebung  des  Punktes  z  =  od  in 
der  Form  von  Potenzreihen  aufzustellen  unternimmt.  Dabei  zeigt 
sich,  dass  dieselben  einen  gemeinschaftlichen  Factor  besitzen,  welcher 
letztere  sich  als  eine  recurrente  Reihe  erweist  und  daher  leicht  sum- 
mirt  werden  kann. 

Die  mit  Hilfe   dieser  beiden  Integrale  construirte  Abbildungs- 

fnnction 

A+Bz-* 

C+Dz- 


Z—   /fJL.  IV.-A 


ist  in  der  Tat  mit  der  auf  dem  ersten,  einfacheren  Wege  gefundenen 

A+Bzi—i 

identisch. 

Wir  wollen  jetzt  das  Entsprechende  für  das  allgemeine  Problem 
machen,  also  für  die  Differentialgleichung 

cPm  ,       dto  ,  _ 

mit  den  w  +  1  singulären  Punkten   a^  <zg  ...  an   und  oo,   denen  wir 
noch  die  beiden  complexen  singulären  Punkte 

adjungiren. 

Es  wird  demnach 

1        z  -  a   *    z  —  b   *        z — ah 

*        * — a  ■    z — b   ■       «—  ak 
ßn+l  +  ßn+2  +  2ßh  =  0, 

und  ausserdem  nach  §  4.,  zur  Vermeidung  der  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten 

zu  setzen  sein. 
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Diese  Differentialgleichung  wollen  wir  auf  eine  andere  zurück« 
führen,  welche  nur  die  singulären  Punkte  a„  ^...an  und  <x>  enthält. 

Die  Parameter  <*',  ...  er'«,  ß\  ...  ß'n  dieser  letzteren  müssen 
also  zufolge  des  am  Schlüsse  des  §  2.  angegebenen  allgemeinen  Trans- 
formationsresultats so  bestimmt  werden,  dass  der  Ausdruck 

*-v-t 

für  beide  Differentialgleichungen  denselben  Wert  behält.    Ausserdem 
mnss 

Sß'k  -  0 
sein. 

In  §  3.  wurde  gefunden,  dass,  wenn  p,  q  von  der  Form 

r  z-af    *  (a  —  ah)*  3-<w»         r 

Sind, 

0        *i      dp        ^ßkh-W+n  ,     *.2ßh-«kBh 

ah  —  Oi*    '"    *   an  ~fl*-i    'a*  —  <%+i    '    '*"   *    an  —  an 

wird.    Die  Anwendung  auf  die  hier  mit  einander  zu  vergleichenden 
beiden  Differentialgleichungen 

tPw  ,   /    2       ,       2      ,    „    Uh  \  d& 


und 


4-(    2      I      2      IS    "*  ^~ 
*~\*  —  a   ■""  *  —  Ä   *"       * — ah)  dz 

«fe8    *"  \     z—ah)  dz     '   V     z—ah)     ~~ 
liefert  sofort  die  Relationen 

—  i«**  +  «*  -  —  f»'*»  +  «'A, 


wonn 

ö*  —  aA   '  '    öA—aA-i   '    a*— a*+i  •  *    ah  —  an 
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tt*-l        ,        « A+l 


B'k=  l       4-...  +  -^^ !-  -^=K-  +  .   .+      "»     . 

flfo  —  aj    •  '    a*  —  a*-i   '    a*— aA.fi    '  '   aA— a» 

Die  b eiden  ersten  zeigen  sich  als  identisch  mit  den- 
jenigen, welche  als  Bedingung  dafür,  dass  die  Inte- 
grale von  Logarithmen  frei  sind,  vorhin  gefunden 
wurden,  und  aus  den  übrigen  können  die  gestrichenen  o  und  ß 
durch  die  ungestrichenen  ausgedrückt  werden. 

Aus  den  Gleichungen 

— £a*/i+ «a  =»  —  ia'*2-f-«'A 

folgt,  dass  entweder  </a  =  a/,,  oder  <*'a  =»  2  —  «a  sein  muss. 

Die  Relationen  zwischen  den  ßu  und  ß'h  ergeben: 


r     '        \a—ah   '    h—ah/    *  z 


«a#a). 


Damit  ist  die  Ausführbarkeit  der  Reduction  der  Differentialgleichung, 
von  welcher  wir  ausgingen  auf  eine  Differentialgleichung  mit  den- 
selben reellen  und  ohne  die  imaginären  singulären  Punkte  gezeigt, 
und  sie  ist,  da  jedes  der  «'/♦  entweder  gleich  «a  oder  gleich  2—  ah 
gesetzt  werden  darf,  auf  2n  verschiedene  Arten  ausführbar. 

Die  Integrale  der  beiden  Differentialgleichungen   müssen  durch 
eine  Relation 

w  =»  U.W 

mit  einander  verbunden  sein,  und  man  findet  leicht,  dass  es  diese  ist: 

V(«  — a1)«'*-«t(«-a1)«W«  ...  (s-fln)«7^ 
W (*-*)"  +  ?  '"' 

Am  einfachsten  ist  es,  die  sämtlichen  gestrichenen  a  den  unge- 
strichenen gleich  zu  machen.    Auf  diese  Weise  wird: 


09  = 


(z-k)*+l*' 


ß  h  =  ßk+ak.Ch--—-p.       £«h.  ___  +ift  _  0. 

Führt  man  noch  die  Gauss'schen  Buchstaben  a  und  (5,  die  cha- 
rakteristischen Exponenten  der  zum  Punkte  Unendlich  gehörigen 
Hauptintegrale  ein,  indem  man  die  der  zweiten  Differentialgleichung 
entsprechenden  von  denen,  welche  zur  ersten  gehören,  durch  einen 
Strich  unterscheidet,  so  bestehen  zwischen  diesen  und  den  «a,  oj'a  die 
folgenden  beiden  bemerkenswerten  allgemeinen  Gleichungen: 
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a>+ß'-(a  +  ß)  =  -4:+2(«'h-ak) 

a'ß'— «0  -  —  2-22?aA+iS(aV*  —  cw*); 

hierin  bezieht  sich  das  Summenzeichen  S  auf  alle  möglichen  Com- 
binationen  der  Indices  zu  je  zweien  (ohne  Wiederholungen). 

Für   den  Torhin  betrachteten  einfachsten  Fjdl  (<*'a  —  ah)  wird 
hiernach: 

«'£'—  «0  =  —  2— 2£ah, 

woraus  sich  mit  Berücksichtigung  der  Beziehung 

£a  «2;«'=  «'+£'+ 1 
leicht  ergiebt,  dass 

<*'£'-(*- 2)0- 2),    «'-f/J'-(«-2)-K0-2) 

wird,  so  dass  also  in  diesem  Falle 

«'««—  2,    £'«=0-2 
zu  setzen  ist 

Betrachten  wir  noch  einen  Augenblick  den  nächst  einfachen  Fall 
dass  a'k  =»  2— a*  gesetzt  wird  für  A  —  1,  2  ...n.   Man  findet  dann: 

«'+0'+«+j3~2(n+l) 

und,  wie  sich  auch  von  selbst  versteht: 

(«'-0')» -(«-«», 

woraus  folgt,  dass  <x',  0'  die  Werte 

»+1 —  «,     n-f-1  —  0 
annehmen.    Die  Relation  zwischen  w  und  «?  wird: 

(a  —  a,)1-«*^— a2)l-a»  ...  (z—an)l~«n 

§7. 

Dass  die  von  uns  in  dem  vorigen  Paragraphen  gegebene  Ana- 
lysis  in  der  Tat  die  wahre  Analogie  der  Christofferschen  ist,  kann 
noch  durch  die  Herleitung  der  Abbildungsfunction  des  AeussenT  eines 
geradlinigen  Polygons  aus  unsern  Formeln  illustrirt  werden. 

Setzen  wir  nämlich  die  Grössen  ßl9  ß2  ...  ß, ,  ßn+i,  ßn\2  sämt- 
lich gleich  Null,  so  haben  wir  denjenigen  Specialfall  unserer  Diffe- 
rentialgleichung, welcher  auf  die  genannte  Function  hinführen  muss. 

▲ick.  d.  Hrik.  n.  Phjs.    2.  Reihe,  Teü  in.  3 
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In  der  Tat  sind  damit  zwei  Bedingungen  festgesetzt,  welchen  die 
Punkte  a  =  k+ü,  h  «-  k  —  ü  gehorchen  müssen,  die  Gleichungen: 

2  «/, 


0- 


2       ,     „      o* 


ä  —  a  '        6  —  ah 
Dieselben  nehmen  durch  Addition  und  Subtraction  die  Gestalt  an: 

Die  Punkte  fc+#  und  fc— -tf  sind  somit  durch  die  gebenen  Para- 
meter at  . , .  a»  und  a,  ...  <**  vollständig  bestimmt,  wie  es  sein  muss. 
Ferner  coincidiren  unsere  Gleichungen  mit  der  in  §  3.  aufgestellten 
Christofferschen  Bedingung : 


«4-f-tö — au        Bi' 

setzt  man  nämlich  mit  Einführung  unserer  Bezeichnung  A  =  k,B=l 
und  separirt  das  Reelle  von  dem  Imaginären,  so  wird: 

„(h-l)(k-ah)  tf»-l)P 

Um  diese  Gleichungen  mit  den  unsrigen  7u  identificiren,  ist  es 
nur  nötig,  für  jedes  h 

«a  =  1  —  A* 
zu  setzen. 

Wir  ziehen  aus  der  soeben  angestellten  Betrachtung  den  Schluss, 
dass  die  Christoffel'sche  Abbildungsfunction  durch  die 
Lösungen  bestimmter  linearer  Differentialgleichungen 
2.  0.  mit  den  singulären  Punkten  o,,  a%  ...  a«  auf  lineare 
Weise  ausdückbar  sein  muss.  Und  zwar  werden  die  Para- 
meter dieser  Differentialgleichung  zufolge  §  5.  im  allgemeinen  auf 
2n  verschiedene  Arten  wählbar  sein. 

So  wird  insbesondere  die  Abbildungsfunction  des  Aeussern  eines 
geradlinigen  Dreiecks  mit  den  singulären  Punkten  0,  1,  od  durch 
Lösungen  gewisser  hypergeometrischer  Differentialgleichungen,  also 
vermittelst  der  Gauss'schen  Function  F,  darstellbar  sein.  Wir  wollen 
bei  diesem  Punkte  noch  einen  Augenblick  verweilen. 

Die  Winkel  Are,  p»,  vn  eines  durch  die  Lösungen  der  hyper- 
geometrischen Differentialgleichung 
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d*u      (q-fft  +  l)»— yd»  aß 

dz*'*'         *(*~1)  A  "■"»(*  -1)""U 

abbildbaren  Dreiecks  müssen,  wenn  dasselbe  ein  geradliniges  und 
sie  die  äusseren  Winkel  desselben  sein  sollen,  zusammengenom- 
men 10  Rechte  betragen,  so  dass  also 

gesetzt  werden  mus8,  worin  bekanntlich 

Die  Berücksichtigung  der  verschiedenen  möglieben  Zeichencom- 
binationen  der  Werte  von  1-y,  a  -0,  y—a—ß  liefert  die  folgenden 
2*  =  8  möglichen  Fälle: 

I.  0  =  -2,     A-l-y,    f*-2+«,    v«2+y-a 

ü.  0-3,    A  — y_l,     ^  =  3-«,    v  =  3+a-y 

ni.  £-y  +  2,    A-l-y,    /*  -  2+y-a.    v  =  2+« 

IV.  j8  =  y— 3,    A  —  y—1,    p  —  3+a  —  y,     v  —  3  —  a 

und  die  vier  andern,  durch  Vertauschung  von  «  und  ß  aus  diesen 
hervorgehenden. 

Wir  beschränken  uns  hier  auf  die  Betrachtung  des  Falles  I. 
Die  bjpergeometri8che  Beihe 

**(<*,  ft  y,  *)  -  1+  yH y(y-fi) — *  +  —' 

welche  das  eine  Hauptintegral  des  singulären  Punktes  %  =-  0  liefert, 
bricht  in  diesem  Falle  ab,  und  wir  erhalten  die  Particularlösung: 

Zwischen  ihr  und  der  zweiten  Particularlösung  besteht  aber  nach 
einer  schon  in  §  3.  benutzten  Formel  der  Zusammenhang 


setzt  man  hierin 
so  folgt: 


'?-/$>-»■; 


(«-l),-y 
P=      -(— 1)     ' 
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3 
f 


C     g-y(» — i)1-«+y .  dz 


welches  die  Christoffel'sche  Abbildungsfanction  ist. 


§8. 

Da,  wie  wir  gesehen  haben,  die  Differentialgleichungen,  durch 
deren  Lösungen  die  Abbildungsfanction  für  das  Innere  und  für  das 
Aeussere  eines  Kreisbogenpolygons  hergestellt  wird,  dieselbo  Form 
haben ,  und  sich  nur  durch  die  Werte  der  Parameter  von  einander 
unterscheiden,  so  kann  man  sich  die  Aufgabe  stellen: 

Wenn  eine  bestimmte,  den  allgemeinen  Bedingungen  des  Ab- 
bildungsproblems entsprechende  Differentialgleichung 

cPtt)  .      den  ,  _ 

gegeben  vorliegt,  die  Parameter  deijenigen  der  ersten  der  Form 
nach  gleichen  Differentialgleichung  zu  finden,  welche  das  Aeussere 
eines  derjenigen  Polygone  abzubilden  vormag,  deren  Inneres  ver- 
mittelst der  zuerst  genannten  Differentialgleichung  darstellbar  ist. 

Die  Lösuug  diesor  Aufgabe  ist  für  den  besondern  Fall,  dass  wir 
es  nur  mit  Dreiecken  und  mit  der  hypergeometrischen  Differential- 
gleichung zu  tun  haben,  sehr  leicht;  man  hat  eben  nur  nötig,  an  die 
Stelle  der  zuerst  gedachten  Winkel  die  äusseren  Winkel  zu 
setzen,  so  dass  also 

2— A,    2  -p,    2  —  v    für    A,  p,  v  zu  schreiben  ist. 

Zwischen  den  Gauss'schen  Parametern  «,  0,  y  und  <x',  ß\  y'  der 
beiden  hypergeometrischen  Differentialgleichungen  bestehen  also  die 
Beziehungen 

[i    v]+[i-y']  =  2,    [«-fl+l«'-  /»']  -  2, 
O-«-£l+(y-«'-0']  =  2, 

ebenso  viele  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  als  unbekannte 
Grössen  vorhanden  sind,  so  dass  also  die  letztern  aus  ihnen  —  und 
zwar  auf  mehrdeutige  Weise  —  bestimmt  werden  können. 

Hier  war  »  =  2 ;  wenn  aber  n  >  2  ist,  so  kommt  es,  wie  schon 
in  der  Einleitung  erwähnt  worden  ist,  vor  allen  Dingen  darauf  an, 
zu  den  n-f  1  Parametern  lu  Xa  ...  An  und  A,  den  (in Vielfachen  von 
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*  ausgedrückten)  Winkeln  des  Polygons  noch  «  -2  Functionen  xu 
34  . . .  x*-2  der  Eckpunkte  ^,  ps  ...  g»  nnd  poo  zn  finden ,  welche 
von  den  X  und  von  einander  unabhängig  sind  und  ausserdem  die 
charakteristische  Eigenschaft  besitzen,  ihren  Wert  nicht  zu  än- 
dern, wenn  man  die  ot  ...  poo  simultan  durch  eine  beliebige  lineare 
Substitution 

Ag  +  B 


f- 


<*  +  /> 


transformirt  Denn  nur  solche  können,  da  sie  von  den  willkürlichen 
Constanten  der  Integration  unabhängig  sind,  zu  den  Parametern  der 
Differentialgleichung  in  einer  festen  Beziehung  stehen. 

Die  Doppelverhältnisse 

fc-l  —  tn   'U-l  — foo 

besitzen  diese  Eigenschaft81).  Man  könnte  natürlich  auch  n— 2  von 
einander  unabhängige  Functionen  dieser  Doppelverhältnisse  als 
Parameter  einführen;  noch  andere  Wahl  aber  giebt  es  nicht;  was 
aus  der  unten  stehenden  Anmerkung  erhellt 

Nimmt  man  zu  den  genannten  n  —  2  Doppelverhältnissen  noch 
irgend  ein  anderes  dem  nämlichen  Punktsystem  angehöriges  Doppel- 
verhältniss  hinzu,  so  verschwindet  die  Functionsdeterminante  dieser 
Gruppe  von  Functionen  identisch,  so  dass  also  jedes  andere  Doppel- 
verhältniss  mit  den  n  — 2  zuerstgenannten  durch  eine  Relation 
verbunden  ist 


91)  Man  wird  auf  das  Doppel  rerhaltniss  von  selbst  hingeführt,  wenn  man 
ganz  allgemein  ein  System  von  Punkten  xl9  x2  ...  xn   durch  die    auf  alle 

bezügliche  Snbstitntion 

Ax+B 

*""  Cx  +  D 

transformirt  und  Functionen  F  von  der  Eigenschaft  sucht,  dass 

bleibt.  Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  dann  alsbald,  dass  F  den  drei 
simultanen  partiellen  Differentialgleichungen 

gehorchen  muss.  Dieselben  sind  für  »^3  mit  einander  vereinbar,  und 
man  erhalt  als  allgemeine  Lösnng  eine  willkürliche  Function  der 
Doppel  Verhältnisse. 
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Das  Doppelverhäitniss  %*  kann  stets  auf  eindeutige  Weise  be- 
stimmt werden,  sobald  die  gegebene  Differentialgleichung 

d*o  .      da  . 

vollständig  integrirt  ist  Seien  nämlich  f{z)  und  g(z)  irgend  zwei 
Hauptintegrale  mit  ihren  stetigen  Fortsetzungen  [dass  man  dieselben 
für  jeden  Punkt  im  Innern  des  festgesetzten  Gebietes  anzugeben  ver- 
mag, gehört  zum  Begriff  der  vollständigen  Integration] ,  so  giebt  die 
Function 

für  die  Argumentenwerte  z  =  au  o,  ...  o»  und  od  das  Punktsystem 
£i,  £»  ...  J»i  £»*  woraus  man  alsdann  die  »  bildet.  Dabei  wird 
man  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  stets  zu  denselben  Werten 
für  die  x  gelangen,  von  welchen  zwei  unabhängigen  Particularlösungen 
man  auch  ausgehen  mag;  so  dass  also  die  x  als  Functionen  der  Pa- 
rameter der  Differentialgleichung  und  ganz  unabhängig  von 
den  Constanten  der  Integration  gefunden  werden. 

Wir  wollen  hier  den  schon  in  der  Einleitung  angedeuteten  Unter- 
schied', welcher  bei  der  Einführung  der  Polygonwinkel  und  Doppel- 
Verhältnisse  als  invarianter  Parameter  in  unser  Problem  gemacht 
werden  muss,  je  nachdem  das  abzubildende  Polygon  von  ungerader 
oder  von  gerader  Seitenanzahl  ist,  näher  erörtern,  und  beweisen  zu- 
nächst den  Satz: 

Bei  einem  Kreisbogenpolygon  von  ungerader  Seitenanzabl  sind 
die  Winkel  völlig  unabhängig  von  den  Ecken.  Man  kann  nämlich, 
wenn  die  Ecken  gegeben  sind,  dem  Polygon  ganz  beliebige 
Winkel  geben. 

Sei  beispielsweise  n  =»  5,  und  Au  At ...  Ab  die  gegebenen  Ecken 
des  Polygons.    Die  vorgeschriebenen  Winkel  seien  Aj,  A,  ...  A6. 

Man  verbinde  (Fig.  1.)  As  mit  At  durch  einen  beliebigen 
Kreisbogen  A&AAt  und  trage  an  ihn  im  Punkte  At  den  gegebenen 
Winkel  A,  au,  so  wird  dadurch  der  Kreisbogen  A1Ai  bestimmt; 
ebenso  bestimmt  dann  der  Winkel  A,  den  Kreisbogen  AtAz,  A3  den 
Bogen  A3AA  und  A4  den  Bogen  AAAb,  wodurch  in  dem  Punkte  A& 
ein  Winkel  u  entsteht,  welcher  im  allgemeinen  von  dem  vorgeschrie- 
benen Winkel  A5  verschieden  sein  wird.  Wir  wollen  jetzt  den 
Bogen  AbAl  sich  ändern  lassen,  so  dass  die  neue  Lage  mit  der 
alten  den  Winkel  ö  bildet;  man  kann  dann  auch  die  andern  Bögen 
Ai  As,  A%  i43,  A$AAt  AAAb  so  ändern,  dass  die  Winkel  At,  A>,  AÄ  A^ 
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unverändert  bleiben.  Was  aber  den  letzten  Winkel,  den  Winkel  u 
anbetrifft,  so  ändert  er  sich  um  2<J,  wenn  6  den  Winkel  bezeichnet, 
welchen  an  jeder  Ecke  die  neuen  Bögen  mit  den  alten  bilden. 

Man  kann  nun  d  so  bestimmen,  dass 

t*~2<J  =  il5 
wird,  also 

machen. 

So  gelangt  man  vermittelst  einer  Art  regula  falsi  zu  der  überaus 
einfachen  Lösung  der  geometrischen  Aufgabe :  Ein  Kreisbogenpolygon 
von  2m-f-l  Ecken  zu  construiren,  dessen  Ecken  und  Winkel  ge- 
geben sind. 

Man  kann  hieraus  mit  Sicherheit  den  Schluss  ziehen:  Winkel 
und  Doppelverhäljnisse  eines  Kreisbogenpolygons  von  ungerader 
Seitenanzahl  sind  von  einander  völlig  unabhängig. 

Macht  man  jetzt  dieselbe  Construction  für  ein  Polygon  von  ge- 
rader Seitenanzahl,  zum  Beispiel  für  ein  Viereck  (Fig.  2.),  so  zeigt 
sich  der  Unterschied,  dass  bei  der  Aenderung  der  Bögen  hier  der 
Winkel  u  in  u  - -6-\-d  übergeht,  also  unverändert  bleibt. 

Man  kann  also  hier  dem  letzten  Winkel  nicht  durch  die  mehr, 
erwähnte  Aenderang  der  Bögen  A^At  u.  s.  w  eine  beliebig  vorge- 
schriebene Grösse  erteilen;  vielmehr  ist  er  durch  die  Angabe  der 
Ecken  und  der  andern  Winkel  von  selbst  mit  bestimmt. 

Also  darf  für  Polygone  von  gerader  Seitonanzahl  auch  nicht  die 
völlige  Unabhängigkeit  der  Winkel  und  Doppelverhältnisse  behauptet 
werden;  und  es  lässt  sich  vermittelst  der  Wedekind'schen  Darstel- 
lung des  Doppelverbältnisses  durch  zwei  Winkel  beweisen,  dass  sie 
wirklich  nicht  von  einander  unabhängig  sind. 

Seien  q17  p9,  <&,  ?4  vier  complexe  Punkte  der  {-Ebene,  so  lässt 
sich  das  Doppelverhältuiss 

(1234)      £»-£,*£,-£. 

nach  Wedekind  folgendermassen  durch  Winkel  ausdrücken.  Man 
verlege  zunächst  durch  eine  passende  lineare  Transformation  den 
Punkt  f4  in  die  Unendlichkeit,  so  verwandelt  sich  das  System  der 
drei  Kreise,  welche  respective  durch  die  Punkte  124,  134,  234  hin- 
durchgehen, in  ein  System  dreier  Geraden,  welche  ein  Dreieck  bilden. 
Wählt  man  den   Mittelpunkt    des   diesem  Dreieck  umschriebenen 
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Kreises  zum  Nullpunkt  der  Zahlenebene  und  bezeichnet  den  Radius 
des  zuletzt  genannten  Kreises  durch  r,  die  Abweichung  der  Punkte 
1,  2,  3  von  der  Axe  des  Reellen  respective  durch  <*„  «§,  «s,  so  wird 
das  Doppelverhältniss 

(123oo)-7-^ry/-8- 


Bm       2 


Die  hierin  auftretenden  Winkeldifferenzen  -^-x — *  u.  s.  w.  sind  mit 
den  Winkeln  des  Dreiecks  identisch,  und  es  wird: 

<•»«-£&§!•'"" 

durch  /,  II,  III  die  Seiten  des  Dreiecks  bezeichnet. 

Die  Winkel  sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Drehungs- 
sinn dein  Sinne  der  Drehung  in  der  Gauss'schen  Interpretation  des 
Imaginären  gleich  oder  entgegengesetzt  ist 

Geht  man  zur  ursprünglichen  Lage  der  vier  Punkte  zurück  und 
bezeichnet  durch  ikl  nicht  nur  den  durch  die  Punkte  fc  £*,  ß  ge- 
legten Kreis,  sondern  auch  die  Richtung,  in  welcher  er  durchlaufen 
wird,  so  ist  der  Wert  des  Doppelverhältnisses  unzweideutig  durch 
die  Formel  gegeben: 

rt234)  _  sin(412,  423) 

Uiffi,4;       sin(42l,  413)'^  >' 

Auch  hierin  treten  nur  Grössen  auf,  welche  ihrem  absoluten 
Wert  nach  den  Winkeln  eines  Dreiecks  gleich  sind:  des  Kreisbogen- 
dreiecks 123,  dessen  Kreise  sämtlich  auch  durch  den  Punkt  4  hin- 
durchgehen. 

Diese  Winkel  sind  an  die  Relation  gebunden,  dass  ihre  Summe 
zwei  Rechte  betragen  muss,  so  dass  also  der  Wedekind'sche  Satz 
lautet: 

„Das  Doppelverhältniss  (1234)  hängt  nur  von  den  Winkeln  des- 
jenigen Kreisbogendreiecks  123  ab,  dessen  Seiten  ausserdem  sämt- 
lich durch  den  Punkt  4  hindurchgehen,  also,  da  die  Summe  der 
»,Winkel  dieses  Dreiecks  n  beträgt,  nur  von  zwei  unabhängigen  Win- 
keln". ';. 

Wir  sind  jetzt  im  Besitz  der  Mittel,  zu  entscheiden,  vpas  dazu 
gehört,  dass  ein  Kreisbogenpolygon  im  Sinne  der  Abbildungjstheorie 
der  Kreisbogenpolygone  vollständig  gegeben  sei.  j 

i 
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Betrachten  wir  das  Kreisbogen  Viereck  A1A2ASA4  (Fig.  3a),  von 
welchem  die  vier  Winkel  Ax,  As,  A8,  A4  gegeben  sein  mögen.  Dann 
ist  zur  Bestimmung  des  Doppelverhältnisses  (1234)  noch  dieEennt- 
niss  der  Winkel  des  (punktirten)  Kreisbogendreiecks  123  erforderlich. 

Es  handelt  sich  also  nm  die  Entscheidung  der  geometrischen 
Frage:  Können  zur  Herstellung  der  so  eben  charakterisirten  Figur 
die  vier  Eckwinkel  A^  A,,  A8,  A4  und  ausserdem  noch  zwei  Winkel 
des  punktirten  Kreisbogendreiecks  AjA^Aj  beliebig  gegeben  werden? 
—  Zur  Vereinfachung  darf  wieder  die  eine  Ecke  AA  in  die  Unend- 
lichkeit verlegt  werden,  indem  durch  diese  Transformation  sämtliche 
Winkel,  auf  welche  es  hier  ankommt,  unverändert  bleiben.  Auf 
diese  Weise  werden  die  Seiten  des  das  Doppelvcrhältniss  cbarakteri- 
sirenden  Dreiecks  A1AtAs  und  die  Polygonseiten  AlA1  und  A4A2 
gerade  Linien,  so  dass  die  Figur  die  Gestalt  Fig.  3b  annimmt. 

Die  von  At  und  A2  auslaufenden  beiden  Linien,  als  Kreisbögen 
aufgefasst,  schneiden  sich  allerdings  erst  in  der  Unendlichkeit  in  dem 
Punkte  A4;  der  Winkel  A4,  unter  welchem  sie  sich  dort  schneiden, 
kommt  aber  zu  Stande,  wenn  man  sie  nach  der  entgegengesetzten 
Seite  bis  zum  Schnitt  verlängert.  Ihr  Schnittpunkt  sei  £,  so  handelt 
es  sich  jetzt  darum: 

Gegeben  sei  das  rechtwinklige  Dreieck  A1ASA3\  man  soll  die 
Kreisbögen  A1AZ  und  A%AS  construiren,  so  dass  der  von  ihnen 
bei  As  eingeschlossene  Winkel  eine  gegebene  Grösse  hat,  und  ausser- 
dem, wenn  man  an  diese  Kreisbögen  in  ihren  andern  Endpunkten, 
bei  At  und  At,  ebenfalls  unter  gegebenen  Winkeln,  gerade  Linien 
anträgt  und  dieselben  bis  zum  Schnitt  verlängert,  der  auf  diese  Weise 
entstehende  Winkel  ebenfalls  wo  möglich  eine  beliebig  vorge- 
schriebene Grösse  erhalte.  Man  sieht  nun  sofort,  dass  dieses  letztere 
im  allgemeinen  unmöglich  ist;  denn  variirt  man  die  Figur  wieder 
auf  virtuelle  Weise,  nämlich  so,  dass  die  Punkte  Aly  A»  A3  und  die 
Winkel  Al9  A*,  A8  unverändert  bleiben  (Fig.  4.),  so  bleibt  auch 
der  Winkel  bei  S  unverändert 

„Man  darf  also  ausser  dem  Werte  des  Doppelverhältnisses 
„nur  noch  drei  der  Polygonwiokel  eines  Kreisbogenvierecks  beliebig 
».festsetzen ,  wodurch  dann  der  vierte  Polygonwinkel  von  selbst  mit 
„bestimmt  ist". 

Entsprechendes  gilt  von  jedem  Kreisbogenpolygon  von  gerader 
Seitenanzahl. 

Die  Abzahlung  der  durch  die  Winkel  und  die  Doppelverhältnisse 
ausdrfickbaren  Anzahl  von  Parametern  der  Differentialgleichung  des 
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Schwarzsehen  Abbildungsproblems  wird  also  für  die  beiden  Fälle, 
dass  die  Anzahl  ihrer  singulären  Punkte  eine  gerade  oder  eine  un- 
gerade Zahl  ist,  gesondert  vorgenommen  werden  müssen. 

I.  Die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sei  eine  gerade  Zahl  n  =  2m. 

Dann  wird  die  Anzahl  der  Ecken  des  Polygons  gleich  der  un- 
geraden Zahl  2m -f  1,  und  es  sind  daher  2m-J-l  Winkel  und 
(2m-f-l)  —  3  —  2m  — 2  Doppelverhältnisse  disponibel.  Da  jedes 
Doppelverhältniss  seinerseits  zwei  Winkeln  äquivalent  ist,  so  stehen 
im  ganzen 

(2m  +  l)-f-2(2m  -2)  -  6m  — 3 

invariante  lineare  Parameter  zur  Disposition. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  linearen  Parameter  der 
Differentialgleichung  beträgt  aber: 

2m  +  2m+2m— 1  ~6m-l, 
und  es  ist 

(6m  — 1)— (6m  — 3)  «2. 

II.  Die  Anzahl  der  im  Endlichen  gelegenen  singulären  Punkte 
der  Differentialgleichung  sei  eine  ungerade  Zahl  n  —  2m  —  1. 

Dann  wird  die  Anzahl  der  Ecken  des  Polygons  gleich  der  ge- 
raden Zahl  2m,  und  es  sind  daher  in  diesem  Falle  neben  2m  -3 
Doppelverhältnissen  nur  2m  —  1  der  Polygonwinkel  disponibel.  Es 
stehen  somit  im  ganzen 

2m.  -  1  «f  2(2m  ~  3)  -=  6m  —  7 

invariaute  lineare  Parameter  zur  Disposition. 

Die  Anzahl  der  überhaupt  vorhandenen  linearen  Parameter  der 
Differentialgleichung  beträgt 

(2m— l)  +  (2m-l)  +  (2m  — 2)  «6m  — 4, 
und  es  ist 

(6m  — 4) -(6m  -7)  «3. 

„Also  werden  durch  Polygonwinkel  und  Doppelverhältnisse  auch 
„die  (im  Endlichen  gelegenen)  singulären  Punkte  der  Differential- 
gleichung im  ersten  Falle  bis  auf  zwei,  im  zweiten  bis  auf  drei, 
„mit  bestimmt".    [Der  singulare  Punkt  oo   ist  nicht  mitgezählt] 

Hieraus  geht  hervor,  dass  zwei  der  singulären  Punkte  der  Dif- 
ferentialgleichung, durch  deren  Lösungen  die  Abbildung  eines  ge- 
gebenen Kreisbogenpolygons  von  ungerader   Seitenanzahl   auf 
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die  Halbebene  darstellbar  ist,  beliebig  angenommen  werden  dürfen; 
es  würde  aber  unrichtig  sein,  wenn  man  aus  den  obigen  Ergebnissen 
folgern  wollte,  dass  für  ein  gegebenes  Polygon  von  gerader 
Seitenanzahl  drei  der  singnlären  Punkte  der  Differentialgleichung 
beliebig  auf  der  x-Axe  wählbar  seien.  Dieses  zu  behaupten  Messe  so 
viel  als:  behaupten,  dass  jede  zwei  Kreisbogenpolygone  von  gleicher, 
gerader  Seitenanzahl,  deren  Winkel  und  Doppelverhältnisse  bezüg- 
lich gleich  sind,  als  projeetivisch  gleich  angesehen  werden 
dürfen,  das  ist,  durch  eine  lineare  Substitution  in  einander  trans- 
formirbar. 

Das  ist  für  Polygone  von  ungerader  Seitenanzahl  richtig,  für 
solche  von  gerader  Seitenanzahl  aber  falsch;  denn  offenbar  können 
Kreisbogenpolygone,  deren  Ecken  und  Winkel  bezüglich  gleich,  deren 
Seiten  aber  ungleich  sind  —  ein  Fall,  welcher  in  dem  hier  be- 
trachteten als  besonderer  Fall  enthalten  ist  —  wenn  die  Seitenanzahl 
die  Zahl  2  übertrifft,  nicht  durch  eine  lineare  Substitution  in  ein- 
ander transformirt  werden;  es  müsste  sonst  lineare  Substitutionen 
mit  mehr  als  zwei  Doppelpunkten  geben,  was  unmöglich  ist82). 

Auch  für  Polygone  von  gerader  Seitenanzahl  werden  nicht 
mehr  als  zwei  der  singnlären  Punkte  dor  Differentialgleichung  be- 
liebig wählbar  sein,  wenn  das  Polygon  gegeben  ist;  uns  fehlt  aber  in 
diesem  Falle  für  die  hier  erstrebte  Darstellung  ein  von  den  vori 
gen  unabhängiger  invarianter  Parameter;  sei  es,  dass  ein 
solcher  überhaupt  nicht  existirt,  oder  dass  wir  ihn  nur  nicht  kennen. 

Die  Ergründung  dieses  Punktes  ist  übrigens  für  unser  Pro- 
blem entbehrlich,  weil,  wenn  das  gegebene  Polygon  eine  gerade 
Anzahl  von  Ecken  hat,  wir  dasselbe  durch  Hinzufügung 
eines  Scheitels  auf  einer  seiner  Seiten  in  ein  solches  von 
ungerader  Eckenanzahl  verwandeln  können.  Allerdings 
wird  hier  —  was  früher  ausgeschlossen  wurde  — -  einer  der  Polygon- 
winkel gleich  »,  und  bedarf  daher  dieser  Fall  einer  besonderen  Dis- 
cussion. 

Man  kann  jetzt  die  Lösung  des  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
aufgestellten  Problems  wenigstens  formell  angeben. 

Es  gelten  die  Gleichungen: 

2ß*  -  0, 


ft)  Man  vergleicht  die  ersten  Paragraphen  von  PoincarCs  Darstellung 
seiner  interessanten  Untersuchungen  über  die  von  ihm  in  die  Analysis  einge- 
führten Functionen,  in  Band  I  der  Acta  Matbematica,  herausgegeben  von  Mit- 
tag-Leffler  („Theorie  des  groupes  Fuchsiens"). 
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(1  —  <**)*- Aa8,     (*  — 1,  2  ...  n) 
(l-Ä*)8-4^Äa*-A8, 
wozu   die  w— 2   Relationen    £*«■£*(%  ...  an]  at  ...  ©H;  ßi  ...  0n) 
hinzukommen.    Um   nun   die   zwischen  den  Parametern  «'*,  /?'*  der 
anderen  Differentialgleichung  bestehenden  Relationen   anzugeben, 
hat  man  in  den  vorstehenden  überall 

a'k  für  «a,    0'a  für  fr,    2  — A*  für  Aa,    2-A  für  k 
zu  Substituten,  und  die  H  unverändert  zu  lassen. 

Man  erhält  auf  diese  Weise  ebenso  viele  Gleichungen  als  Para- 
meter a\  ß'h  zu  bestimmen  sind.  Was  aber  die  an  anbetrifft,  so 
wird  vermöge  des  Umstandes,  dass  sie  reell,  und  dass  auch  die  ßh 
entweder  reell  oder  zu  je  zweien  conjugirt  imaginär  sein  müssen, 
es  herbeigeführt,  dass  jede  der  Gleichungen 

*h  «=  Xa((h  ...    O«;     «i   ...  «»;      ßi   ...   ßn) 

in  zwei  reelle  Relationen  gespalten  werden  muss,  wenn  diefo  unter 
den  genannten  Bedingungen  beliebig  gegebenen  complexen  Zahlenwerten 
gleich  gemacht  werden  sollen. 

Auf  diese  Weise  werden  voraussichtlich  auch  die  a  bis  auf  zwei 
(wir  setzen  voraus,  dass  n-f-1  eine  ungerade  Zahl  ist)  durch  die  k 
und  X  mit  bestimmt  sein,  so  dass  also  eine  Coincidenz  auch  sämt- 
licher a  und  ar  auf  der  Axe  des  Reellen  in  dem  «-Gebiet  im  all- 
gemeinen sich  nicht  wird  erreichen  lassen.  Sie  findet  auch  für  das 
dem  unsrigen  entsprechende  Problem  geradliniger  Polygone  nicht 
statt.    (Man  vergleiche  Christoffel,  Annali  di  Mat.  Bd.  IV.  a,  a.  0. 

Dagegen  wird  diese  Coincidenz  sich  in  dem  besonderen  Falle, 
dass  die  n — 2  zur  Anwendung  kommenden  Doppelverhältnisse  sämt- 
lieh  reelle  Werte  haben,  erreichen  lassen.  Das  Doppelverhältniss 
wird  aber  reell,  wenn  die  vier  daran  beteiligten  complexen  Punkte 
auf  einem  gemeinsamen  Kreise  liegen. 

Auf  diese  Weise  wird  der  Fall,  dass  sämtliche  Ecken  des 
Kreisbogenpolygons  auf  einem  gemeinsamen  Kreise  lie- 
gen, ein  erhöhtes  Interesse  in  Anspruch  nehmen. 

Mehr  wird  sich  im  allgemeinen  nicht  sagen  lassen,  und  es  würde 
auf  eine  Specialuntersuchung  des  einfachsten  Falles  n  —  3  ankommen. 
Man  hat  alsdann  nur  ein  unabhängiges  Doppelverhältniss  fc,  und  die 
anderen  bilden  mit  ihm  eine  Gruppe,  deren  Individuen  nur  die  Werte 

1         *  -1         * 

annehmen. 
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IL 

Der  Cylinder  in  homogenen  Räumen. 

Von 

Herrn  Dr.  Carl  Quensen, 

Gymnasiallehrer  in  Gandersheim. 


Im  59.  Teile  dieser  Zeitschrift  hat  Herr  Prof.  A.  v.  Frank  J) 
nach  dem  Verfahren  von  Frischauf2)  den  Cylinder  in  der  absoluten 
Geometrie  nach  oben  von  einer  zur  ebenen  Basis  gehörigen  Fläche 
gleichen  Abstandes  begrenzt  angenommen.  In  der  Euklidischen 
Geometrie  sind  die  Flächen  gleichen  Abstandes  ebene  Flächen,  in  der 
absoluten  Geometrie  sind  sie  jedoch  krumme  Flächen;  deshalb  ist  es 
*ol  der  Sache  angemessener,  die  Begrenzungen,  welche  in  der  Eu- 
klidischen Geometrie  eben  siud,  auch  in  der  absoluten  Geometrie  als 
eben  anzunehmen.  Ueberhaupt  müssen  wir,  wenn  es  sich  um  die 
Motion  von  Körpern  in  der  absoluten  Geometrie  handelt,  darauf 
seben,  dass  die  Körper  möglichst  viele  von  den  Eigenschaften  be- 
llten, welche  sie  in  der  Euklidischen  Geometrie  haben.  Deshalb 
bbe  ich  in  meiner  Dissertation  3)  den  Kreiscylinder  als  einen  Körper 
•kfinirt,  welcher  begrenzt  wird  von  zwei  Ebenen  und  einer  Fläche 
(dem  Cylindermantel),  die  entsteht,  wenn  sich  eine  Gerade  an  einer 
Kreisperipherie,  der  Leitlinie,  so  bewegt,  dass  sie  stets  senkrecht  auf 


1)  Der  Körperinhalt  des  senkrechten  Cylinders  und]  Kegels  in  der  ab- 
»hrten  Geometrie. 

*)  Elemente  der  absoluten  Geometrie,     pag.  76. 

*)  Analytische  Betrachtungen  über  die  Raumformen,  in  denen  das  Con- 
ßvuaxiom  gilt.     pag.  45. 
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der  Ebene  des  Kreises  steht.  Der  Kreiscylinder  heisse  ein  gerader, 
wenn  die  im  Mittelpunkte  der  Leitlinie  auf  der  Ebene  derselben  er- 
richtete Normale  auch  senkrecht  auf  den  beiden  Grenzebenen  steht, 
und  diese  Ebenen  gleichen  Abstand  von  dem  Mittelpunkte  haben. 
Dieser  Körper  hat  wie  der  Cylinder  im  Euklidischen  Baume  als 
Grundflächen  Kreise;  ferner  sind  die  durch  die  Normale  (Rotations- 
axe)  im  Mittelpunkte  der  Leitlinie  gehenden  Ebenen  Symmetrie- 
ebenen;  ebenfalls  ist  die  Ebene  der  Leitlinie  eine  solche.  Endlich 
sind  die  Durchschnittscurven  von  Ebene  und  Cylindermantel  entweder 
Ellipsen,  Kreise  oder  gerade  Linien. 

Diese  Definition  des  Cylinders  möge  für  alle  homogenen  Bäume 
gelten.  Wir  haben  drei  verschiedene  homogene  Baumformen,  je 
nachdem  das  constante  Krümmungsmass  grösser,  kleiner  oder  gleich 
Null  ist  Wählen  wir  hier  als  Bezeichnung  der  Bäume  die  des 
Herrn  Prof.  Schering 4).  Derselbe  nennt  einen  homogenen  Baum  mit 
positiver  Krümmung  einen  Riemann'schen,  einen  Baum  mit  negativer 
Krümmung  einen  Gaussischen  und  einen  mit  der  Krümmung  Null 
einen  Euklidischen  Raum. 

Je  nachdem  wir  dem  in  den  folgenden  Formeln  vorkommenden 
Parameter  e,  der  Quadratwurzel  aus  dem  Krümmungsmass,  einen 
reellen,  einen  imaginären  oder  den  Wert  Null  beilegen,  erhalten  wir 
die  für  einen  Biemannschen ,  Gaussischen  oder  Euklidischen  Baum 
geltenden  Formeln. 

Schreiten  wir  nunmehr  dazu,  diejenige  von  unseren  obigen  Be- 
hauptungen zn  betrachten,  welche  die  Durchschnittscurven  von  Ebene 
und  Cylindermantel  betrifft. 

Die  Gleichung  des  Cylindermantels ,  dessen  Leitlinie  den  Radius 
r  hat,  ist: 

I.  tgfcc8tg*y*  =  tg£r*. 

Hier  sind  als  Goordinaten  eines  Punktes  die  Projectionen  der 
Entfernung  desselben  von  einem  festen  Punkte  auf  3  sich  in  letzteren 
senkrecht  schneidenden  Axen  angenommen.  Die  eine  dieser  Axen 
(Z)  sei  die  Cylinderaxe,  die  beiden  anderen  (X  und  Y)  liegen  in 
der  Ebene  der  Leitlinie.  Soll  die  Gleichung  der  Durchschnittscurve 
irgend  einer  Ebene  mit  der  Cylinderfläche  entwickelt  werden,  so  ist 
es  zweckmässig,   eine   Coordinatentransformation  in  der  Weise  vor- 


4)  Linien,  Fl&cben  und  höhere  Gebilde  in  mehrfach  ausgedehntes  Ganssi- 
schen und  Riemann'schen  R&nmcn.  Nachrichten  von  der  Kflnigl.  Ges.  der 
Wissensch.  zu  Gott.     1873. 
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zunehmen,  dass  die  schneidende  Ebene  selbst  zn  einer  Coordinaten- 
ebene  wird.  Steht  die  schneidende  Ebene  senkrecht  auf  der  Cylin- 
deraxe  in  der  Entfernung  d  vom  Mittelpunkte,  so  ist  das  Coordi- 
system  auf  der  Z  Axe  um  die  Strecke  d  zu  verschieben.  Bei  An- 
wendung der  Transformationsformeln: 

tgqr  

^  cos  erf—  sin  ed  tg  t  j 

tgey  = ÄÄ. 

^  y      cos««*— sincrftgt) 
erhalten  wir  ans  I.  als  Gleichung  des  Kegels  im  neuem  System: 
Ia.  tg  e j2  -f  tg  *n2  =  tg  «r*(co8  td — sin  s d tg  ej)2 

j  oder  tg*z  =  0  giebt  als  Gleichung  der  Durchschnittscurve : 
IL  tg  e |2 + tg  fij2  =  tg  fr2  cos  erf2. 

Diese  Gleichung  ist  diejenige  des  Kreises,  dessen  Radius  R  durch 
die  Relation  tgsR  =  tgerco&ed  bestimmt  ist. 

Steht  jedoch  die  Cylinderaxe  nicht  senkrecht  auf  der  schnei- 
denden Ebene,  so  ist  ausser  der  Verschiebung  noch  eine  Drehung 
des  Coordinatensystcms  vorzunehmen.  Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass 
die  Gleichung  des  Kegels  bei  einer  Drehung  um  die  &  Axe  dieselbe 
bleibt;  daher  kann  man  das  Coordinatensystem  sich  zunächst  so  ge- 
dreht denken,  dass  die  $  Axe  in  die  schneidende  Ebene  fällt.  Diese 
Ebene  möge  die  3£$  Ebene  in  einer  Geraden  schneiden ,  welche  mit 
der  Q  Axe  den  Winkel  q>  bildet.  Wir  müssen  alsdann  das  Coordi- 
natensystem (£$8)  um  die  9  Axe  um  den  Winkel  (o— <P)  drehen; 
es  kommen  hier  die  Transformationsformeln  zur  Anwendung : 

tgj  =-sing>tg*£  —  cosytgtf, 

tg*$  —  tgtfi 

tp*j  =*  cosptgsi+sinqptgrf. 

Die  Gleichung  des  Cylinders  im  neuen  System  ist  alsdann : 

(sin  qp2  —  tg*r2  sin  fd2  COS  q>2)  tg«£  2+tgfi?2 
-f- (cos  9* — tg  er2  sin  ed?  si  n  «f 2)  tge  J2  -f-  tg  Er  *  sin  « 2d  (cos  q>  tg  *£-J-8ingptg*g) 
—  sin  2g>(l -f- tg  Jr*  sin  €rfS)  tg  f5  tg  t £  =  0. 

V 

Setzen  wir  £  =  0,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  der  Durch- 
schnittscurve: 
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III.  (sin  g>2 — tg  er2sin  td*  cos  y2)  tg  e{2-f- tgeif2 

— tger2sine2dcosg>tgef  «  tge^cosed2. 

Diese  Gleichung  ist  die  einer  Ellipse. 

Wir  wollen  uns  der  Einfachheit  halber  darauf  beschränken,  die 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  für  den  Fall  d  =  0  nachzuweisen. 
Aus  Gleichung  III.  wird: 

I V.  sin  qp2  tg  e£2+ tg  stj*  »  1g  er2 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  tgea  und  tgey  eine  homogene  Glei- 
chung zweiten  Grades,  in  welcher  nur  die  quadratischen  Glieder  vor- 
kommen*, sie  ist  daher  entweder  die  Mittelpunktsgleichung  einer  El- 
lipse oder  einer  Hyperbel.    Die  allgemeine  Gleichung  der  Ellipse  ist: 


die  der  Hyperbel: 


tgea2      tgey2 
tgea2"1"  tgtf2~~     ' 

tges2       tgey2  __ 
tg  ea2       tg  e&* 


In  beiden  Gleichungen  sind  a  und  b  die  aus  der  Euklidischen  Geo- 
metrie bekannten  Grössen.  Aus  der  Vergleichung  dieser  beiden  Glei- 
chungen mit  der  Gleichung  IV.  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  letztere 
eine  Ellipse  repräsentirt,  deren  halbe  kleine  Axe  b  =  r,  und  deren 
halbe  grosse  Axe  a  sich  aus  der  Relation 

tger 
tgea  «  ~ — 

ergiebt. 

Diese  beiden  Ausnahmefälle  sind  9  =  0  und  <p  =  ~;    der  erste 

Fall  9  =  0  ergiebt  zwei  Gerade ,  nämlich  zwei  einander  gegenüber- 
liegende Seiten  des  Kegels,  der  zweite  einen  Kreis. 

Dieselben  Resultate  würden  wir  erhalten  haben,  wenn  wir  die 
Einschränkung  d  =  0  nicht  eintreten  Hessen;  hierbei  ist  zu  bemerken, 
dass  die  Mittelpunkte  der  Ellipsen  nur  bei  den  Euklidischen  Cylin- 
dern  in  der  Axe  liegen,  wie  man  aus  Gleichung  III.  ersieht.  Für 
die  Gaussi'schen  Cylinder  ist  noch  hervorzuheben,  dass  nicht  alle  hier 
auftretenden  Ellipsen  geschlossene  Curven  sind.  Ist  nämlich  der 
Schnitt  so  gelegt,  dass  die  XAxe  parallel  der  betreffenden  Seite  des 
Kegels  ist,  so  haben  wir  eine  Ellipse,'  die  erst  im  Unendlichen  ge- 
schlossen ist.  Der  zu  diesem  Schnitt  gehörende  Winkel  g>  ist  be- 
stimmt durch  die  Gleichung: 

COSy  =  — — -  (d  -*  0). 
^       cos  er  N  ' 
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Für  noch  kleinere  Winkel  q>  werden  sich  die  Ellipsen  selbst  im  Un- 
endlichen nicht  schlies8en.  Allerdings  kann  von  der  ursprünglichen 
Definition  der  Ellipsen  dann  nicht  mehr  die  Rede  sein. 

Untersuchen  wir  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Prof.  v.  Heim- 
holte *),  wie  ein  Beobachter,  dessen  Augenmass  und  Raumerfahrungen 
sich  gleich  den  unsrigen  im  Euklidischen  Räume  ausgebildet  haben, 
diese  Verhältnisse  betrachten  würde,  wenn  er  in  einen  Gaussischen 
Eaum  versetzt  würde.    Dieser  Beobachter  würde  die  entferntesten 

Gegenstäde  dieses  Raumes  in  endlicher  Entfernung  ( - )  rings  um  sich 

zu  erblicken  glauben.  Derselbe  würde  auch  die  Schnitte  von  Ebenen 
und  Cylindern  als  Gerade,  Kreise  und  Ellipsen  erkennen.  Von  diesen 

i 

Ellipsen  würden  ihm  nicht  alle  innerhalb  der  Entfernung  -  geschlos- 
sen erscheinen,  sondern  eine  Gruppe  derselben  grade  in  dieser  Ent- 
fernung, eine  andere  auch  hier  noch  nicht;  die  erste  Gruppe  enthält 
diejenigen  Ellipsen,  welche  im  Unendlichen  geschlossen,  die  letzte 
diejenigen,  welche  selbst  im  Unendlichen  noch  offen  sind.  Zn  diesen 
Arten  von  Ellipsen  haben  wir  natürlich  im  Euklidischen  Räume 
keine  Analoga.  Für  diesen  Raum  fällt  aucb  die  Abhängigkeit  der 
Schnittcurven  von  dem  Axenabschnitto  d  fort. 

Wir  erhalten  die  betr.  Formeln  für  die  Euklidischeu  Cylinder 
aus  den  allgemeinen  Gleichungen,  indem  wir  in  dieselben  für  die 
trigonometrischen  resp.  hyperbolischen  Functionen  der  Strecken  die 
Reihenentwickelungen  eiusetzen,  durch  b2  dividiren  und  nach  dieser 
Division  f  =  0  setzen.  So  erhalten  wir  z.  B.  aus  Gleichung  11.  und 
HL 

Ha.  x*+y*  -  r* 

Hla.  sin  qp2»2-}-^3  =  r  2- 

Was  nun  die  Inhaltsbestimmung  des  Cylinders0)  anbetrifft,  so 
lässt  sie  sich  ohne  grosse  Schwierigkeiten  ausführen. 

Der  zu  berechnende  Cylinder  habe  den  Radius  r;  die  Entfernung 
jeder  der  beiden  Begrenzungsebeneu  von  dem  Mittelpunkte  der  Leit- 
linie sei    £■    Beachten   wir,   dass  der  Inhalt  eines  senkrechten  Pa- 


5)  Heimholte;  Uebcr  den  Ursprung  und  die  Bedeutung  der  geometrischen 
Axiome.     Vorträge  und  Reden.    Braunschweig  1884. 

6)  Diese    Inhaltsbestimmungen    habe    ich    bereits    in    meiner  Dissertation 
Seite  46.  ausgeführt!  jedoch  finden  sich  daselbst  einige  Druckfehler. 

Azca.  d.  Uafh.  u.  Phys.    2.  Reihe,  Teil  m.  4 
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rallelepipedons  mit  der  Höhe  a?s  und  mit  der  unendlich  kleinen  Grund- 
fläche dg 

dJ  =  dg  (icsfc  +  J  sin  «2«j) 

ist,  so  ergiebt  sich  für  den  Inhalt  des  Cylinders  bei  Anwendung  von 
Polarcoordinaten 

(tgßc  =  tgfpcosy,    tgsy  =  tgSQSUKp): 

J=J*  J    d(P  J    8in  *9  dQ  (iefl^ + h*in(£ 2flJ»))» 

in   welchem  Doppelintegral   die  Abhängigkeit  der  Grösse  ars  von   p 
durch  die  Gleichung 

tg«fc  — tg(*2Jcos«f 
ausgedrückt  wird. 

Demnach : 

•/=  c-^y    {arctg^tg^.cosfpj 
o 

tgCgCOREp 

H /-ja ~~  ^ßin^.rfp 

l+tg,^«2JC0Blf^ 


Führen  wir  als  neue  Variabele 


ein,  so  erhalten  wir: 


h 
t*=tgf2C08fr 


y—  — 


f3-tg(£2J  J 
— *(•£) 

t*-tg(e^ 
tt.arctg« 


.cos  «■ 
4» 


%■(•» 


—tg(«j) 
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oder: 

•/  =  —  -£  f cos«r.arctg  (tg  \t  ^J cos  sr  )  —  ^  J 

Die  HGhe  A  können  wir  auch  durch  die  Seite  s  vermittelst  der  Glei- 
chung 

tg(«2)  =  te(«24)C0SI 


ä«r 


=  -^[cos*r.-*-arctg/tg  (ig\ 

\  COS  fr  / 


ersetzen,  alsdann  erbalten  wir: 

C08  fr 

Für  den  Euklidischen  Raum  ergiebt  sich  sofort: 

j  =-=  7t,r2.k    resp. 
J"«  jt.r2.*. 

Gandersheim,  den  20.  Deccmber  1884. 
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III. 

Ueber  einige  Eigenschaften  des  Tetraeders. 

Von 

Herrn  Dr.  H.  Gellenthin 

in  Stettin. 


Wenn  sich  im  stereometrichen  Unterricht  oft  Veranlassung  findet, 
auf  die  Analogie  zwischen  den  Eigenschaften  des  Tetraeders  und  des 
ebenen  Dreiecks  hinzuweisen,  so  wird  andrerseits  eben  dadurch  die 
Frage  nahe  gelegt,  wie  weit  diese  Analogie  gehe,  und  in  welchen 
Beziehungen  sie  versage.  Es  giebt  z.  B.  für  gewisse  merkwürdige 
Punkte  des  Dreiecks  —  den  Schwerpunkt,  den  Mittelpunkt  des  um- 
geschriebenen und  den  des  eingeschriebenen  Kreises  —  genau  ent- 
sprechende Punkte  im  Tetraeder,  nämlich  den  Schwerpunkt,  den 
Mittelpunkt  der  eingeschriebenen  und  den  der  umgeschriebenen  Kugel. 
Die  Analogie  drängt  —  selbst  den  Schüler  —  zu  der  Frage:  Giebt 
es  nun  nicht  auch,  wie  im  Dreieck,  so  im  Tetraeder  einen  Höhen- 
punkt? d.  h.  schneiden  sich  nicht  auch  die  4  Höhen  eines  Tetraeders 
in  einem  und  demselben  Punkte? 

Dass  ein  solcher  Fall  eintreten  kann,  zeigt  das  regelmässige 
Tetraeder.  Weitere  Auskunft  darüber  geben  die  mir  bekannten  Lehr- 
bücher der  Stereometrie  nicht.  Auch  sonst  ist  mir  eine  eingehende 
Erörterung  dieser  Frage  nicht  bekannt  geworden.  Bei  Stelner  (Ges. 
Werke  Bd.  I.  S.  128)  findet  man  den  (ohne  Beweis  gegebenen) 
Satz:  „Fällt  man  aus  den  Ecken  eines  beliebigen  Tetraeders  auf  die 
gegenüberliegenden  Seitenebenen  Lote,  so  schneiden  diese  4  Lote 
einander  im  allgemeinen  nicht  Schneiden  sich  aber  in  einem  be- 
sonderen Falle  irgend  zwei  derselben ,  so  schneiden  alle  4  einander 
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in  einem  und  demselben  Punkt.  Im  allgemeinen  aber  haben  die 
genannten  4  Lote  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  jede  Gerade, 
welche  durch  irgend  drei  derselben  geht,  auch  das  vierte  schneidet, 
d.  b.  dass  durch  jeden  beliebigen  Punkt,  den  man  in  einem  der  4 
Lote  annimmt,  allemal  eine  Gerade  so  gelegt  werden  kann,  dass  sie 
die  3  übrigen  Lote  schneidet".  Später  bat  er  den  Satz  in  etwas 
anderer  Fassung  wieder  vorgelegt  und  richtig  gestellt.  Er  lautet 
dann  (Ges.  Werke  Bd.  I.  S.  464):  Fällt  man  aus  den  Ecken  eines 
beliebigen  vierseitigen  Körpers  (dreiseitige  Pyramid3)  Lote  auf  die 
gegenüberliegenden  Grenzflächen ,  so  liegen  alle  4  Lote  im  allgemei- 
nen in  einem  Hyperboloid ,  und  zwar  gehören  sie  zu  einer  und  der- 
selben Schar  von  Strahlen  desselben,  so  dass  es  also  unzählige  Ge- 
rade giebt,  wovon  jede  alle  vier  Lote  schneidet.  Wenn  insbesondere 
zwei  der  4  Lote  sich  schneiden,  so  schneiden  sich  auch  die  zwei 
übrigen:  und  wenn  insbesondere  drei  Lote  sich  schneiden,  so  schnei- 
den sich  notwendigerweise  alle  4  in  einem  und  demselben  Punkte". 
Der  Schluss  dieses  Satzes  ist  die  Berichtigung  der  in  der  ersten  Be- 
kanntmachung des  Satzes  gemachten  unrichtigen  Angabe  über  die 
besonderen  Fälle.  In  diesen  Fällen  gehe  das  Hyperboloid  in  einen 
Grenzfall  (in  zwei  Ebenen  oder  einen  Kegel)  über. 

4 

Die  Bedingungen  nun  und  die  begleitenden  Umstände  aufzusuchen, 
unter  denen  sich  der  eine  oder  andere  dieser  besonderen  Fälle  er. 
eignet,  sei  im  Folgenden  unsere  Aufgabe.  Dabei  wirch  sich  auch 
ergeben,  warum  im  allgemeinen  gar  kein  gegenseitiges  Schneiden  der 
Höben  stattfindet,  also  kein  Höhenpunkt  existirt. 


I. 

1)  Es  sei  DABC  das  betrachtete  Tetraeder  (Fig.  1.)  AAU  BBU 
CC19  DDX  die  vier  Höhen  desselben.  Sollen  sich  zwei  derselben, 
etwa  BBX  und  DDX  in  einem  Punkte  Fx  schneiden,  so  liegen  sie  in 
einer  Ebene  DF'B,  welche  sowohl  senkrecht  zu  Ebene  ABC  als  zu 
Ebene  ADC,  also  zu  deren  Schnittkante  AC  steht,  d.  h.  die  beiden 
Gegenkanten  BD  und  AC  kreuzen  sich  unter  rechtem  Winkel.  Also: 
Wenn  sich  zwei  Höhen  eines  Tetraeders  schneiden,  so  ist  die  Kante, 
von  deren  Enden  sie  ausgehen,  mit  ihrer  Gegenkante  senkrecht  ge- 
kreuzt. Und  umgekehrt,  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  liegen 
die  von  B  und  D  ausgehenden  Höhen  des  Tetraeders  in  der  durch  BD 
senkrecht  zu  legenden  Ebene  DF'B  und  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  Px.  Da  nun  im  allgemeinen  diese  Bedingung  bei  keinem 
von  den  3  Paar  Gegenkanten  erfüllt  zu  sein  braucht,  so  werden  sich 
im  allgemeinen  keine  2  von  den  4  Höhen  schneiden;  es  exisirt  also 
im  allgemeinen  kein  Höhenpunkt  Im  Tetraeder. 
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2)  Ist  aber  BD  und  AC  senkrecht  gekreuzt,  so  kann  man  auch 
durch  AC  eine  Ebene  AFC  senkrecht  zu  DB  legen.  In  dieser  liegen 
dann,  wie  man  sofort  sieht,  die  Höhen  AAX  und  CLL  (nach  bekannten 
stereometrischen  Sätzen)  und  scheiden  sich  in  einem  Punkte  P8.  Also : 
Wenn  2  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt  sind  ,  so  schneiden  sich  je 
zwei  Höhen,  welche  je  von  den  Endpunkten  einer  dieser  Kanten 
ausgehen. 

3)  Man  sieht  ferner,  dass  in  diesem  Falle  AF,  CF,  BF',  DF'  Höhen 
sind  bezüglich  in  den  Dreiecken  ADD,  CBD,  ABC,  ADC;  dass  BBt 
und  ~DDX  Höhen  sind  im  Dreieck  BFfD ,  also  Pt  der  Höhenpunkt 
desselben ;  AAt  und  CC1  Höhen  im  Dreieck  AFC,  also  1\  der  Höhen- 
punkt desselben;  endlich  dass  FI',  als  Schnittkante  der  Ebenen  AFC 
und  BF'D  senkrecht  steht  sowohl  auf  AC  als  auf  BD,  d.  h.  dass 
FF1  das  gemeinsame  Lot  dieser  Gegenkanten  ist.  Wenn  also  die 
Bedingung  der  Nr.  1)  erfüllt  ist,  so  liegt  der  Fusspunkt  jeder  Tc- 
traederhöhe  in  einer  Höhe  derjenigen  Seitenfläche,  auf  deren  Ebene 
jene  Tetraederhöhe  senkrecht  steht  (der  zugehörigen  Grundfläche). 
Die  zwei  Schnittpunke  der  2  Paar  Höhen  liegen  in  dem  gemeinsamen 
Lote  der  2  senkrecht  gekreuzten  Gegenkauten. 

4)  Es  kann  ein  anderes  Paar  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt 
sein  z.  B.  AB  und  CD  (Fig.  2.).  Dann  gilt  alles  oben  gesagte  nun- 
mehr in  Bezug  auf  diese  Kanten.  Es  ist  Ebene  ABB  senkr.  auf 
CD,  Ebene  CE'D  seukr.  auf  AB.  BE  und  AE  sind  Höhen  in  den 
Dreiecken  BDC  und  ADC,  CE'  und  DE'  Höhen  in  CAB  und  DAB, 
EE'  ist  das  gemeinsame  Lot  von  AB  und  CD,  die  Höhen  AAX  und 
BBX  einerseits,  CC1  und  DD1  andrerseits  schneiden  sich  in  2  Punk- 
ten, welche  auf  EEf  liegen. 

5)  Sind  nun  gleichzeitig  AC  und  BD  einerseits,  AB  und  CD 
andrerseits  senkrecht  gekreuzt,  so  combiniren  sich  die  Folgerungen 
in  Nr.  4)  und  3).  Es  wird  also  zunächst  Höhe  AAt  geschnitten,  so- 
wohl von  BBy  als  von  CCX.  Die  Punkte  A\  Bt  Ct  D1  sind  dann  die 
Höhenpunktc  der  Seitenflächen,  in  denen  sie  liegen.  Es  liefert  also 
die  Verbindung  von  D  mit  At  und  von  A  mit  Dx  die  dritteu  Höhen 
in  den  Dreiecken  BDC  und  BAC.  Aber  diese  beiden  Verbindungs- 
linien schneiden  sich  auch  in  demselben  Puukte  der  Kante  BC.  Denn 
verlängert  man  zunächst  DAX  bis  zum  Schnittpunkte  G  mit  BC1 
und  verbindet  danu  Dt  mit  diesem  Punkte  G,  so  ist  nach  einem  einfachen 
stereometrischen  Satze  DLG  senkr.  auf  BC,  d.  h.  DLG  ist  die  Ver- 
längerung von  ADX.  Die  beiden  Geraden  AG  und  DG  bestimmen 
also  eino  Ebene  senkr.  auf  BC,  in  welcher  auch  AD  liegt,  d.  h.  auch 
AD  und  BC  sind  senkrecht  gekreuzt.  Also:  Wenn  in  einem  Tetra- 
eder 2  Paar  Gegenkanten  senkrecht  gekreuzt  sind,  so  gilt;  dasselbe 
von  dem  3ten  Paar.  j 
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6)  Unter  .dieser  Voraussetzung  wird  nunmehr  z.  B.  die  Höhe 
AAt  geschnitten  von  BBl9  weil  AD  senkr.  auf  CD,  von  CCl9  weil 
AC  senkr.  auf  BD,  von  DDU  weil  AD  senkr.  auf  BC.  Es  wird  also 
AAt  von  allen  anderen  6  Höhen  geschnitten.  Dasselbe  ergibt  sich 
für  BBt ,  CCX  und  DDV  Es  wird  also  jede  der  Höhen  von  jeder 
andern  geschnitten.  Wenn  aber  von  4  Geraden  jede  die  3  andern 
schneiden  soll,  so  ist  dies  nur  auf  2  Arten  denkbar:  entweder  sie 
liegen  alle  4  in  einer  Ebene  und  bilden  ein  vollständiges  Vierseit 
oder  sie  schneiden  sich  alle  in  demselben  Punkt.  Der  erste  Fall  ist 
ausgeschlossen,  da  ja  die  4  Ecken  des  Tetraeders  dann  in  einer 
Ebene  liegen  müssten.  Also  findet  der  2te  Fall  statt,  d.  h.  es  existirt 
jetzt  ein  Höhenpunkt.  Der  gemeinsame  Schnittpunkt  P  aller  Höhen 
(Fig.  2.)  liegt  nach  dem  Vorigen  (Nr.  3)  sowohl  in  EE',  dem  ge- 
meinsamen Lot  des  ersten  Paares  der  senkrecht  gekreuzten  Gegen- 
kanten, als  in  FF'  dem  zweiten,  und  in  GGr ,  dem  des  dritten 
Paares,  d.  h.  diese  3  Lote  schneiden  sich  jetzt  ebenfalls  in  einem 
und  demselben  Punkt,  nämlich  im  Höhenpunkt. 

7)  Ungemein  einfach  und  übersichtlich  gestaltet  sich  alles,  wenn 
man  den  dem  Tetraeder  umschriebenen  Parallelflächner  zu  Hülfe 
nimmt,  welcher  z.  B.  von  Unferdinger  in  seiner  Theorie  des  Tetra- 
eders aus  den  6  Kanten  (Grün.  Archiv  LI.  S.  354.)  benutzt  wird. 
Legt  man  nämlich  durch  jede  Kante  des  Tetraeders  eine  Ebene 
parallel  zur  Gegenkante,  so  entsteht  ein  Parallelflächner,  dessen  6 
Seitenflächen  je  eine  Kante  des  Tetraeders  als  Diagonale  enthalten 
(Fig.  3.).  Die  6  anderen  Diagonalen  (in  der  Figur  nicht  gezeichnet) 
bestimmen  ein  2tes,  dem  gegebenen  congruentes  Tetraeder. 

Die  Diagonalenpunkte  XX'  YY'  ZZ'  der  gegenüberliegenden 
Seitenflächen  des  Parallelflächners  sind  zugleich  die  Mitten  der  Gegen- 
kanten des  Tetraeders.  Die  Geraden  XX\  YY\  ZZ'  welche  dieso 
Punkte  verbinden,  mögen  die  „Mittellinien"  des  Tetraedes  heissen. 
Sie  schneiden  sich  alle  3  in  einem  Punkte  O,  welcher  bekanntlich 
zugleich  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  uud  des  Parallelflächners 
ist.  Diese  3  Mittellinien  sind  einzeln  den  drei  an  einer  Ecke  des 
Parallelflächners  zusammenstossenden  Kanten  desselben  gleich  und 
parallel.  Sollen  2  Gegenkanten  des  Tetraeders  z.  B.  AD  und  BC 
senkrecht  sich  kreuzen,  so  müssen  sich  offenbar  die  Diagonalen  des 
Parallelogramms  BC  senkrecht  schneiden,  da  die  2te  desselben  ||  AD 
ist;  d.  h.  Parallelogramm  BC  muss  ein  Rhombus,  oder  ZZ'  muss 
=  YY'  sein.  Entsprechendes  gilt  von  den  andern  Gegenkanten. 
Hiernach  kann  die  Bedingung  des  senkrechten  Kreuzens  zweier  oder 
je  zweier  Gegenkanten  ersetzt  werden  durch  die  Gleichheit  zweier 
oder  je  zweier,  d.  h.  aller  drei  Mittellinien.     Man  sieht   nun  auch 
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am  einfachsten,  warum  die  zu  einander  senkrechte  Lage  von  2  und 
2  Gegenkanten  dieselbe  Lage  für  das  dritte  Paar  zur  Folge  hat.  Denn 
aus  XX'  =  YY'  und  YY'=ZZ*  folgt  von  selbst,  dass  anch  XX'  « 
ZZ1  ist.  Der  Parallelflächner  wird  dann  von  lauter  Rhomben  be- 
grenzt. Schneiden  sich  ausserdem  die  drei  Mittellinien  unter  gleichen 
Winkeln  (bilden  eine  gleichseitige  Ecke),  so  sind  alle  diese  Rhomben 
congruent  (Rhomboeder).  Sind  diese  3  gleichen  Winkel  Rechte,  so 
entsteht  das  regelmässige  Tetraeder  und  der  umschriebene  Würfel. 

Hiernach  lässt  sich  folgender  Satz  aussprechen:  „Unter  den  3 
„Mittellinien  des  Tetraeders  sind  entweder  keine  gleichen,  oder  2 
„gleiche,  oder  sie  sind  alle  3  gleich.  Im  ersten  Fall  schneiden  sich 
„keine  von  den  4  Höhen  des  Tetraeders.  —  Im  zweiten  Fall  ist  ein 
„Paar  der  Gogenkanten  senkrecht  gekreuzt,  und  es  schneiden  sich  je 
„die  2  und  2  Höhen  des  Tetraeders,  welche  von  den  Endpunkten  je 
„einer  dieser  Gegenkanten  ausgehen.  Die  2  Schnittpunkte  Hegen 
„auf  dem  gemeinsamen  Lot  dieser  Gegenkanten.  Der  Fusspunkt 
„jeder  Tetraederhöhe  liegt  in  einer  Höhe  der  zugehörigen  Seiten- 
„fläche  (Grundfläche).  —  Im  dritten  Fall  sind  alle  drei  Paar  Gegen- 
„kanten  senkrecht  gekreuzt ;  es  schneiden  sich  alle  4  Tetraederhöhen 
„in  demselben  Punkt,  oder  es  existirt  ein  Höhenpunkt.  In  demselben 
„schneiden  sich  dann  auch  die  drei  gemeinsamen  Lote  von  je  2 
„Gegenkanten.  Der  Fusspunkt  jeder  Tetraederhöhe  liegt  im  Höben- 
„punkt  der  zugehörigen  Seitenfläche  (Grundfläche)". 

Hiermit  sind  die  Umstände,  unter  denen  die  von  Steiner  er- 
wähnten besonderen  Fälle  eintreten,  klargelegt.  Der  in  der  zweiten 
Fassung  von  Steiner  gebrauchte  Ausdruck:  „Wenn  insbesondere  3 
Lote  sich  schneiden,  so  schneiden  sich  notwendigerweise  alle  4  Lote 
u.  s.  w.u  —  möchte  wohl  besser  ersetzt  werden  durch  die  Worte: 
„Wenn  insbesondere  ein  Lot  von  2  andern  geschnitten  wird,  so 
u.  s.  w.". 

II. 

Der  Ausdruck  „Höhen  des  Tetraeders1'  kann  noch  in  einem 
andern  Sinne  genommen  werden,  wie  os  im  Abschnitt  I.  und  im  all- 
gemeinen geschieht.  Man  kann  nach  dem  Vorgange  von  Wittstein 
(Grün.  Arch.  XXXIX.  S.  3.)  das  Tetraeder  als  Prismatoid  auffassen, 
in  welchem  die  Grundflächen  durch  2  Gegenkanten  dargestellt  sind, 
etwa  AB  und  CD  in  (in  Fig.  3.),  der  Mittelschnitt  durch  das  Paral- 
lelogramm, welches  die  Mitten  der  4  andern  Kanten  zu  Ecken  hat 
—  XYX'Y'  in  (Fig.  2.)  —  und  die  Höhe  durch  das  gemeinsame 
Lot  jener  beiden  Gegenkanten,    EE'.    Von  den  Seiten  des  Mittel- 
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Schnitts  sind  zwei  Gegenseiten  (XYr  und  X'Y)  der  Kante  AB  pa- 
rallel and  jede  =  $AB,  die  zwei  andern  (XY  und  XfYr)  der  Kante 
CD  parallel  und  jede  =  \CD.  Diese  Auffassung  des  Tetraeders  als 
Prismatoid  fahrt  bekanntlich  sehr  einfach  zu  der  Carnot'schen  For- 
mel für  das  Volumen  des  Tetraeders.  —  Da  jedes  Paar  Gegenkanten 
als  Grundflächen  des  Prismatoids  gewählt  werden  kann,  so  bilden 
die  drei  Lote  zwischen  je  2  Gegenkanten  (EEr,  FF',  GGf  in  (Fig. 
3.))  ein  zweites  System  von  „Höhen  des  Tetraeders".  Man  kann  sie 
„Höhen  zweiter  Art"  oder,  da  sie  zwischen  je  zwei  Gegenkanten  ge- 
stellt sind,  „Zwischenlote"  nennen.  Es  hat  sich  in  Abschnitt  I.  er- 
geben, dass,  wenn  sich  die  4  Höhen  lter  Art  in  einem  und  dem- 
selben Punkt  schneiden,  auch  die  3  Höhen  2ter  Art  oder  Zwischen- 
lote sich  in  eben  demselben  Punkt  schneiden.  Es  liegt  die  Frage 
nahe,  ob  dies  der  einzige  Fall  ist,  in  welchem  sich  die  3  Zwischen- 
lote schneiden,  oder  ob  es  nur  einer  unter  mehreren,  ist.  Da  die 
Verhältnisse  sich  hier  nicht  von  vornherein  so  einfach  übersehen 
lassen,  wie  im  Abschnitt  L,  so  möge  die  Frage  analytisch  untersucht 
werden. 

1)  Die  3  Mittellinien  des  Tetraeders.  XX',  YY',  ZZ'  haben 
sich  schon  in  Abschnitt  I.  als  bedeutsam  für  Fragen  dieser  Art  er- 
wiesen. Wir  wählen  sie  als  Axen  eines  (im  allgemeinen  schiefwink- 
ligen) Coordinatensystems,  dessen  Ursprung  also  in  O,  dem  Schwer- 
punkt des  Tetraeders  un<4  zugleich  des  „umschriebenen"  Parallel- 
tiächners,  liegt.  Die  positiven  X  YZ  mögen  gezählt  werden  nach  den 
Richtungen  OX,  OF,  OZ.  Die  Längen  zweier  Mittellinien,  wie  sie  von 
den  Tetraederkanten  begrenzt  sind,  mögen  seinXST'  =  2a,  YY'=2b, 
ZZ'=  2c.  Die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  mögen  bezeichnet 
werden  cos  (yz)  =  cos  a  =  a,  cos  (xz)  =-  cos  b  =»  ß,  cos  (xy)  =»  cos  c  =  y. 
Die  Längen  der  3  Zwischenlote  seien  EEf  =  2lt,  FF'  =  2/2,  GG'=  2^. 
Aus  der  bekannten  Construction  dieser  Lote  weiss  mau,  dass  EE' 
senkrecht  steht  auf  den  Ebenen  der  Parallelogramme  AB  und  CD, 
also  auch  auf  der  Coordinatenebene  der  XY  und  durch  letztere 
halbirt  wird.  Dasselbe  gilt  von  FFf  in  Bezug  anf  die  Ebenen  AC, 
BD  und  XZ,  von  GGf  in  Bezug  auf  die  Ebenen  AD,  BC  und  YZ. 
Die  Schnittpunkte  von  EE'  mit  Ebene  XY,  von  FF'  mit  Ebene  XZ, 
von  GG'  mit  Ebene  YZ  mögen  bezüglich  heissen  Rt,  Rt  und  Rz\ 
diese  Punkte  sind  dann  zugleich  die  Mittelpunkte  der  betreffenden 
Lote.  (In  der  Fig.  3.  um  die  Deutlichkeit  nicht  zu  stören,  sind 
diese  Punkte  und  manche  bereits  erwähnte' Strecken  nicht  angegeben). 

Endlich  werde  abgekürzt  geschrieben:    -  =  ö,   -  —  «,-=»£.      Es 

sind  die  Gleichungen  für  je  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders 


Digitized  by 


Google 


58  Gellenthin:   Ueber  einige  Eigenschaften  des  Tetraeder*. 

AB:  1)  y  =-        fe,  *  =  — c 

DC:  2)  y  =  —  öx,  z  —  +  c 

'     ^4C:  3)  a?  =       «*,  y  «=  —  & 

j5D:  4)  a;  —  —  **,  y  —  -f  6 

AD:  5)  a  —       Jy,  a;  —  —  a 

BC:  6)  *  —  —  Jy,  s  =  -fa 

Es  mögen  ferner  sein  die  Gleichungen  der  Zwischenlote 
EE'i     7)     y  =  M  *-f  m,  2  «  AT  s+n, 

FF':    8)     «  —  3f' «  +  !»',         y  — iV*-f»' 
GG':    9)     z  =  J/'V  +  ro",        a  =  JV"*  +  n". 

In  diesen  Gleichungen  7)  bis  9)  sind  die  Grössen  Lm  Nn  M'  u.  s.  w. 
zu  bestimmen  durch  die  Forderung,  dass  je  eins  dieser  Lote  je  ein 
Paar  Gegenkanten  schneiden  und  auf  ihnen  senkrecht  steheu  soll 
Wenn  allgemein  2  Gerade  durch  ihre  Gleichungen 

y  —  Btz-\-bu         Ä  —  Cjaj-j-«?! 
y  =>  Bfß+bt,        z  ■=-  CiX+Ct 

gegeben  sind,  und  eine  dritte  Gerade  mit  den  Gleichungen 

y  =  3fo-f-w»,         z  ■=-  Nx-\-n 

jeno  beiden  senkrecht  schneiden  soll,  so  müssen  bekanntlich  die  Be. 
dingungen  erfüllt  sein: 

(Bl  +  C1a  +  y)M+(Ci+B1a  +  ß)N^  -(1  +  B^  +  C.ß) 
(B9+Cp+y)M+(Ct  +  B4i  +  ß)X (1 +**  +  <%» 

(m  —  62)  (iV—  Ctf  -  (»  -  c,)  (Jlf-  B2) 

wo  a/Jy  die  Cosinus  der  Coordinatenwinkel  siud  (Scblömilch,  Analyt. 
Geom.  II,  S.  44). 

Die  ersten  beiden  Gleichungen  bestimmen  M  und  iV,  d.  h.  die 
senkrechte  Lage  der  Geraden,  die  letzten  beiden  demnächst  m  und 
n,  so  dass  wirkliches  Schneiden  eintritt.  Wenden  wir  dieso  Regeln 
auf  unsere  Gleichungen  1),  2)  und  7}  au,  so  erhält  man  als  Bestim- 
mungsgleichungcn  für  Af,  2V,  m  und  n 

10)  (8  +  y)M+(öa  +  ß)N (1  +  öy) 

11)  (—  8+y)M+(—  8a  +  ß)N=*  -(1—  8y) 

12)  mN=  (n+c)(M—  8) 

13)  mN  —  (n—  c)  (Jf  +d). 
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Aus  10)  und  11)  folgt  durch  Addition  und  Subtraction 

14)  yM+ßN*=—l 

15)  M+aN y 

und  daraus 

fr—« 


16)  M  = 


«/  —  ß 


1  -y* 

17)  JV=    — V 

Dann  folgt  aus  12)  und  13) 


18)  m- 


3*        JV 


19)  »«j.M 

Um  die  entsprechenden  Werte   für  das  Zwischenlot  FF'  zu  er- 
halten, hat  man  nur  in  obiger  Ableitung  zu  vertauschen 

x  mit  z    also    a  mit  y    und    8  mit  s 


y 

» 

X 

ß   „  «  . 

z 

M 

y 

y  *  f 

und  erhält 

16') 

ftr— « 

17') 

1  —  5* 
fr  —  « 

18') 

,          ft     AT*—  £2 

19') 

£ 

Vertauscht  man  ebenso 

y  mit  z    also    «  mit  0    und  ä  mit  f 

*  »  y  ß   »   y         c  »   a 

*  „    *  7    «    « 
so  erhält  man  für  das  Lot  (?&' 

16")  ,j/"=?p^ 
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17")  Na 

18")  m! 


aß-y 

a    M"*  —  ? 

"  Y       N" 


19")  n"-^.JIf" 

wodurch  die  12  unbekannten  Consta^ten  in  den  Gleichungen  7)  bis 
9)  bestimmt  sind. 

2)  Um  zu  erfahren,  welchen  Beziehungen  die  gegebenen  6 
Grössen  abcaßy  genügen  müssen,  wenn  sich  irgend  2  der  8  Zwischen  - 
lote  z.  ß.  EE'  und  FF'  schneiden  sollen,  kann  man  auf  deren  Glei- 
chungen die  oben  angegebene  Regel  für  das  Schneiden  zweier  Ge- 
raden anwenden  und  durch  eine  etwas  umständliche  Rechnung,  die 
weiter  keine  Schwierigkeit  bietet,  jene  ßeziehuug  finden.  Man  kommt 
aber  kürzer  zum  Ziel  durch  eine  geometrische  Bemerkung.  Da  EE' 
senkrecht  zu  Ebene  ary,  und  FF'  senkrecht  zu  Ebene  xz,  so  sind 
beide  —  schneidend  oder  kreuzend  —  senkrecht  zur  XAxe.  Die 
senkrechten  Projectionen  aller  Punkte  von  EE'  einerseits  und  von 
FF'  andrerseits  auf  die  XAxe  fallen  also  je  ia  einen  Punkt  der 
letzteren  zusammen.  Wenn  Sich  nun  die  Geraden  EE1  und  FF' 
schneiden,  also  in  einer  Ebene  liegen,  die  selbst  senkrecht  die  JSTAxc 
schneidet,  etwa  in  Q19  so  fallen  eben  jene  erwähnten  beiden  Punkte 
der  XAxo  in  einen,  nämlich  in  den  Punkt  Qt  zusammen,  und  umge- 
kehrt ist  letzteres  das  Merkmal  dafür,  dass  EE'  und  FF'  sich 
schneiden.  Es  genügt  zu  dem  Zweck  der  Nachweis,  dass  die  senk- 
rechte Projection  eines  Punktes  von  EE'  und  eines  Punktes  von 
FF'  auf  XX'  zusammenfallen.  Diese  Punkte  können  beliebig  ge- 
wählt werden ,  z.  B.  die  Punkte  Rx  und  i?2,  in  denen  EE '  und  FF' 
die  Ebene  xy  bez.  xz  treffen,  oder  etwa  auch  die  Punkte  &,  und  ^, 
in  denen  EE'  die  Ebene  y»,  FF'  die  Ebene  xy  treffen.  Nun  zeigen 
die  Gleichungen  7)  und  8),  dass 

St  die  Coordinaten  x  —  0,    y  =  m,     **»n 
St   „  „  «  —  0,     *  —  m',    y  —  »' 

haben.  Projicirt  man  die  Strecke  0St  (senkrecht)  auf  XX  \  so  ist 
die  Projection  OQ' =  m.y-\-nß.  Projicirt  mau  ebenso  0Stt  so  ist 
die  Projection  OQ"«  m'+rc'y.  Sollen  also  EE'  und  FF'  sich  schnei- 
den, d.  h.  0!  und  Q"  in  einen  Punkt  Qt  zusammenfallen,  so  lautet 
die  Beziehuugsgleichuug: 

20)  my+nß=>m'+n'y. 
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Hatte  man  die  Punkte  Rt  und  R9  gewählt,  so  hat  man  ans  7) 
ud  8)  die  Coordinaten  von 

_  _  n  Am  — Mn 

R1 :  z  —  0,    *  —  —  1»,        V  = 


2\T        *  iV 


Ä,:y  —  0,     * rn,         a  = 


n'  N'm'—M'n 


i~r lurff 


Also  ist  die  Frojection  der  Strecke  OJ^  auf  die  JTAxe 

(Am-3ffi)y— n 

ood  die  entsprechende  Projection  von  0R2  ist 

oder 

Non  ist  ans  14) 

Mf+1  —  —AK?. 

Ferner  entspricht  der  Gleichung  15)  eine  andere 

15')  M'+yN' ß, 

tod  deren  Richtigkeit  man  sich  auch  direct  aus  16')  und  17')  über- 
zeugen kann,  so  dass 

M'+ß  =  -  N'y 

ist  Nach  Einsetzung  dieser  Werte  wird 

00m  -  «"TW  .  my+nß 


0«"-^-»'+,> 


Man  erhält  also  auch  hieraus  als  Bedingung  für  das  Vorhanden- 
sein eines  Schnittpunkts  von  EE'  und  FF'  die  Gleichung  20);  ausser- 
dem überzeugt  man  sich  nebenher,  dass  wirklich,  nach  den  Glei- 
chungen der  Geraden  EE1  und  FF',  die  senkrechten  Projectionen 
zweier,  also  aller  Punkte  von  EE'  einerseits  und  von  FF1  andrer- 
seits auf  XX*  in  je  einen  Punkt  zusammenfallen. 

Die  Bedingungen  dafttr,  dass  EEf  und  GG',  und  dass  IF'  und 
and  GG'  sich  schneiden,  findet  man  auf  analoge  Art.  Es  ergiebt 
ach  also: 
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EEf  schneidet  FF\  wenn 

20)  my-\-nß  =  m'-\-n'y 
G&  schneidet  EE1,  wenn 

21)  m"a -\-n"y  —  m+na 
FF'  schneidet  QG',  wenn 

22)  m'ß+n'a  =  m"+n"ß 

3)  Um  die  hierin  liegenden  Beziehungen  zwischen  abcaßy  zu 
finden,  hat  man  die  in  den  Gleichungen  16),  17)  ...  bis  18"),  19") 
notirten  Werte  von  m,  »  u.  s.  w.  einzusetzen.  Tut  man  dies  zunächst 
in  Gleichung  20),  nachdem  man  letztere  in  der  Form 

my-\-nß  —  m! — n'y  =  0 

geschrieben  hat,  so  erhält  man: 

ac  (ßy — «)2y           &£  (ay — ß)y   .    ac  (ßy — a)ß 

b  («y— /S)(l— y2)  ~~  a      1— y*    +  T     ay—ß 

bc  (aß—y)*            ab  ßy—a      bc  (aß—y)y 

a  (ßy-a)(l— ß*)  "T  c    1=0*"       a      ßy—a    ™  U 


a<? 


Nach  Zusammenfassung  der  Glieder,  welche  den  Factor  -,  und 

bc 
derjenigen,  welche  den  Factor  -    enthalten,    und    einiger   Verein- 
fachung, ergiebt  sich,  dass  alle  übrig  bleibenden  Glieder  den  Factor 
(ßy—a)  gemein  haben,  und  obige  Gleichung  geht  über  in 

(R         J  ^       1  ac      1  bc         ß*— y* * 

W"«'\  c    i_02~  j    i.y  «  (1-^(1-7") )  "" 

Berücksichtigt  man,  dass  02  — y2  =  l  — y*— (l  —  ß*)  ist,   so  zerlegt 

sich  der  letzte  Bruch  in  der  Klammer  in  t^**  —  rrT»     demnach 
erhält  man: 

<*-«»{i^(i-3-R.Ö-9}- 

Diese  Gleichung  zerfällt  ersichtlich  in  die  beiden: 

ßy  =  a 

b       fa       c\  c       /a       b\ 

1-ß*  \c  ~  a)  B  1  -y2  V""  «/ 

Letztere  bringt  man  leicht  auf  die  Form 
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c2(a2-a2)"~i- y2* 
Nun  ist  «  =  cos(y*)  oder,  was  dasselbe  ist,  «=  cos  o,  ß  —  cos(a»)  = 
cosb,  y  =  cos(xy)  —  cosc.  Die  Winkel  (y«),  (a»),  (ary)  oder  a,  5,  <; 
sind  die  Seiten  (Kantenwinkel)  der  von  den  Coordinatenaxen  (Mittel- 
linien des  Tetraeders)  gebildeten  körperlichen  Ecke  OXYZ.  Mögen 
die  Winkel  (Flächenwinkel)  dieser  Ecke,  wie  sie  den  Seiten  a,  ft,  c 
gegenüber,  d.  h.  wie  sie  an  den  Kanten  OX,  OF,  OZ  liegen  A,  B,  C 
heissen,  so  ist  bekanntlich 

cosa  =  cos  b  cos  c+ sin  b  sine  cos  ^1 
oder 

cos^sinbsinc  =  cosa  —  cos  b  cosc  =  *  —  ßy. 

Die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungsgleichungen,  wonach 
a—  ßy  «=  0  sein  soll,  ist  also  identisch  mit:  cos A sin b sine  =  0. 

Da  nnn  sinb  oder  sine  nur  verschwinden  könnte,  wenn  Winkel 
b  oder  c  =  0  oder  =  180°  würde ,  was  sich  von  selbst  ausschliesst, 
so  lange  das  Tetraeder  als  solches  bestehen  soll ,  so  geht  jene  Glei- 
chung über  in 

cos^  —  0,    ^  —  90°. 

In  der  zweiten  jener  beiden  Gleichungen  ist 
l-fl»_sin*b 
1  -y2  ~"  sin2c 
oder,  was  dasselbe  ist 

__  sin'jg 

~~  sin2C 

Analoge  Beziehungen  findet  man  durch  entsprechende  Behand- 
lung der  Gleichungen  21)  und  22).  Die  Bedingungen,  welchen  die 
Bestimmungsstücke  des  Tetraeders  genügen  müssen,  wenn  sich  die 
Zwischenlote  EE'  und  if,  oder  GG'  und  EE\  oder  FF'  und  GG' 
schneiden  sollen,  werden  hiernach  ausgedrückt  bezüglich  durch  fol- 
gende Gleichungen 

|23a) 
i  23b) 

j24a) 
(24b) 

i  25a) 
j  25b) 


*  =  ßy> 

cosA  —  0,        A 

-90° 

sin26       sin2J? 
"~  sin2*?  *™  sin2C 

0  —  «y, 

cos-B  =  0,       B 

«90° 

c«(J2-a2) 
a2(&2-c2)" 

sin2<?       sin2C 
sin2a       sin2-4 

y  =  «ft 

cos  C  —  0,        C « 

-90° 

a*(c*— i2) 

sin2a       sin2-4 
"~sln2ä  *~"  sin2-»' 
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64  Gellenthin:  Ueber  einigt  Eigenschaften  de*  Tetraeders. 

Und  zwar  ist  zu  bemerken,  dass  jedesmal  die  anter  a)  oder  die 
unter  b)  notirte  Gleichung  genügt,  um  das  Schneiden  der  betreffen- 
den Lote  zu  bedingen. 

4)  Die  Deutung  der  obigen  Gleichungen  hat  keine  Schwierig- 
keit 

Es  folgt  z.  B.  aus  23a): 

„Stehen  die  Ebenen,  welche  eine  der  3  Mittellinien  des  Tetra- 
eders mit  je  einer  der  beiden  anderen  bildet,  auf  einander  senk- 
recht —  oder  stehen  2  Seitenflachen  des  umschriebenen  Parallel- 
„flächners  senkrecht  auf  2  anderen  —  so  schneiden  sich  2  Zwischen- 
„lote.  Jedes  dieser  Lote  ist  der  einen  dieser  Ebenen  parallel  und 
„zur  anderen  senkrecht".  Man  findet  auch  leicht  aus  den  Gleichungen 
7)  bis  9),  dass  jedes  dieser  beiden  Lote  eine  der  Mittellinien  senk- 
recht schneidet. 

Aas  der  Combination  von  23a)  und  24a)  folgt:  „Steht  eine  der 
„3  Mittellinien  senkrecht  auf  den  beiden  anderen  -  stehen  4  Seiten- 
Bächen  des  umschriebenen  Parallelflächners  senkr.  auf  den  2  übrigen 
„—  so  ist  jene  erste  Mittellinie  (zz')  selbst  eins  der  Zwischenlote, 
,,und  wird  von  den  beiden  andern"  (im  allgemeinen  in  2  verschiedenen 
Punkten)  „senkrecht  geschnitten".  Man  findet  leicht,  dass  diese  beiden 
Schnittpunkte  vom  Mittelpunkt  der  geschnittenen  Mittellinie  nach 
derselben  Seite  liegen,  in  Abständen,  die  sich  verhalten  wie  die  Qua- 
drate der  beiden  anderen  Mittellinien  (a2 :  b2). 

Die  Gleichung  23b)  kann  man  auch  schreiben  in  der  Form: 

1-°- 

_c*      1  —  ßi      l  — cos'b 


1      ^l-y8       1  —  cos*c 

Sie  enthält  die  4  Grössen  -,  v,  0,  y.  Man  sieht,  was  ohnehin  ein- 
leuchtet, dass  die  betrachtete  Eigenschaft  des  Tetraeders  nicht  von 
der  absoluten  Länge  seiner  Mittellinien,  sondern  nur  deren  Verhält- 
nissen  und  ihren  gegenseitigen  Neigungen  abhängt.    Die  Gleichung 

a  a 

ist  unter  anderem  erfüllt,  wenn  -=cosb  und  zugleich  t=cosc 

ist;  dann  ist  eine  der  Mittellinien,  XX"',  senkrecht  auf  einer  der 
Seitenflächen  des  Tetraeders ,  ABD ,  und  auf  der  zu  ihr  parallelen 
Ebene  XY'Z,  d.  h.  sie  ist  die  Höhe  des  zwischen  diesen  Ebenen 
liegenden  Pyramidenstumpfes. 
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Es  muss  dabei  notwendig  sowohl  -  als  7  kleiner  als  die  Einheit 

c         o 

sein.  Es  kann  auf  diese  Art  aber  immer  nur  1  Paar  Zwischenlote 
zum  Schneiden  gebracht  werden.  Denn  sollte  auf  dieselbe  Art  Glei- 
chung 24b)  erfüllt  sein,  welche  lautet:  ' 

so  mflsste  gerade  -  <  1  sein,  was  mit  ~b   <   1    unverträglich     ist. 

Gleichung  23b)  kann  unter  anderem  auch  erfüllt  werden,  wenn  zu- 
gleich b  —  <?,  und  ß  —  y,  d.  h.  Wkl.  b  «  Wkl.  c  ist;  d.  h.  wenn  2 
der  Mittellinien  gleich  lang  sind  und  mit  der  3  ten  gleiche  Winkel 
bilden.  In  diesem  Fall  ist  Ecke  OXYZ  —  und  die  ihr  congruento 
und  symmetrische  des  umschriebenen  Parallelfl&chners  —  gleich- 
schenklig. Sollten  auf  diese  Art  2  der  Gleichungen  unter  b)  erfüllt 
sein,  so  käme  man  auf  die  Bedingung  a  =  £  =  c,  ein  Fall,  auf  den 
wir  sogleich  zurückkommen. 

5)  Von  besonderem  Interesse  für  unsere  Aufgabe  sind  diejenigen 
Combinationen  der  gefundenen  Bedingungsgleichungen,  deren  Erfül- 
lung das  Vorhandensein  eines  gemeinsamen  Schnittpunktes  aller  3 
Zwischenlote  zur  Folge  hat  Dieser  Combinationen  scheint  es  4  zu 
geben,  nämlich:  1)  alle  3  Gleichungen  a).  —  2)  2  Gleichungen  a) 
und  eine  Gleichung  b).  —  3)  Eine  Gleichung  a)  und  2  Gleichungen 
b).  —  4)  Alle  3  Gleichungen  b). 

Eine  Betrachtung  dieser  4  Fälle  im  einzelnen  ergiebt  Folgendes: 

1)  Wenn  23a),  24a),  25a)  zugleich  bestehen,  so  ist  Wkl.  A  — 
B  =  C  —  90° ,  jede  der  3  Mittellinien  steht  senkrecht  auf  den 
beiden  andern,  der  umschriebene  Parallelflächner  ist  ein  rechtwink- 
liger, je  2  Gegenkanteo  des  Tetraeders  sind  gleich  lang,  die  3  Mittel- 
linien sind  zugleich  die  Zwischenlote,  diese  schneiden  sich  also  im 
Schwerpunkt  des  Tetraeders  O. 

2)  Man  wähle  etwa  die  Combination  23a),  24a),  25b)  —  die 
beiden  anderen  in  diesem  Falle  noch  möglichen  Gruppirungen  er- 
geben nichts  wesentlich  Anderes  — ,  so  ist  A  «■  B  ■=  90°,  folglich 
sin 4  —  sin  J?«=  1 ,  also  aus  25b)  a*(c*—  b*)  ■=  b  »(c*  —  «*)  d.  h.  a  «  b. 
Zwei  der  Mittellinien  sind  gleich,  die  dritte  steht  auf  beiden  senk- 
recht, der  umschriebene  Parallelflächner  ist  ein  gerades  Prisma  mit 
rhombischer  Grundfläche,  2  der  Gegenkanten  sind  senkrecht  gekreuzt, 
die  andern  4  gleich  lang. 

kick,  der  Hefe,  u.  Phjt  J.   Reihe,  Teil  III.  t 
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Wie  schon  oben  bemerkt,  ist  in  diesem  Falle  die  Mittellinie 
(ZZr),  welche  auf  den  beiden  andern  senkrecht  steht,  zugleich  das 
eine  Zwischenlot  —  zwischen  den  senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten 
—  und  von  den  beiden  anderen  senkrecht  geschnitten,  diesmal  in 
demselben  Punkte,  da  das  Verhältniss  a2:i*  wegen  d  =  b  den  Ex- 
ponenten 1  hat. 

Der  Abstand  dieses  Punktes  P  von  O  hat  den  Wert  <y,  ist  also 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  der  Wkl.  (xy),  d.  h.  der  Winkel 
zwischen  der  positiven  Richtung  der  XAxq  und  der  FAxo  spitz  oder 
stumpf  ist  Nun  haben  wir  bei  Ableitung  unserer  Gleichungen  als 
positive  Richtung  der  XAxe  diejenige  betrachtet,  welche  von  O  nach 
DC  führt,  nach  detfenigen  Kante,  deren  Gleichung  lautet: 

y  =  —  &c, 

d.  h.  deren  Protection  auf  die  xy  Ebene  nicht  durch  den  oben  de- 
finirten  Coordinatenwinkel  {xy),  sondern  durch  den  Nebenwinkel  geht. 
Von  den  beiden  senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten  (DC  und  AB) 
verbindet  nun  die  eine  die  Scheitelpunkte  der  spitzen  Winkel,  die 
andere  die  Scheitelpunkte  der  stumpfen  Winkel  des  Rhombus,  in 
welchem  jede  eine  der  Diagonalen  ist,  und  zwar  ist  jene  die  längere, 
welche  dio  spitzen  Winkel  verbindet.  Die  xy  Protection  der  längeren 
halbirt  also  die  spitzen,  dio  xy  Projection  der  kürzeren  die  stumpfen 
Winkel,  welche  von  den  Mittellinien  und  Coordinatcnaxen  XX'  und 
YY'  gebildet  werden.  Wählt  man  also  als  Winkel  (xy)  zwischen  der 
positiven  -YAxe  und  der  positiven  FAxo  den  stumpfen,  so  ist  die 
positive  ZAxe  nach  der  längereu,  wählt  man  den  spitzen  Winkel, 
so  ist  die  positive  ZAxe  nach  der  kürzeren  der  zu  einander  senk- 
rechten Gegenkanten  gerichtet.  In  jenem  Fall  ist  cy  negativ,  in 
diesem  positiv.  In  jedem  Fall  also  liegt  der  Punkt  P  vom  Schwer- 
punkt O  des  Tetraedors  nach  der  kürzeren  der  2  ungleichen 
senkrecht  gekreuzten  Gegenkanten  hin. 

3)  Wählt  man  in  diesem  Fall  etwa  die  Gleichungen  23a),  24b) 
und  24c)  —  die  beiden  andern  möglichen  Gruppen  ergeben  dasselbe 
Resultat  —  so  ist  nach  23a)  A  =  90°,  also  sin  A  «  1.  Dann  folgt 
aus  24b) 

.  %n      c*(b>-a*) 
8in  c  -  aW-c*)' 


und  aus  25b) 

und  daraus 
also 


.  2D    &y-c*) 

sm*ß  =  -3775 57 1 

a*(b*  —  c*) 

sin2C+sin2Ä=l, 
£+£-90°. 
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Dies  ist  aber  neben  A  «  90°  unmöglich,  da  A+B+C>  180°  sein 
mnss.    Dieser  Fall  scheidet  also  aus  der  Zahl  der  Möglichkeiten  aus. 

4)  Wenn  alle  drei  Gleichungen  23b),  24b),  25b)  gleichzeitig 
erfüllt  sein  sollen,  so  ist  dies  nur  auf  eine  Art  möglich.  Durch 
Mültiplication  der  beiden  ersten  erhält  man  nämlich: 

sin*jg  b*(a*— c*) 

shAi*"       a*(6*  —  c*)9 

während  Gleichung  25)  ergiebt: 

sinlP      6»(o*--c*) 
sin^l  "*  a*(&8— c*)' 
Es  muss  also  dann  sein 

(o*— <?*)  —  -  (a*  —  c»)  -0    also     a  =  c. 

Schreibt  man  etwa  23b)  in  der  Form: 

b  V  —  c*)  sin*C  —  c*{a* — J*)sinlB, 

so  sieht  man,  dass  für  a*— c*  *»  0,  auch  a%  -  &*  «  0,  d.  h.  a  —  b 
sein  muss;  da  sin*2*  und  c2  von  0  verschieden  sind.  Der  4te  Fall, 
das  gleichzeitige  Bestehen  der  drei  Gleichungen  unter  b)  ist  also 
nur  möglich,  wenn  a  =  b  =»  c  ist;  wobei  dann  die  Winkel  zwischen 
den  3  Mittellinien  beliebiebige  sein  können.  (Befreit  man  die  3 
Gleichungen  von  ihren  Nennern,  so  sieht  man  sofort,  dass  bei  belie- 
bigen «,  /?,  y  die  Gleichungen  erfüllt  sind,  sobald  a  =  b  =  c).  In 
diesem  Fall  ist  der  umschriebene  Parallolflächner  von  6  Rhomben 
begrenzt,  je  2  Gegenkauten  des  Tetraeders  sind  senkrecht  gekreuzt 
Es  ist  dies  der  in  Abschnitt  I.  betrachtete*  Fall;  der  Schnittpunkt  P 
der  3  Zwischenloto  fällt  mit  dem  der  4  Höhen  zusammen,  ist  aber 
(im  allgemeinen)  vom  Schwerpunkt  0  des  Tetraeders  verschieden. 

Im  allgemeinen  sind  von  den  6  Bhomben  nur  je  2  gegenüber- 
liegende congruent.  Die  speciellen  Fälle  «  =»  0  >  y,  «  •=  ß  ■=  y> 
«  =  0  =  y  «=  o  sind  leicht  zu  deuten. 

„Es  giebt  also  nur  3  wesentlich  verschiedene  Fälle,  in  denen  die 
„3  Zwischenlote  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  treffen". 

L  „Die  Winkel  zwischen  je  2  Mittellinien  sind  rechte,  die  Längen 
„der  letzteren  beliebig". 

IL  „2  Mittellinien  sind  gleich  lang,  .ihr  Winkel  beliebig,  die  dritte 
^beliebig  lang  und  auf  beiden  senkrecht''. 
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HI.  „Alle  3  Mittellinien  sind  gleich  lang,  die  Winkel  zwischen 
„ihnen  beliebig". 

6)  In  dem  letzton  dieser  3  Fälle  besitzen  die  6  Fasspunkte 
der  3  Zwischenlote  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft.  Wir  haben  die 
Punkte,  in  denen  EE\  FF\  GG'  die  Coordinatenebenen  xy,  xz  und 
yz  senkrecht  schneiden,  bezüglich  Ru  R*  und  Rz  genannt.  Sind  die 
Bedingungen  des  letzten  Falles  erfüllt,  so  bestimmen  EE'  and  FF' 
eine  Ebene  E1,  EE'  und  GG'  eine  Ebene  E2,  FF'  und  GG'  eine 
Ebene  £8,  welche  bezüglich  die  Axen  der  a,  der  y  and  der 
z  senkrecht  schneiden;  die  Schnittpunkte  mögen  in  dieser  Reihenfolge 
Qu  Q*»  Q$  heissen.  Jedes  der  Zwischenlote  wird  von  der  za  ihm 
senkrechten  Coordinatcnebene  halbirt,  so  dass  RXE  =  R1E'  »=•  ll% 
RtF^  R%F'  —  J»  RSG  «  R9G'  -  *,  ist 

Wenn  wir  zunächst  nur  die  Zwischenlote  EE'  und  FF'  be- 
trachten, und  nur  die  Gleichung  23b)  als  erfüllt  ansehen,  so  findet 
sich  Folgendes:  Es  ist  Q,  -R,  senkrecht  sowohl  zu  XX'  als  zu  EE\  Q^ 
senkrecht  zu  XX'  und  zu  FF'.  Also  ist  QXE  =  QtE\  jede  von 
diesen  Strecken  möge  qx  heissen ;  ebenso  QtF  ==  QtF\  von  denen 
jede  q±  heisse.  Endlich  ist  QRt  senkr.  auf  EE\  also  OE  =  OE '; 
ebenso  OR%  senkr.  auf  FF',  also  OF  =  OF'.  Der  Abstand  der  Punkte 
E  und  E*  heisse  r„  derjenige  der  Punkte  F  und  F'  von  O  heisse  r2# 

Bezeichnet  man  nun  das  dem  Punkte  R1  zugehörige  y  mit  yt 
und  das  dem  Punkte  R%  zugehörige  z  mit  «*,  so  ist  aus  den  Glei- 
chungen 7) 

c^       c&  fl — «y 

91  ~  ""  ^"""ä  1  — yf 

Und  da  ^ 

QA  =  ftsinOuy)  -  yi  Vi  -  y* 
so  wird 

Entsprechend  wird  aus  Gleichung  8) 

7        *#  _  *?  y-~cft 

*-"~2V'-a   l-/*2f 
also 

i2.«?2  (y  — aß)2 
Q,V  =  JZ,*sin*M  -  JWtt-«  -  "5T     l-ft  ' 

Bezeichnet  man  ferner  den  Neigungswinkel  von  ZZ'  gegen  die 
Ebene  xy  oder  o£  mit  i^,  den  von  YY*  gegen  die  Ebene  xz  oder  a<? 
mit  t^,  so  ist  nach  bekannten  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 
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Ä  (  sin»!  =  swAtinb  —  sinJBsina    und 

«  sin  ^  =  sin  4  sin  c  —  sin  Csln  o 

Da  nun  jf  gleich  dem  von  Z  anf  Ebene  oft,  2,  gleich  dem  von  Kauf 
Ebene  *?  gefeilten  Lot  ist,  so  ist 

ij  =  csina^  —  csiu^sinb 

lz  »  ftsint^  =»  £  sin  4  sin  C 

Ferner  ist,  wie  schon  oben  angeführt, 

ß—uf  —  cos  .£  sin  a  sine,    f  -«0  —  cos  Csin  a  sin  b, 

also 

(0— OV)f  (y_Äj})S 

1—yt   —  cos*£sin*a,  i  —  *t    =  cos8GTsin*a. 

Bei  Einsetzung  der  notirten  Werte  erhält  man: 

icf&2 
*,»  —  Qt^'+d'  -  p-  cos*J?sin*j  +c*smUsinfb 
a 
&*  —  Q,Ä,*+d8  —  ^-cosa(7sin»a  +  ^8in2il8in8c. 

Schreibt  man  hier  für  cos'2?  und  cos*C  bezüglich  1  —  sin*-ff  und 
l-8insC,  berücksichtigt  die  Gleichung  26)  und  subtrahirt  die  untere 
Gleichung  von  der  oberen,  so  erhält  man 

die  Hammergrösse  ist  nach  23b)  —  0,  also  wird 

Wenn  also  zwei  der  Zwischenlote  unter  Erfüllung  einer  der  Glei- 
chungen unter  b)  sich  schneiden,  so  liegen  ihre  4  Fusspunkte  in 
einem  Kreise,  dessen  Ebene  eine  der  Mittellinien  senkrecht  und  zwar 
i»  Mittelpunkt  jenes  Kreises  schneidet.  —  Ausserdem  folgt  ans 
tf-Otf  —  0«i2+*i*,  aas  r8»  —  OF*  —  0Qi*+ta2  nnd  qS  -  p,2, 
da»  rt  =  r,  =  0-B  «-  OF  «=  0.E'  =  OjF'  ist;  die  vier  Pusspunkte 
EE'/F'  haben  also  auch  von  O  gleichen  Abstand. 

Bestehen  die  3  Gleichungen  unter  b)  gleichzeitig,  so  gilt  genau 
Entsprechendes  je  von  den  4  Punkten  EE'GG'  und  FF'GG'  d.  h. 
Etliche  6  Fusspunkte  liegen  dann  auf  einer  Kugel  mit  dem  Centrum 
f}-  Es  wird  dann  einfacher  (Gl.  27)),  da  a  —  b  =~  c  ist, 

pxf  =»  a2(sin2a  —  sin* -ff  sin*a  +  sin'il  sin*b) 

"■4  mit  Rücksicht  auf  26) 
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Qt*  «  a*sin*a  —  af(l  —  «*) 
Ferner  ist 

also  hat  man  für  den  Radius  der  erwähnten  Engel 

r*  —  a*(l  —  «*)+  a*«2  «  a»,     r  —  o. 

Man  erhält  also  den  merkwürdigen  Satz:  „Wenn  die  3  Mittel- 
linien eines  Tetraeders  gleich  lang  sind ,  so  schneiden  sich  die  4 
„Höhen  und  d;e  3  Zwischenlote  in  einem  und  demselben  Punkte. 
„Ferner  liegen  die  Mitten  der  6  Kanten  und  die  6  Fnsspunkte  der 
„Zwischenlote  auf  einer  Kugelfläche  (deren  Centrum  der  Schwerpunkt, 
„und  deren  Radius  die  halbe  Mittellinie  ist)." 

7)  Hiernach  ergiebt  sich  für  ein  Tetraeder  mit  den  eben  an- 
geführten Eigenschaften  folgende  einfache  Construction :  Man  ziehe 
in  einer  Kugel  mit  dem  Centrum  O  drei  beliebige  Durchmesser  XX ', 
yy'9  ZZ\  lege  durch  die  Endpunkte  jedes  Durchmessers  2  Ebenen 
parallel  zu  den  beiden  anderen  und  wähle  von  den  8  Ecken  des 
entstehenden  rhombischen  Parallelflächners  vier  (ABCD)  so  aus, 
dass  nie  je  2  auf  derselben  Kante  desselben  liegen.  Diese  4  Punkte 
sind  die  Ecken,  ihre  6  Verbindungslinien  die  Kanten  des  gesuchten 
Tetraeders.  —  Jede  der  letzteren  schneidet  die  Kugelfläche  in  2 
Punkten.  Sechs  von  diesen  12  Punkten,  die  Punkte  XX'  YY'  ZZ' 
sind  die  Mitten  der  6  Tetraederkanten,  die  sie  verbindenden  Durch- 
messer sind  die  Mittellinien,  ihr  Schnittpunkt  O  der  Schwerpunkt  des 
Tetraeders.  Die  andern  6  Punkte,  paarweis  nach  den  Gegenkanten 
geordnet  {EE'FF'GQ1)  und  verbunden,  liefern  die  3  Zwischenlote. 
Dieselben  sind  zugleich  Höhen  des  Parallelflächners;  sie  schneiden 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  P.  Die  Verbindungslinien  dieses 
Punktes  mit  den  4  Ecken  ABCD  sind  zugleich  die  Höhen  (Iter  Art) 
des  Tetraeders,  also  P  der  „Höhenpunkt"  desselben. 

Es  ist  ohne  Weiteres  klar ,  dass  die  noch  übrigen  4  Ecken  des 
Parallelflächners  (ÄB(J3))  ein  zweites,  dem  ersten  symmetrisches 
Tetraeder  bestimmen,  welches  mit  dem  ersten  den  Schwerpunkt  O 
und  die  3  Littellinien  gemein  hat.  Die  3  Zwischenlote  und  die  4 
Höhen  desselben  schneiden  sich  in  einem  Punkte  $;  die  3  Punkte 
P,  0  und  $  liegen  auf  derselben  Geraden  und  zwar  %  symmetrisch 
zu  P  in  Bezug  auf  O.  Die  6  Fnsspunkte  der  neuen  Zwischenlote 
liegen  ebenfalls  auf  der  erwähnten  Kugelfläche ,  die  hiernach  18  be- 
merkenswerte Punkte  bestimmt. 
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8)  Die  Construction  eines  Tetraeders,  in  welchem  nach  Fall  I. 
S.  67.)  die  Zwischenlote  einen  gemeinsamen  Schnittpunkt  haben,  er- 
giebt  sich  daraus,  dass  der  umschriebene  Parallelflächner  ein  recht- 
winkliger ist  Man  erhält  auch  hier  2  symmetrische  Tetraeder,  welche 
Schwerpunkt,  Mittellinien  und  die  mit  ihnen  identischen  Zwischenlote 
gemein  haben.  Ein  „Höhenpunkt",  in  welchem  sich  die  „Höhen 
Iter  Art1'  schneiden,  existirt  in  diesem  Tetraeder  nicht.  —  Die  im 
Torher  besprochenen  Fall  erwähnten  18  Punkte  sind  hier  durch  6 
setzt  Dieselben  liegen  nicht  auf  einer  Engelfläche ;  wenn  man  eine 
Analogie  aufsuchen  will ,  kann  man  sie  als  die  Endpunkte  der  Axen 
enes  3axigen  Ellipsoids  betrachten. 

9)  Die  Construction  eines  Tetsaeders,  welches  dem  Fall  II.  ent- 
spricht, ergiebt  sich  ebenfalls  aus  dem  umschriebenen  Parallelfläch- 
ner, welcher  von  2  Rhomben  (Grundflächen)  und  4  Rechtecken 
(Seitenflächen)  begrenzt  ist  Die  beiden  in  demselben  enthaltenen 
Tetraeder  haben  ein  Zwischenlot  —  etwa  EE'y  jetzt  identisch  mit 
ZZ*  —  gemein.  Dasselbe  wird,  wie  oben  erwähnt,  von  FF'  und 
££'  senkrecht  geschnitten  in  einem  Punkt  P-,  dessen  Abstand  von 
0 gleich  cy  ist,  und  —  bei  entsprechender  Bezeichnung  im  andern 
Tetraeder  —  von  gg'  und  ®®'  in  einem  Punkte  s4$>  welcher  zu  % 
ia  Bezug  auf  O  symmetrisch  liegt.  Die  Ebene  von  FF'  und  GG ' 
schneidet  den  Parallelflächner  in  einem  Rhombus,  welcher  den  Gründ- 
lichen congruent  ist;  die  Loto  FF1  und  GG'  sind  die  durch  den 
Diagonalenpunkt  dieses  Rhombus  gelegten  Höhen  desselben,  also 
zieieh  lang.  Entsprechendes  gilt  von  gg'  und  ®©',  Die  jetzt  vor- 
handenen 10  Fusspunkte,  EE' FF' GG' %%' %®'  liegen  diesmal  auf 
einem  Rotationsellipsoid ,  dessen  Rotationsaxe  EE'  =  2b  und  dessen 
Äquatorialdurchmesser  <=*  2a,  d.  h.  gleich  jeder  der  beiden  anderen 
JlitteUinien  ißt.  Die  4  Punkte  FF'GG'  und  gg'  ®©'  liegen  in  je 
einem  Parallelkreis,  dessen  Ebene  von  der  Acquatorialebene  den  Ab- 
stand +  cy  hat  und  dessen  Radius  «  a(l  —  y2)  ist.  Die  Punkte  F 
«id  g',  G  und  ®',  G'  und  ®,  F'  und  g  liegen  in  je  einem  Me- 
ridian. 

10)  Als  Coordinaten  des  gemeinsamen  Schnittpunktes  P  der  3 
Zwischenlote  ergaben  sich,  wenn  er  vorhanden  ist,  in  Fall  I):  Xp  = 
1>-  ZP=  0,  in  Fall  II):  XP  =  YP  —  0,  ZP  =  cy.  In  Fall  III) 
könnte  man  dieselben  berechnen  aus  den  Gleichungen  7)  und  9), 
*dche  für  den  Punkt  P  allesammt  gelten ,  mit  Berücksichtigung  der 
Beziehung  a  *=*  b  =**  c.  Die  Rechnung  wird  einfacher ,  und  man  cr- 
-iält  eine  anschauiiehe  Vorstellung  von  der  Lage  des  Punktes  P  in 
diesem  Falle,  wenn  man  sich  erinnert,  dass  er  gleichzeitig  in  den 
°kn  (S.  68.)   erwähnten  Ebenen  Ely  £2,   Es  liegt,   von  denen  die 
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erste  die  X Axe,  die  zweite  die  FAxe,  die  dritte  die  £Axe  bezüglich 
in  den  Abständen  a«,  (S.  70).,  aß,  ay  von  0  senkrecht  schneidet. 
Diu  Schnittpunkte  Q19  Q„  Qs  sind  leicht  zu  construiren.  Man  findet 
z.  li.  Q1}  indem  man  von  OZ  auf  YYf  senkrecht  projicirt  und  die 
Protection  von  O  aus  auf  der  JTAxe  nach  der  Seite  abträgt,  wo  die 
kleinere  der  beiden  senkrecht  gekreuzten  Kanten  AD  und  BC  liegt. 
Die  oben  genannten  3  Ebenen  haben,  wie  man  leicht  findet,  bezüg- 
lich die  Gleichungen 

Ei  :  x~\~YV~{~ßz  mm  aa 
Et  :  yx-\-y-\-ax  —  aß 

•^8  :  0ar+o»+*  -■  «y 

woraus  myi  einfacher,  als  aus  den  Gleichungen  7)  bis  9)  die  Coor- 
Jiitaten  xyz  des  Punktes  P  berechnen  kann.    Man  erhält  so 

x  =  Ji(«(l-«2)+/J(«iJ-y)  +  y(«y-i5)) 

y  -  Ji(«i-^)+y(?y-«)+«(aU-y)) 

*=  Ji(yd-y2)+«(«y-/3)+/J(/Jy--«)) 

wo 

4*  =  1  —  «»  —  jj*.    yS-f2«0y 

st.  Es  liegt  nahe,  die  Strecken  aa,  bß,  cy  selbst  in  einem  von  dem 
gewöhnlichen  etwas  abweichenden  Sinne  der  Coordinaten  des  Punktes 
F  anzusehen  und  mit  x'y'z'  zu  bezeichnen.  Bezeichnen  ferner  ä,  £, 
>?,  I;  die  Länge  der  Strecke  OP  und  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
sie  mit  0X,  OY,  02  bildet,  so  findet  man  leicht. 

*  =  **'    *-«&    t~v 

imd 

d*  =  xxr-\-yyr-\-zz\ 

11)  Die  3  MXttelliniee2a,  2£,  2c  und  die  von  ihnen  einge- 
schlossenen Winkel  obe  (oder  deren  Cosinus  aßy)  sind  offenbar  für 
das  Tetraeder  völlig  ausreichende  und  beliebig  zu  gebende  Bestim- 
muogsstücke-,  nur  sind  die  Winkel  obe  den  Bedingungnn  zu  unter- 
werfen, dass  ihre  Summe  kleiner  als  360°  und  dass  die  Summe  irgend 
zweier  von  ihnen  grösser  als  der  dritte  sei.  Es  Hesse  sich  also  aus 
diesen  6  Stücken  eine  vollständige  Theorie  des  Tetraeders  aufstellen, 
wie  sie  Unferdinger  aus  den  6  Kanten  aufgestellt  hat  (Grün.  Arch. 
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LI.,  S:  354.  ff.).  Es  Messe  das  nichts  anderes,  als  die  Eigenschaften 
des  Tetraeders  consequent  ans  denen  des  „umschriebenen"  Parallel- 
flächners  ableiten,  durch  welchen,  wenn  er  beliebig  gegeben  wird,  in 
der  Tat  das  ihm  „eingeschriebene"  d.  i.  ans  6  seiner  Diagonalen 
gebildete  Tetraeder  ebenso  durchgängig  bestimmt  ist,  wie  umgekehrt. 
Ich  beschränke  mich  hier  auf  ein  Beispiel,  die  Bestimmung  des  Te- 
raeder-Volumen.  Aus  (Fig.  3.)  sieht  man,  dass  die  Seitenflächen 
des  Tetraeders  ABCD  von  dem  umschriebenen  Parallelflächner  4 
andere  Tetraeder  abschneiden.  Eines  derselben  ist  z.  B.  11BCD. 
Als  seine  Grundfläche  können  wir  VkDC  ansehen,  seine  Höhe  ist 
—  EE'.  Erstere  ist  die  Hälfte  des  Parallelogramms  <ICÖZ>,  letztere 
die  zugehörige  Höhe  des  Parallelflächners.  Das  Volumen  von  sl\BCD 
ist  also  =  $ ,  das  aller  abgeschnittenen  Tetraeder  zusammen  =  £ 
von  dem  Volumen  D  des  Parallelflächners.  Nennnt  man  also  T  das 
Volumen  des  Tetraeders  ABCD,  so  ist  T «*  $21.  Nun  ist  U  = 
VCBDEE'.  Den  Flächeninhalt  F  des  Parallelogramms  WC3U) 
kann  man  auf  2  Arten  ausdrücken.  Denkt  man  sich  21$  gezogen, 
nennt  tt  den  Winkel  zwischen  91$  und  CD,  welcher  zugleich  den 
Winkel  darstellt,  unter  dem  AB  und  CD  sich  kreuzen,  und  bezeichnet 
die  Länge  von  CD  mit  2e,  von  ÄS3  =  AB  mit  2«',  von  EE'  (wie 
früher)  mit  2^,  so  ist  F  in  4  fläcliengleiche  Dreiecke  zerfallen,  deren 
jedes  den  Inhalt  ^'sin*,  hat,  also  F  =  2e«'sinf1,  U  =  ^ee'siae,  und 
T  =»  faee' sin  e'    (Carnot'sche   Formel).     Aber    anderseits    ist   auch 

F=  Z>«. #a. sin  ©£>«=*4aä. sine. 

Ferner  ist  Gleichung  26) 

EEf  =  ZZ\  sin  ij  —  2c.  sin  A .  sin  b. 
Also 

JI«=  8a&?sin-4.sinb.8inc. 

Nun  ist  jedes  der  drei  gleichen  Prodncte  sinXsinb.sinc,  sinasin  2*sinc, 
sin  a  sin  b  sin  C  bekanntlich  gleich  z/,  wenn  man  wieder  mit  A  die 
Grösse  Vi —  <**— 0f  —  y2+2a^y  bezeichnet  (den  sogenannten  „sinus 
der  dreiseitigen  Ecke"  OXYZ,  nach  v.  Staudt,  Crelle's  Journ.  XXIV., 
S.  252.;  cf.  Dostor,  Grün.  Arch.  LVIL,  S.  121.).  Also  erhält  man 
n=8abcJ  und  T  =-  $abcJ.    In  Worten: 

„Das  Volumen  eines  Tetraeders  ist  gleich  dem  dritten  Teil  des 
„Productes  der  3  Mittellinien,  multiplicirt  mit  dem  sinus  der  von 
„ihnen  gebildeten  Ecke". 

Noch  einfacher  erhält  man  dasselbe  Resultat,  wenn  man  sich  er- 
nnert,  dass  J  das  Volumen  eines  Parallelflächners  angiebt,  dessen 
3  zuainmenstossende  Kanten  jede  gleich  der  Längeneinheit  sind  und 
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zwischen  sich  Winkel  mit  den  Cosinus  aßy  einschliessen,  (cf.  z.  B. 
Schlömilch,  Analyt.  Geom.  IL,  8. 12.),  welcher  also  mit  unserem  um- 
schriebenen  Parallelflachner  gleiche  Winkel  hat. 

Daraus  ergeben  sich  unmittelbar  die  zuletzt  gegebenen  Aus- 
drücke für  II  und  T,  welche  diese  Volumina  durch  abc  aßy  aus- 
drücken. Die  Formel  für  T  schliesst  sich  den  zahlreichen  anderen 
an,  wie  sie  z.  B.  von  Dostor  (a.  a.  0.  S.  144  ff.)  gegeben  sind. 
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IV. 

Anwendung  der  Thetafunctionen  auf  geodätische 
Strecken  und  Winkel. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  geodätischen  Bogen  auf  einem  Rotationsellipsoid  stellon  sich 
als  reine  Ellipsenhogen  oder  elliptische  Integrale  2.  Gattung,  dio 
zugehörigen  geographischen  Längen  als  reine  Integrale  3.  Gattung, 
4.  Art  mit  Coefficienten  1  dar,  und  zwar  variirt  der  Modul  von  der 
Excentricität  des  Meridians  beständig  abnehmend  bis  0,  wenn  der 
geodätis8he  Bogen  sich  dem  Aequator  nähert 

Da  nun  die  Excentricität  des  Erdmeridians  an  sich  eine  kleine 
Grösse,  der  entsprechende  Thetamodul  noch  viel  kleiner  ist,  so  klein, 
dass  die  2  ersten  Terme  der  Thetareihen  bis  auf  13  Decimalstellen 
ausreichen,  so  zeigt  sich  von  vorn  herein  die  Anwendung  der  Theta- 
functionen zur  directen  Berechnung  geodätischer  Strecken  und  Winkel 
als  vielversprechend. 

Obgleich  nun  die  Betrachtung  einer  geodätischen  Strecke  eine 
grössere  Anzahl  von  Fragen  hervorruft,  so  will  ich  mich  doch  auf 
die  2  Aufgaben  beschränken,  deren  Lösung  unmittelbar  aus  der 
Theorie  hervorgeht,  während  die  übrigen  die  Auflösung  der  resul- 
tirenden  Gleichungen  verlangen,  nämlich: 

Es  sind  gegeben  geographische  Länge  und  Breite  des  Anfangs 
eines  geodätischen  Bogens,  Azimut  der  Anfangstangente  und  Breite 
des  Endpunkts,  gesucht  1)  die  geodätische  Länge  des  Bogens  und  2) 
die  geographische  Länge  des  Endpunkts. 
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$.1.  Integration  in  algebr ai seh -trigono metrischer  Form. 
Ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 

s»  +  y»      *» 

so  sind  die  Bedingungen  der  geodätischen  Linie: 

wo  dio  Accente  die  Differentiation  nach  dem  Bogen  «  ausdrücken. 
Hiernach  hat  man  die  2  Gleichungen: 


b* 


a#  —  yx  =  0;       — -j—  x  —z       tj        —  ü 


Die  erstere  gibt  integrirt: 

xy'~-  yx'  =  h 

Soi  A  die  geographische  Länge,  und 

a^rcosA;      y  =  rsinX 


thuu  werden  sie 


."  -" jl'2 


r* 


woraus  nach  Elimination  von  X': 

^-"^  +  5VÖ°  (2) 

Zerlogt  man  die  Flächengleichung  in 

r  —  acosy;      *  —  ftsiny 
und  setzt 

ar 

so  goht  Gl.  (2)  über  in 

A*  siny 
y"(l-t,co8V)  +  «,y',8J»yco8y+^^;  -  0 

ödet 

intcgrirt 

/'(l-e*cos*y)  -  S(c*-t«2y)  (3) 


woraus : 

/l— -c2cos2y 

•y 


a»      i/1  —  *'cosa 


(4) 
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Bezeichnet  ß  die  geographische  Breite,  so  ist 

cos/?  b        sin/S 

"""■vi—W   "ÜY=-«vi=*wß 

Führt  man  also  0  statt  y  ein,  so  erhält  man: 

±  8,  ^      _ _ — — 


*  (1  —  «*sin»0)iyc»—  (1  —  s*)tg*0 
Die  Breite  0  erreicht  ihr  Maximum  für 

c»-(l-«*)tg*/J«0 
Ist  also  &  das  Maximum  von  ß,  so  ist 

und  die  Gleichung  lautet  nun: 

,    3j  _«*  C08feC03/?8ff 

*  (1  —  «*8in*p)iy8in*/J0— sin*0 
Jetzt  folgt  leicht: 

8i  =  ^'=-,  ^d-^8inW  (6) 

r*        a*C08*pv  r/ 

§.  2.    Azimut. 

Der  Winkel,  unter  dem  die  geodätische  Linie  *  im  laufenden 
Punkte  den  Meridian  schneidet,  d.  i.  das  Azimut,  sei  =  fr.  Ein  Punkt 
der  Oberfläche  ist  bestimmt  durch 

m  —  acosyoosA;    y  —  acosysinA;    *  —  Äsiny 

Differentiirt  man  bei  constantem  A,  so  erhält  man  als  Richtungs- 
cosinas der  Tangente  des  Meridians: 

sinycosA     .  _jinysinX_. 

yl  —  «'cos8y  VI  —  «8cos*y 


aVl  — «*cos*y 
Bei  variabelm  A  kommt: 

x'  ==  —  ay 'sin  y  cos  1 — aA'cos  y  sin  A 

y'  =»  —  ay'  sin  y  sin  A + «  A'eos  y  cos  A 

*' «-  fty'cos  y 
woraus: 
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cob#  —  (B')s'+(yV+(«V  —  «/Vi  —  «'cos'y 

das  ist  in  0  ausgedrückt: 

*      h*  ß' 

cosd  =  -  — —~ - — — 


a  (1  —  6*  sin*  0)1 
and  nach  Gl.  (5): 

C08»^±^VJkL,<?Q-gia^  (7) 

a       cos  0O  cos  0 

Im  Durchschnitt  mit  dem  Aeqnator  sei  &  —  &0.     Hier  wird 
0  —  0,  also 

cosfl  «  ± ^ tg0o  oder  A=:±-j eot0oco80b 

Zwischen  0O  and  fl0  muss  offenbar  eine  Relation  bestehen.    In 
einem  Punkte  des  Aequators  wird  die  erste  Gl.  (1): 

Ebenda  ist  die  Bertthrungsebene  normal  zur  Aequatorebene,  daher 
adX  Projection  von  8f,  d.  i. 

al!  —  sind0 

Ans  beiden  Gleichungen  folgt: 

a* 
asin$0  =  A  —  7-  cot0ocos#o 

oder 

tg*o  =  £cot0o  (8) 

Das  gibt: 

cos  tr0  ■«  — 7        =  :  ===  i     sin  ^0  =    .—      =  =====  (9) 

0      «yi  — «'sin'0o  °       Vi  — **sin'0o  ' 


a  COS  ftp 


VF—  e'  sin»  0O 

und  Gl.  (7)  wird: 

h 
cos#  =  — —  Ä 
acos0 

aufgelöst  nach  cos0  und  sin0o 


(10) 


I  /sin8  0Q  —  sin8  0 
V   1 -«'sin' 0o 


cos0=  - 


b COS  0Q 


«  V  (1  —  «'  sin'0o)  sin'  0— «*  cos'0o 

.   o       i  /l  —  g8  sin8  ß  —  sin'  0  cos'0  n  . 

sin 0O  =  y    x^^^^coa^cogi^  l«) 
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§.  3.    Integration  in  elliptischer  Form. 
Setzt  man  für  den  Modul 

&  =  «sin/J0  (12) 

sin  ß  =  sin  ß0  snc  u  (13) 

und  lässt  u  mit  «  wachsen,  dann  gilt  in  GL  (5)  das  untere  Zeichen, 

und  man  findet: 

bh'du       b  _  t    a 

dnc*tt       &' 
Gl.  (6)  wird: 

-   fe8cosft)         dn8t*8t* 

ö*—        a       v8— (1  —  «8)dn8t* 

Bezeichnet  o  den  Parameter  des  Integrals  3.  Gattung,  so  ist 

dn'«=~«;    fc'sn'c*  —  -;     fc'cn'a  —  ecos0o  (14) 

und  die  Gleichung  geht  üher  in 

dn8w9u 


3A  =»  sn'acn'adn'a: 


1  — sn'2adn2M 
Nach  Gudermann's  Bezeichnung  sind  die  Integrale: 

•  -pelu;      A«/>4(t*,«)  (15) 

Der  Anfang  beider  ist  in  den  Meridian  gelegt,  welcher  die  geo- 
dätische Linie  symmetrisch  teilt,  also  in   das  Maximum  der  Breite. 

Im  Durchschnitt  des  Aequators,  ß  =  0,  wird  i*  =  K,  daher 

*  =  ^E;     l  =  Ke\'a  —  (E-E)a  (16) 

Sind  nun  Länge  und  Breite  ^  und  ß1  des  Anfangs  eines  geo- 
dätischen Bogens  s—s1  und  das  Azimut  #*  seiner  Aufangstangente 
gegeben,  so  hat  man  nach  Gl.  (12)  (11): 

1  /l  —  t8  sin»  fe — sin8  0,  cos8  g'     \ 

*  S  £  ^        1  —  *8+  «8 COS8 ^ C0B»fc  ( 

,,       W     (l-e)(l-g»sin8ffi  (  (17) 

*  ""  ^  1  -  *8  +  f**»'*,  cos8ft  ) 

Ist  ferner  die  Breite  ß  des  Endpunkts  gegeben,  so  sind 
snett  =  jrsinft      dn'a  =»  « 
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also  der  Modul  k  and  die  Argumente  u  und  a  bekannt,  folglich  nach 
den  61.  (15)  s  und  A,  woraus  dann  der  Bogen  * — st  und  die  L&ngen- 
differenz  A— -  lx  gefunden  wird,  wie  es  die  anfängliche  Aufgabe  forderte. 

§.  4.    Ausdruck  in  Thetafunctionen. 

Die  hier  eingeführten  Reihenausdrücke  sind: 

Btv  —  l  +  2gcos2tt+2g4cos4t>+... 
Sv  =  l  —  23COs2t?-J-2g4cos4f7  — ... 

HLv  «  2gi(C0Sü  +  g2C0s3t;+26C0s5t>+...) 
üfo  «  2gi(sins>  — g8  sin  3t>  +  g6  sin  5t> -—...) 

Um  zuerst  den  Modul  q  zu  bestimmen,  hat  man: 

l-j/Jt       «)-g0_i4g+4gi  +  .- 

1  +  ytf  ""  00+00     „  2+44*+.. .  "  ^äu  — V-.  J 

Nach  Bessel  ist 


log  «  =  8,9122052  — 10 ;       log  Vi  —  e*  =  9,9985458  — 10 
Nehmen  wir  für  k  seinen  grössten  Werte,  so  ist  der  Hauptwert  von  q 

_ii-~yr^~r*__  1 1— yr^-T2 e* 

2i+yr=T*     2(i+yi-iä)2    2(i+Vf=^j2(i+Vi=72) 

dies  gibt: 

log««  6,6217437  —  10 

logg-*  —  13,4869748 

folglich  kann  man  bei  einer  Rechnung  bis  auf  13  Decimalstellen  die 
4te  Potenz  von  q  vernachlässigen  und  schreiben: 

11  —  yjc'  fc* 

q  =  21+yF  "  2(1+ y*')*d+*')  (18) 

Ebenso  lässt  sich  das  Argument  finden.    Man  hat: 

2«cos2vÄg^+n^Äd5^TF;   wou  =  .e1«o 

oder 

co82c^1—-/--7dntt+yjb,  (19) 


daher 


11        o        o  dun  —  k' 

1  -t-  COS  2t>  =  2  7: 7T7T71 i TTi\ 

1  (1  — yfc)(dntt+yjr) 

1  — C0S2ü  =  2Vk'?z 7T77T5 i 77K 

v   (i  —  y fc')(dut*+ y  * ) 


(20) 
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2yrfeYdnti  —  k'Yl  —  dnu 
sin*>-     (l-y*')(dni*+V*') 

_    2^*'(l4-V*')(l+fe')8nt^_ 
"(dntt+y^Vdatt+ibyi+dnu         l    ' 

um  eine  genügend  starke  Convergenz  der  Theta-Beihen  bei  Be- 
rechnung von  a  zn  haben,  sind  2  Formeln  aufzustellen  für  die  2 
FUle,  wo 

«  <  oder  >££' 
ist    Setzt  man 


(22) 
(23) 


so  hat  man  nach  den  Gl.  (14): 

6,*      dn»«         dn'«           V*' 

Sif;—  V*'  ~~  V*'cn'a  ~"  cos  & 

9ta       dnt(jr— «)         dn'tr-«)               1 

aV*' 

0tf""         Vife'         """  y*fcnf(JP— a)        Vife'sn'a"" 

& 

Beide  Werte  werden  einander  gleich  für 

Dem  entspricht 

.       J       RX'       1,     1 

M    M     i/l+f?     i+(g*+g<)+(g8+g5)+-> 
e*    •*",h-«l"i-tf+|i)+(«l+«,)+... 

Für  h  —  «*  aber  ist 

logg -4,4447104— 10 

logg-» -16,6658688 
daher  der  Term  (g'+g6)  in  16ter  Decimaistelle  noch  nicht  merklich. 
Ans  der  Gleichung  dn'«  =  i  erhalt  man: 


(tfsn'c  en'a  ^^p—  -  ^  Bn"a  dn'*)  W  -  *'f  sn'a  cn'«  3« 


was  man  schreiben  kann; 
jfe'da 


Dies  zeigt,  dass  beständig  «  mit  &,  also  mit  ß0  wächst.  Vermindert 
man  also  sin/}0  von  £  an,  so  erhöht  sich  die  Convergenz  der  erstem 
Reihe,  vermehrt  man  ß0,  so  nimmt  K*—  a  ab,  and  die  zweite  Beihe 
oonvergirt  stärker. 

Ank.  4.  Math.  m.  Phyi.  2.  Beihe,  Teil  HL  $ 
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Mit  Weglassung    der  dritten   and  folgenden    Terrae  in  beiden 
Fällen  erhält  man  also  für  sinß0  ^  s: 


o        o*      yic'—  cos  ft> 
2q cos 2#  =  r/7,  , ~ 


(24) 


und  für  sin/?0  ->  «: 


2gc6s2ia  =  iV*L_*  (25) 

und  zwar  ist 


oder 


«r  -  WO -(J  log  £-«)©,*> 
t(l  +  2«)*  ~  Q  log  ^  -  *)  (1 + 2«)* 


(26) 


Nachdem  nun  q,  v,  £,  6  bekannt  sind ,  gehen  die  Ausdrücke  (15) 
über  in 


b_  (&v     H?o  \ 

'-  ©*0\Öe>  ~  Hl0V) 

i  =  *^"  +  2l0ge(^Rjj 


(27) 
(28) 


^(|log|-d)  ^-fal+g) 

Entwickelt  man  in  Reihen,  so  kommt: 

ffl0       1+5*       u-i-»n 

»jyg .  sin  %+ V  sin  3# 

Hrf  ~      *c08#-fg*C08  3t£ 

• .    *  i  ,  .    s /3an3«     cosjKft) 
=  -  .  tg  «  (1+2%-hj^— ^-J} 

»tg»t{i4-8a*co8*it} 

Die  übrigen  Transformationen  sind  einfach;  man  findet: 


d-Sa)» 
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83 
(30) 


.        t      fl(e«-e-«)8in2»        /,       .   a  =    \ 
+  ^tgl-g(e2c+€--2C)cös2,;     (für81n/S0<t) 

i        .       (e-2«'— g».2'')8in2»       /,       .    a  =   \ 


§.  5.    Messung  des  Meridians. 
Ist  d0  —  0,  so  wird  ß0  =  R,  daher 

k  =  «;       0  «-  coamw 
Setzt  man  sin*?  =  «sin/J,  so  hat  Gl.  (21)  die  Form: 

Csm2ß 


sin  2t? 


and  GL  (29): 


COS  |(Vfc'+C0Slf)yC0S  1?  +  k' 


( A     ,       JBsin2t>    \ 
Die  Constanten  haben  folgende  Werte: 


k  —  s  «  0,08169683 
*'  =  0,9966572 
V*'  —  0,9983272 
q  —  0,0004185465 
A  =  0,9983297 
ß  =  0,001671387 
C  —  2,818977 


logfc«  8,9122052  — 10 
log*:'«  9,9985458  —  10 
logV*'—  9,9992729  —  10 
logg  =  6,6217437  —  10 
log  4=  9,9992738  -10 
log  2?=  7,2230769  —  10 
log  C=  0,4500915 


6* 
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V. 

Ueber  den  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen 
Punkte  zweier  Curven. 

Von 

B.  S  p  o  r  e  r. 


Die  Gleichungen  zweier  algebraischer  Curven  6™  and  C*  seien: 

C«  —  axm+(by+c)x»-l-\-(dy*+ey+f)x"-*  +  ...  —  0 
oder 

Eliminiren  wir  hieraas  ar,  so  erhalten  wir  für  die  Ordinaten  der  mn 
Schnittpunkte  beider  Curven  die  Gleichung: 


0        a  by  +  c  <ly*+ey+f 

0         0  a  by  +  c         dy*+ey+f 


.(*) 


W 


Entwickeln  wir  diese  Gleichung,  so  finden  wir,  dass  die  Coeffi- 
cienten  der  beiden  höchsten  Potenzen  von  y  in  jedem  der  (mn)9 
Glieder  der  Determinante  nur  abhängig  sind  von  den  Coefficicnten 
der  Glieder,  deren  Grad  in  den  Unbekannten  in  den  Gleichungen 
Cm  und  C*  gleich  m  oder  gleich  m — 1  resp.  —  n  oder  gleich  n — 1 
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ist.    Daraus  können  wir  schliessen,  dass  die  Form  der  Gleichung  der 
Ordinaten  der  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Curven 

pym+n  +  gym+n-1  -f  <p  (y)   =  0 

ist,  wo  p  und  q  nur  von  den  erwähnten  Gliedern  der  Gleichungen 
der  Curven  abhängig  sind  und  wo  <p(y)  vom  Grade  (m-f-n  —  2)  ist. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  die  algebraische  Summe  der  Wur- 
zeln der  Gleichung  der  y  gleich  —  -  wird,  so  finden  wir,  dass  die 
Ordinate  des  Schwerpunkts  der  Schnittpunkte  von  CW  und  C* 

Ä fl. 

mnp 

wird.    Da  für  die  Abscisse  des  Schwerpunktes  die  gleichen  Schluss- 
folgerungen giltig  sind,  erhalten  wir  den  Satz: 

Die  Lage  des  Schwerpunktes  der  gemeinsamen  Punkte  zweier 
Curven  Cm  und  C»  ist  nur  abhängig  von  denjenigen  Gliedern  der 
Gleichungen  beider  Curven,  deren  Grad  in  den  Unbekannten  gleich 
oder  um  eine  Einheit  kleiner  ist  als  die  Ordnung  der  Curven  Cm 
und  C*. 

Sind  ferner  »,,  o,...am  und  at\  a2f...anf  die  Asymptoten  der 
beiden  Curven,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  derselben  auf  die 
Formen 

<7*  =  Ä1 .  «s ...  «*+/(*!»)  —  0 

bringen,   wo  f(x,y)  und  f{x,y)  vom   (m  —  2)ten  resp.   («-— 2)ten 
Grade  sind. 

Bedenken  wir  nun,  dass  die  Asymptoten  der  Curven  fest  bleiben, 
wenn  die  Functionen  f(xyy)  und  /'(<r,y)  sich  irgendwie  ändern,  so 
finden  wir,  dass  der  Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  von  Cm 
und  C*  identisch  ist  mit  dem  Schwerpunkt  der  Curven  a1.ai...am  «0 
und  cr1'.tt2'...crw'=0  oder  mit  andern  Worten  es  ergiebt  sich  uns 
der  Satz: 

Die  Schnittpunkte  zweier  algebraischen  Curven  haben  denselben 
Punkt  zum  Schwerpunkt  wie  die  Punkte,  welche  die  Asymptoten  der 
einen  Curve  mit  den  Asymptoten  der  andern  Curve  gemein  haben. 
Bleiben  also  die  Asymptoten  zweier  Curven  fest,  so  ändert  der 
Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Curven  sich 
nicht,  wenn  die  Curven  selbst  sich  ändern, 
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Von  diesem  Satze  nun,  der  unseres  Wissens  noch  unbekannt  ist, 
sei  es  uns  gestattet,  in  folgendem  einige  Folgerungen  zu  ziehen,  welche 
zwar  an  und  für  sich  wenig  neues  liefern  werden,  deren  Ableitung 
jedoch  immerhin  von  Interesse  sein  dürfte. 

IL 
Zunächst  sei  eine  der  beiden  Curven  eine  gerade  Linie,  so  geht 
der  Satz  in  folgenden  über. 

Die  Schnittpunkte  einer  geraden  Linie  mit  einer  Curve  Cn  haben 
denselben  Schwerpunkt  wie  die  Punkte,  welche  die  Linie  mit  den 
Asymptoten  der  Curve  gemein  hat,  oder:  Die  algebraische  Summe 
der  Abschnitte  auf  einer  Linie  zwischen  den  Punkten  einer  Curve 
und  deren  Asymptoten  ist  gleich  Null. 

Ein  speciellcr  Fall  ist  der  bekannte  Satz  über  die  Hyperbelsecante. 

b)  Sind  von  einer  Curve  C3  drei  Asymptoten  gegeben  und  soll 
die  Curve  überdies  noch  durch  zwei  Punkte  A  und  B  geben,  so  folgt  aus 

a)  sofort,  dass  sie  noch  durch  einen  3ten  Punkt  auf  AB  gehen 
muss  oder  auch: 

Haben  zwei  Curven  3ter  Ordnung  dieselben  Asymptoten,  so 
liegen  die  übrigen  3  Schnittpunkte  derselben  auf  einer  geraden  Linie 
Ein  specieller  Fall  davon  lautet: 

Die  3  Schnittpunkte,  in  welchem  die  Asymptoten  von  Cs  die 
Curve  C3  im  endlichen  treffen,  liegen  in  gerader  Linie. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Berührungspunkte  der  Asymptoten 
in  einer  geraden  Linie  —  der  unendlich  fernen  —  liegen,  so  folgt 
hieraus  sofort  durch  Protection  die  Theorie  der  Begleiterin  einer 
geraden  Linie  in  bezug  auf  eine  Curve  Cz. 

c)  Bei  einer  Wendetangente  ist  der  Wendepunkt,  bei  einer 
Rückkehrtangente  der  Rückkehrpunkt  und  bei  einer  Tangente  in  einem 
Doppelpunkte  der  Doppelpunkt  einer  Curve  C3  stets  der  Schwerpunkt 
der  3  Punkte,  welche  die  betreffende  Tangente  mit  den  3  Asymptoten 
gemein  hat. 

d)  Hat  ferner  eine  Curve  C3  zwei  feste  Asymptoten  und  geht 
dieselbe  durch  3  feste  Punkte  einer  geraden  Linie,  so  dreht  sich  die 
3te  Asymptote  der  Curve  um  einen  festen  Punkt  auf  der  Linie  der 
3  festen  Punkte,  wenn  Cs  sich  ändert. 

Analoge  Sätze  wie  b)— d)  gelten  bei  Curven  höherer  als  der 
3ten  Ordnung. 
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e)  Bewegt  sieb  eine  gerade  Linie  parallel  mit  sich  selbst,  so  ist 
der  Ort  des  Schwerpunkts  der  Punkte  dieser  Linie,  welche  dieselbe 
mit  n  festen  Linien  gemein  hat,  stets  eine  gerade  Linie.  Daraus 
folgt  sofort  der  Satz: 

Wird  eine  gerade  Linie  parallel  mit  sich  selbst  verschoben,  so 
bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  Punkte,  die  sie  in  ihren  Lagen  mit 
einer  Curve  O  gemein  hat,  auf  einer  geraden  Linie.  Jeder  Richtung 
ist  in  bezog  auf  eine  Curve  O  somit  eine  solche  gerade  Linie  — 
Durchmesser  der  Curve  genannt  —  conjugirt  und  zu  jedem  solchen 
Durchmesser  gehört  eine  Richtung. 

f )  Ist  ABC  das  Asymptotendreieck  einer  Curve  C8,  D  ein  be- 
liebiger Punkt  auf  BC,  und  verlängern  wir  nun  AD  nach  E,  dass 
AE  —  2AD  wird ,  so  ist  der  Ort  von  E  eine  gerade  Linie.  Ziehen 
wir  ferner  BE  und  CE,  so  schneiden  diese  Linien  die  Seiten  AC  und 
AB  in  den  Punkten  x  und  y  eines  Durchmessers.  Ziehen  wir  näm- 
lich durch  x  und  y  parallele  Linien  mit  AD,  so  ergiebt  sich  uns 
sofort,  dass  x  und  y  die  Schwerpunkte  der  3  Punkte  sind,  in  welchen 
diese  Linien  die  Seiten  des  Asymptotendreiecks  treffen.  Dies  giebt 
uns  den  Satz: 

Die  Durchmesser  einer  Curve  C*  schneiden  die  Seiten  des  Asymp- 
totendreiecks in  projeetivischen  Pnnktreihen,  oder:  Die  Durchmesser 
einer  Curve  C3  umhüllen  einen  Kegelschnitt  K\  der  die  Seiten  des 
Asymptotendreiecks  in  den  Seitenmitten  berührt 

Analog  finden  wir  für  die  Curve  Cn: 

Die  Durchmesser  einer  Curve  Cw  umhüllen  eine  Curve  der 
(»— l)ten  Ordnung,  welche  die  Asymptoten  von  O  berührt. 

g)  Zu  jedem  Punkte  gehören  somit  zwei  Durchmesser  einer 
Curve  C5,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen,  nämlich  die  Tangenten, 
welche  sich  von  dem  Punkt  an  den  Kegelschnitt  K%  ziehen  lassen. 
Daraus  können  wir  umgekehrt  schliessen,  dass  durch  jeden  Punkt 
zwei  Linien  gehen,  für  welche  der  Punkt  Schwerpunkt  der  gemein- 
samen Punkte  der  Linie  mit  C3  ist.  Die  Construction  dieser  Linien 
liefert  die  zu  dem  vorigen  Satze  gehörige  Figur. 

.  Dreht  sich  ferner  eine  gerade  Linie  um  einen  festen  Punkt  P, 
so  bewegt  sich  der  Schwerpunkt  der  3  Punkte  dioser  Linie,  welche 
sie  mit  3  geraden  Linien  gemein  hat,  auf  einer  Curve  3ter  Ordnung 
<V,  welche  in  P  einen  Doppelpunkt  hat,  und  deren  3  Asymptoten 
den  Seiten  des  Dreiecks  der  festen  Linien  parallel  sind;  und  zwar  ist 
PAehnlichkeitspunkt  des  festen  Dreiecks  und  des  Asymptotendreiecks, 
und  die  Seiten  des  letztern  verbalten  sich  zu  denen  des  erstem  wie  1:3. 
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Daraus  folgt  sofort  ein  analoger  Satz,  wenn  an  Stelle  von  3  ge- 
raden Linien  eine  Curve  C*  tritt. 

Liegt  P  ausserhalb  JT*,  so  hat  die  Curve  <7,8  einen  eigentlichen 
Doppelpunkt,  liegt  P  auf  der  Curve,  so  ist  P  Rückkehrpunkt,  und 
liegt  P  innerhalb,  so  ist  P  ein  isolirter  Punkt  von  Ct*. 

Liegt  P  auf  einer  Asymptote,  so  zerfällt  C±*  in  die  Asymptote 
und  einen  Kegelschnitt,  fällt  P  mit  dem  Schnittpunkt  zweier  Asymp- 
toten zusammen,  so  zerfällt  C\z  in  eine  gerade  Linie  und  die  Asymp- 
toten durch  P. 

Analoge  Sätze  gelten  über  Curven  höherer  Ordnung. 


m. 

Ist  eine  der  algebraischen  Curven  ein  Kreis,  so  kann  der  Haupt- 
satz wie  folgt  ausgesprochen  werden,  wenn  wir  bedenken,  dass  Kreise 
mit  demselben  Mittelpunkt  auch  dieselben  (imag.)  Asymptoten  besitzen : 

Die  Lage  des  Schwerpunkts  der  gemeinschaftlichen  Punkte  eines 
Kreises  K%  und  einer  Curve  CH  ist  nur  abhängig  von  der  Lage  des 
Mittelpunktes  von  Kl  und  von  der  Lage  der  Asymptoten  von  C*, 
Der  erwähnte  Schwerpuukt  bleibt  also  fest  der  Halbmesser  des  Kreises 
und  die  Curven  C»  mögen  sich  ändern  wie  sie  wollen,  wenn  nur  der 
Mittelpunkt  von  K2  und  die  Asymptoten  von  C*  fest  bleiben. 

Dieser  Satz  nun  gestattet  einige  interessante  Anwendungen  in 
bezug  auf  die  Kegelschnitte. 

a)  Sei  z.  B.  auf  einer  Axe  eines  Kegelschnitts  irgend  ein  Punkt 
gegeben,  und  ist  verlangt,  man  soll  von  diesem  Punkte  aus  die  zwei 
Normalen  auf  den  Kegelschnitt  fällen,  welche  mit  der  Axe  nicht  zu- 
sammenfallen,  so  haben  wir  nur  um  diesen  Punkt  einen  Kreis  zu 
beschreiben,  welcher  den  Kegelschnitt  in  4  Punkten  schneidet,  welche 
wir  stets  als  reell  voraussetzen  können ,  falls  die  Aufgabe  überhaupt 
reelle  Lösungen  zulässt,  und  die  Mitten  zweier,  nichtparalleler  Gegen- 
seiten des  Vierecks  dieser  Punkte  zu  verbinden,  so  durchschneidet 
diese  Verbindungslinie  den  Kegelschnitt  in  den  gesuchten  Fusspunkten. 

b)  »*  +  y*—  2px~2qy  +  r=:0 
und 

seien  ferner  die  Gleichungen  eines  Kreises  und  eines  Kegelschnitte, 
so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  4  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  Curven  die  Werte: 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgen  sofort  die  Relationen 
«+5-1   und    *--£■*. 

woraus  sich  mit  Hilfe  conjngirtcr  Durchmesser  der  Schwerpunkt 
constrniren  lässt,  falls  es  keinen  Kreis  giebt,  der  den  Kegelschnitt 
in  4  reellen  Punkten  schneidet. 

c)  Ans  den  in  b)  angegebenen  Werten  für  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  lässt  sich  eine  einfache  Construction  des  Krümmungs- 
mittelpunkts für  einen  Punkt  A  auf  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  ab- 
leiten. Zunächst  finden  wir,  dass  wenn  wir  den  Mittelpunkt  M  des 
Kreises  sich  auf  einer  geraden  Linie  bewegen  lassen ,  dass  alsdann 
der  Schwerpunkt  S  der  4  gemeinsamen  Punkte  beider  Curven  sich 
ebenfalls  auf  einer  geraden  Linie  bewegt.  Liegt  also  der  Mittelpunkt 
M  des  Kreises  auf  der  Normale  des  Kegelschnitts,  so  ist  der  Ort  von 
S  eine  gerade  Linie.  Nun  lässt  sich  jedoch  für  zwei  Punkte  der 
Normale  als  Mittelpunkte  des  Kreises  die  zugehörige  Lage  des  Punk- 
tes S  sofort  bestimmen,  nämlich  für  die  Punkte  B  und  C,  in  welchen 
die  Normale  die  Axen  OB  und  OC  des  Kegelschnitts  durchschneidet. 
Die  Punkte  S1  und  Sj,  die  zu  diesen  Punkten  B  und  C  gehören, 
sind  nämlich  di  *  Fusspunkte  der  Lote  von  A  auf  die  x  Axen  OB 
und  OC. 

Schneidet  nun  der  Krümmungskreis  in  A  den  Kegelschnitt  über- 
dies noch  in  D,  so  muss  nun  der  Schwerpunkt  S  der  vier  gemein- 
schaftlichen Punkte  des  Kreises  -mit  dem  Kegelschnitt  auf  S1Sa  und 
auf  AD  liegen,  und  es  mute  AS:  SD  =  1:3  sich  verhalten.  Ziehen 
wir  ferner  durch  D  eine  Parallele  zu  S&,  so  schneidet  diese  den 
Kegelschnitt  noch  einmal  in  einem  Punkte  E,  der  mit  A  und  O  auf 
einer  geraden  Liuic  liegt,  wie  sich  sofort  ergiebt.  Daraus  ergiebt 
sich  uns  folgende  Construction  d*s  Punktes  D. 

Von  A  fälle  man  auf  die  Axen  des  Kegelschnitts  die  Lote  ASt 
und  ASi ,  ziehe  durch  -4,  AF  ||  SYS^ ,  verbinde  den  2  ten  Schnittpunkt 
F  von  AF  mit  dem  Kegelschnitt  mit  dem  Kegelschnittmittelpunkt  0,' 
so  ist  der  2te  Schnittpunkt  von  OFmit  dem  Kegelschnitt  der  gesuchte 
Punkt  D. 

d)  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel,  so  finden  wir,  dass  für  diesen 
Fall  der  Schwerpunkt  der  gemeinsamen  Punkte  eines  Kreises  und 
der  Parabel  stets  auf  der  Axe  der  Parabel  liegt.    Daraus  folgt  auf 
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analoge  Weise,  dass  für  dieson  Fall  die  Linie  AD  durch  die  Parabel- 
axe  im  Verhältniss  von  1:3  geteilt  wird. 

e)  Irgend  einer  Parabel  sei  ferner  ein  gleichseitiges  Dreieck 
ABC  einbeschrieben.  Um  den  Mittelpunkt  M  desselben  sei  durch 
die  Ecken  ein  Kreis  beschrieben ,  welcher  die  Parabel  zum  vierten 
Male  in  D  trifft.  Für  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  der  Punkte 
A,  2?,  C  und  D  ergiebt  sich,  wenn 

x*  +  V2—  2ox  -  2bp  +  c  —  0 
die  Gleichungen  der  Parabel  und  des  Kreises  sind: 

*=<a~j>>        *?  =  <> 

Da  der  Schwerpunkt  der  3  Punkte  -4,  #,  C  mit  dem  Mittelpunkt  M 
des  Kreises  zusammenfällt,  liegt  der  Schwerpunkt  der  4  Punkte 
A9  B,  C,  D  auf  MD.  Schneidet  also  MD  die  Parabelaxe  in  #,  so 
muss  also  E  der  gesuchte  Schwerpunkt  sein,  d.  h.  es  muss  ED  »  3EM 
sein.  Fällen  wir  nun  von  M  und  D  die  Lote  MF  und  DG  auf  die 
Parabelaxe,  so  ist,  wenn  £  der  Scheitel  der  Parabel  ist: 

SD  —  a  —  4p 

SD  +  4p  =*a  =  SF 
und 

MF=~  =  \V2p(a-4p) 

Aus  dieson  Gleichungen  folgt  aber  sofort,  dass,  bei  veränderlicher 
Lage  des  Punktes  D,  M  sich  ebenfalls  auf  einer  Parabel  befindet, 
d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 

Die  Schwerpunkte  aller  gleichseitigen  Dreiecke,  die  sich  einer 
Parabel  einbeschreiben  lassen,  liegen  auf  einer  Parabel. 

f)  Wird  ferner  irgend  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  ABC  einbeschrieben,  so  liegt  der  Schwerpunkt  M 
des  Dreiecks  ebenfalls  auf  der  Hyperbel.  Da  nun  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  der  4  Punkte  eines  Kreises  und  einer  gleichseitigen 

Hyperbel  nach  b)  die  Werte  I  =  |  und  t\  =  |  haben,  so  folgt  sofort, 

dass  ein  Kreis,  der  um  M  durch  die  Ecken  des  gleichseitigen  Dreiecks 
beschrieben  wird,  durch  den  andern  Endpunkt  des  durch  M  gehenden 
Durchmessers  gehen  muss.    Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Beschreibt  man  um  einen  Punkt  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
mit  der  Länge  des  zu  diesem  Punkte  gehörigen  Durchmessers  einen 
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Kreis,  so  bestimmt  dieser  Kreis  ausser  dem  andern  Endpunkte  des 
Durchmessers  noch  drei  Punkte  der  Hyperbel,  welche  die  Ecken  eines 
gleichseitigen  Dreiecks  sind. 

Wir  wollen  noch  hinzufügen,  dass  anknüpfend  an  die  Betrach- 
tung in  c)  sich  die  Aufgabe:  Von  einem  Punkt  sollen  die  Normalen 
auf  einen  Kegelschnitt  (mit  Mittelpunkt)  geftllt  werden  —  auf  folgende 
zurückfuhren  lässt: 

Durch  einen  Punkt  soll  eine  Linie  zwischen  die  Axen  eines 
Kegelschnitts  so  hinein  gelegt  werden,  dass  sie  durch  den  Kegelschnitt 
gehfilftet  wird,  woraus  sich  sofort  ergiebt,  dass  die  Fusspunkte  der 
Normalen  auf  einer  gleichseitigen  Hyperbel  liegen. 

Zum  Schluss  wollen  wir  noch  bemerken,  dass  sich ,  wie  für  den 
Kreis  und  die  Kegelschnitte,  auch  in  bezug  auf  die  gemeinsamen 
Punkte  zweier  andern  Curven  Sätze  entwickeln  lassen.  So  erhalten 
wir  z.  B.  für  einen  Kreis  und  eine  Neil'sche  Parabel  den  Satz: 

Der  Schwerpunkt  der  sechs  Punkte  einer  Neil'schen  Parabel  und 
eines  Kreises  liegt  auf  einer  festen  geraden  Linie  senkrecht  zur  Axe 
der  Parabel. 

Weingarten  (Würtembergj,  im  Mai  1885. 
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VI. 
Zur  Theorie  der  kubischen  Gleichungen. 

Von 

Emil  Oekinghaus. 


Wir  skizziren  im  Nachfolgenden  eine  einfache  Methode  der  Auf- 
lösung dieser  Gleichungen,  welche  sich  auf  eine  symmetrische  Wurzel- 
function  gründet  und  im  Allgemeinen  den  Gang  innehält,  welchen 
wir  schon  früher  für  den  4.  Grad  befolgt  haben. 

Die  Gleichung  dritten  Grades 

1)  x* —  ax*-\-bx —  o  =*  0 
wollen  wir  vermittelst  der  Substitution 

2)  Vy  =  V*i  +  V**+V*s 

trausformiren.  Wir  werden  diese  Function  auf  die  2.  und  3.  Potenz 
erheben  und  eine  Gleichung  für  y  aufstellen,  deren  Wurzeln  mit  der 
1.  Gleichung  in  einfachem,  durch  2)  vermitteltem  Zusammenhang 
stehen. 

Die  2.  Potenz  von  2)  gibt 

3)  Vy*-V*i'  +  VV+VV 

3 »    S    

+2(V^ + -vV3 + *vVi). 

Die  3.  Potenz  liefert 
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+ 3<y ^ + y ^» + y ^ + y  *^?+ v Äfy sr^+ßV wi 

oder 

y— a-6Vc 
3 

= y^+y^^y v^+y^T+v^+v*^» 
= yvcyy— ^^H-y^'cyy-V^+V^cVy-i'^) 
-  yycy^+y^+y^-^i-f*'»^). 

9  S  I 

Daher  erhalt  man  vermöge  3)  nach  Elimination  von  V  «i*+y  «28+V  ^a2 

Da  aber 

i» 

etc.  ist,  so  folgt  als  vorläufiges  Resultat 

xV*i     y**     yv 

Demnach  haben  wir  einen  Ausdruck  für  y  erhalten,  welcher 
ausser  den  Constanten  noch  die  reciproken  Kubikwurzeln  der  xxx^c^ 
enthalt    Aus  diesem  Grunde  ist  nun  die  Einführung  der  Relation 

W  »    —  i       r  ^       r  ^ 

y*    v*i    y**    y«s 

und  die  Transformation  ihrer  bez.  Gleichung  erforderlich.  Letztere 
besteht  darin,  dass  in  der  Hauptgleichung  für»  die  reciproken  Wur- 
zeln zu  wählen  sind  um  eine  analoge  Gleichung  wie  die  obige  zu 
gewinnen. 

Sie  kann  unmittelbar  niedergeschrieben  werden  und  lautet 


7) 

1 

z 

b       3 

-3lA-, 
¥    cz 

und  ist  das  Correlat 

zu 

i 

r- 

-a+3y<?  = 

..|/- 
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Aus  beiden  folgt 

Durch  Elimination  von  %  ans  den  beiden  letzten  Relationen  er- 
halten wir  die  gesuchte  kubische  Gleichung 

8)    y3_3(a^6^ c)j,2-|_3(9y  c*+3a-^ c-fa2— 9$)y--(a— 3 V  c)8  -  0. 

Wenden  wir  auf  diese  dasselbe  Schlussverfahren  an,  wie  dies 
vorher  für  die  Hauptgleichung  geschehen  ist,  setzen  also 

so  resultirt  die  einfache  Gleichung 

y'8  -27ay"  +27  V— 278<>  =  0, 


oder 


&)•-(&;+•(&)—* 


welche  mit  1)  in  Uebereinstimmong  ist,  wenn 

gesetzt  wird. 

Daher  folgt  auch 

9)  VH-Vy«+Vy8-3yV 

Die  Ergebnisse  lassen  sich  wie  folgt  zusammenfassen: 

Mit  jeder  kubischen  Gleichung 

jc3— ax*-\-bx — c  «0 
ist  eine  zweite 

y8— 3(a+6i?c)y8  +  (a*--db+3ajc+9Vc*)y—(a-$yfc)*==0 
verknüpft,  deren  Wurzeln  durch  die  Relationen 

s  t  »  » 

3V*i  —  Vyi+Vy*+Vys 
verbunden  sind. 

Hat  man  die  Wurzel  der  transformirten  Gleichung  bestimmt,  so 
ist  auch  eine  Wurzel  der  Hauptgleichung  bekannt 

Verschwindet  das  Absolutglied  der  transformirten,   so  reducirt 
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ach  die  Gleichung  auf  eine  quadratische,  deren  Wurzeln,  in  die  letzte 
Formel  eingesetzt,  die  gesuchte  der  Hauptgleichung  liefern. 

Ans  dieser  Bemerkung  ergibt  sich  die  Auflösung  der  Gleichung 

10)  JT»— AX*+BX-  C  —  0, 

ran  wir  sie  mittelst  X*=*x— z  variiren  und  die  Reducente  as  =  27c 

einfahren. 

Die  yariirte  Gleichung  führt  auf 

f-{2*+A)x*+(Sz*+2Az+C)X'-(z*+Az*  +  Bz+C)  «  0. 

Die  Reducente 

(32+4)»  =  27(z*+A**+Bz+C) 

ufgeltat,  liefert  die  Unbekannte 

A*-  WA 

l)  z—  ~9M*—  35)' 

rad  die  Gleichung  für  y  wird 

y*-*9@z  +  A)y  +  9(A*  -  35)  -  0. 
Daher  ist 

oder  wegen 

Demnach  sind  nur  noch  die  Wurzeln  y,y8  zu  bestimmen.    Sie  sind 

13) 


Z&A*— 9AB+27Q±9  l/3(—^^+4^g+27C»+4g3--l^^^ 
1  2(ji*— 35) 

Die  eine  Wurzel  der  Gleichung 

sc* — ax*-\-bx — c  *=  0 
ist  demnach  durch  folgende  Relation  bestimmt: 

i , 

]/2q»  —  9flfe+27H-3V  3(— a*b^^*c^7c*^*—likÜ>c~ 


18(a»— 3ä) 


{/&*— 9ab+21c— 3YS{— aW+4a*c+27c*+U*--18abc 


18(a*— 3*) 

Google 
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und  kann  durch  einfache  Umwandlung  auf  die  Form  gebracht  wer- 
den, welche  in  der  Theorie  bekannt  ist. 

Im  Anschluss  an  das  Vorige  wollen  wir  noch  einige  symmetrische 
Gleichungssysteme  für  die  biquadratischen  Gleichungen  aufstellen, 
welche  sich  auf  die  Wurzeltypen  ihrer  Besolventen  beziehen. 

Es  liege  demnach  vor  die  Gleichung 

x* —  axs-\-bx* —  cx-\-d  «•  0. 
Die  Resolvente  für  den  Wurzeltypus 

*  —  «1^2+38*4 

ist  bekanntlich 

*3— bz*  +  (ac  —  k£)z  —  (a*d    •  4bd+e*)  —  0. 

Führen  wir  nun  ein 

v*j+v*»+y%= Y& 

so  würde  analog  dem  früheren  die  Gleichung  für  y 

yS-3(H-6V  (a*d-4bd+c*))y*—  ...  —  (Ä— 3y  (<A*— 4bd+<*))  =  0 

sein.    Ist  nun  ihr  Absolutglied  —  Null,  so  verschwindet  auch  die 
Wurzel  y,  weshalb  für  jede  biquadratische  Gleichung  die  Relation 

Var^  +  arg^  +  Vx1x3^rx^x^+  Y^^A+^h  ™  ° 

besteht,  wenn  die  Constanten  der  Bedingung  genügen 

(i&)3  —  a8rf— 4bä+ A 

In  ähnlicher  Art  können  die  übrigen  bekannten  Resolventen  ver- 
wertet werden. 

Ein  anderer  Weg,  symmetrische  Functionen  zu  erhalten,  die  frei 
sind  von  Bedingsgieichungen,  ist  der  nachfolgende: 

In  der  Hauptgleichung  sei  c  und  also  eine  Wurzel  x  =  0. 

Die  transformirte  wird  dann 

y3-3ay2  +  3(«8~9%-a»  -  0, 

Yyi  +  Yy*+Yy$  «o. 

Die  Gleichung  kann  auf  die  Form 

(j,-a)8  =  27ty 
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gebracht  werden.    Setzen  wir 

2Ü80 

23  —  27  ä*  —  27  ab  =  0, 
so  ist  damit 

V^+a  +  Vz^a+V^  +  a  ~  0 

verknüpft,  so  dass,  wenn  letztere  Gleichung  auf  die  bekannte  typische 
Form  gebracht  wird 

Ä3 — pz  —  q  ■=  0 

and 

P 
a  *=  - 

ist,  allgemein  für  die  Gleichungen  die  Relation 

gültig  ist 

Diese  Formeln  wollen  wir  zur  Darstellung  der  oben  erwähnten 
Functionen  benutzen. 

Der  allgemeine  Gang  ist  nun  wie  folgt  vorgezeichnet: 
Man  wähle  für  die  Gleichung  4.  Grades 

<c*— ax*-\-bz*  —  cx-\-d  =  0 

einen  beliebigen  Wurzeltypus 

•  -/(*)- 

Dann  sind  die  %  Wurzeln  einer  Besolvente  vom  3.  Grade 

.      **—  Az*+Bz—  C  =  0 

A 
welche  wir  durch  Einführung  von  z  —  w+  3"  au  einer  reducirten 

umgestalten,  und  demnach  auch,  wie  oben  bewiesen,  mit  ihren  Wur- 
zeln durch  die  Relation 

verknüpft  ist.    Da  aber 

Areh.  d.  Math,  n.  PhjB.  2.  Reihe,  Teil  IIL  7 
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ist,  so  geht  eine  allgemeine,  auf  sämtliche  Wurzeln  x  der  Haupt- 
gleichung sich  beziehende  Wurzelrelation  von  der  Form 

if(x)x  +  M+  Vf(x)9  +  M+  V/(*)s  +  M  -  0 
hervor. 

Da  die  Ableitungen  dieser  Art  leicht  dargestellt  werden  können, 
wollen  wir  die  in  der  Theorie  der  Gleichungen  eine  besondere  Bolle 
spielenden  Wurzeltypen 

*  =*  Ä1+a^— a?8—  a?4, 

z  =  ff1fl%-|-08&4, 

auswählen   und    deren    symmetrische   Wurzelrelationen   summarisch 
niederschreiben. 

Sie  sind: 

2?[/  (^+^-^-^)»-g 16(A*-3ae+12e*) ° 

J  /       7           lä*-27(a»c/-4ää+?j 
*J/«,%+*A  -  9       A«-8fle+l55 ° 


Sie  können  beliebig  fortgesetzt  werden,  da  noch  eine  zahlreiche 
Menge  solcher  Typen  zur  Verfügung  steht 
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m 

Ueber  die  Grösse  der  Periode  des  Deciraalbruchs 

gleich  l:pf  für  p  gleich  einer  der  ersten 

1500  Primzahlen. 

Von 

F.  Kessler. 


Die  Barckhar  dt 'sehen  Factorentafeln  enthalten  als  Anhang 
zum  ersten  Bande  *)  eine  Tabelle ,  welche  zu  einer  Reihe  von  Prim- 
zahlen p  die  Grösse  der  Periode  P  des  Decimalbruchs  angiebt,  der 

gleich  -  ist.    Wird  diese  Tabelle  bisweilen  gebraucht,  so  möchte  es 

auch  Manchen  erwünscht  sein,  dieselbe  erweitert  zu  sehen.  Berich- 
tigt zu  werden,  verdient  sie  ohnehin. 

Die  B.  Tabelle  führt  nämlich  zunächst  ohne  Unterbrechung  die 
ersten  372  Primzahlen  —  bis  2543  —  auf  und  reicht  mit  22  weiteren 
oder  im  ganzen  mit  394  Primzahlen  bis  zur  1221  ten,  d.  i.  9901 
Zur  Vollständigkeit  müsstc  also  bis  dahin  noch  über  die  doppelte 
Menge  der  behandelten  Zahlen  eingefügt  werden.  Sodann  finden  sich 
folgende  neun  Fehler.    Es  ist  für  die 

Primzahlen  ;>«  911,  1213,  1597,  1831,  1951,  1993,  2311,  2437,  3467 
angeblich  P— 450,  1212,  266,  915,  390,  1992,  462,  2436,  3466 
wirklich     P  — 455,    202,    133,    305,    195,    664,    231,  1218,  1733 

Dies  sind  bis  auf  den  ersten  Fehler  keine  Versehen  des  '  Setzers, 
sondern  des  Berechnars.    Denn  die  angegebene  Periode  ist  stets  ein 


*)  Table  des  diviseurs  pour  tone  les  nombres  du  premier   million  etc.  par 
J.  Chr.  Burckhardt.     Paris  1817,  8.  114. 

7* 
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Vielfaches  der  wahren,  fünfmal  das  Doppelte,  zweimal  das  Dreifache, 
einmal  das  Sechsfache.  Man  sieht  wie  leicht,  auch  in  welchem  Sinne 
vorzugsweise  bei  solchen  Bestimmungen  geirrt  wird.  Damit  man  nun 
nicht  argwöhne,  dass  der  von  mir  berechnete,  hier  jedoch  nur  aus- 
zugsweise darstellbare  Gang  dieser  Function  in  gleichem  Grade  un- 
genau sei  wie  die  B.  Tabelle,  möchte  ich,  die  Methode,  nach  der  die 
Periodzahlen  berechnet  und  die  Resultate  controllirt  wurden,  so  ele- 
mentar dies  auch  ist,  beschreiben. 

Soli  die  einer  bestimmten  Primzahl  p  entsprechende  -Periode  P 
gefunden  werden,  so  verzeichnet  man  zunächst  alle  Teiler  von  p — 1 
und  sucht  die  Reste,  welche  die  nämlichen  Potenzen  von  10,  durch 
p  geteilt,  lassen,  bis  man  zum  Rest  Eins  gelangt.  Die  Reste  werden 
bezeichnet  durch  den  eingeklammerten  Exponenten  der  Potenz  von 
10,  aus  der  sie  geblieben  sind.  Ist  hiernach  (a)  der  Rest  aus  10*, 
(b)  der  Rest  aus  106,  so  wird,  wie  bekannt  (a-j-b),  d.  h.  der  Rest 
aus  I0a+ft  oder  aus  10°  X  106  gleich  dem  Rest  aus  dem  Producte 
(a)  X  (b)  sein.  Indem  man  also  zwei  Reste  mit  einander  multiplicirt 
oder  einen  Rest  potenzirt  und  von  dem  Producte  wieder  den  Rest 
sucht,  findet  man  aus  Resten  niederer  Potenzen  von  10  solche  von 
höheren.  Analog  kann  man  auch  von  höheren  Resten  zu  niederen 
mittelst  Division  herabgehen,  wozu  indessen  meistens  eine  Zusatz- 
rechnung erfordert  wird,  deren  Umständlichkeit  diesen  Weg  nicht 
besonders  empfehlenswert  macht.  Hat  man  zuletzt  den  Rest  Eins 
erreicht,  so  wird  aber  dessen  Nummer  nur  sicher  die  Periodzahl  P 
sein,  wenn  man  unterwegs  keinen  Rest,  dessen  Nummer  ein  Teiler 
jener  ist,  übergangen  hat. 

Die  Rechnungen  kürzen  sich  etwas,  wenn  man  nur  solche  Reste 
unmittolbar  benutzt,  die  kleiner  als  $p  sind,  grössere  aber  von  p 
substrahirt  und  die  erlangte  Differenz,  negativ  genommen,  anstatt 
jener  einsetzt.  Bei  genauer  Beachtung  der  Vorzeichen  bietet  dieses 
Verfahren  noch  einen  besonderen  Vorteil,  wenn  p  von  der  Form 
6n+l  ist,  also  Reihen  von  Teilern  der  Form  a,  2a,  4a,  ...,3a,  6a, 
12a,  ...,  mindestens  zwei  Glieder  jeder  Reihe  vorhanden  sind.  Auch 
wenn  alsdann  P  in  der  zweiten  Reihe  liegt,  so  genügt  es  doch,  nur 
die  der  ersten  Reihe  entsprechenden  Reste  zu  berechnen.  Denn  es 
muss  in  diesem  Falle,  wie  sich  leicht  allgemein  zeigen  lässt,  ent- 
weder, unter  (a)  den  ersten  Rest  der  ersten  Reihe  verstanden, 
bei  dem  ersten  Quadriren  (2a)  =  —  (a)  —  1  werden:  dann  istP=3a; 
oder  man  erhält,  unter  (a)  irgend  einen  Rest  der  ersten  Reihe 
verstanden,  einmal  (2a)  —  (a)  —  1:  demgemäss  P=  6a.  Dies  möge 
an  der  für  die  B.  Tabelle  unrichtig  berechneten,  der  Zahl  p  =  2311 
entsprechenden  Periodzahl  erläutert  werden .    Teiler  von  p  —  1  sind 
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2310    770        330    110        210    70    :    30     10 
1155    385        165      55        105    35     \    15       5 


462     154  66    \  22  42    14  6       2 

231       77  33    j  11  21       7  3       1 

Unter  diesen  dürfen  die  rechts  abgesperrten  unberücksichtigt 
bleiben,  da  man  die  entsprechenden  um  Eins  verminderten  Potenzen 
von  10  schon  in  Primfactoren  zerlegt  hat,  und  keiner  derselben  gleich 
dem  gegebenen  p  ist  Man  findet  also  (8)  =  +  717?  (17)  Ä  —  97» 
(35)  =  —  661 ,  (70)  =  + 1^2,  womit  vermöge  des  oben  erwähnten 
Satzes  auch  die  Dreifachen  (105),  (210)  erledigt  sind.  Ferner  führen 
(11)  «  +  279,  (22)  ==  -  733,  (44)  -  +  1137,  (55)  =  -f  616, 
(110)  -»  +  452  zum  Ausschluss  der  Colouue  (33)  bis  (330).  Endlich 
gelangt  man  durch  (70)  X  (7)  auf  (77)  =  —  883,  (154)  =  +  882. 
Die  beiden  letzten  Gleichungen  genügen  der  Bedingung  (2a)  = 
— (a)—  1,  geben   also   P  —  3  X  77  —  231.      Zur    Controllc    liefert 

(55)  X  (2)  den  Rest  (57)  =  -f  797,    (115) 849,    (231)  —  +  1, 

wonach  dieses  Resultat  völlig  gesichert  ist. 

Analog  habe  ich  die  Periodgrössen  berechnet,  welche  den  ersten 
1500  Primzahlen,  also  bis  p  ■*  12553,  entsprechen,  nachdem  ich  zur 
Abkürzung  der  Hülfsoperatiouen  zuvörderst  eine  Tafel  der  Quadrate 
der  Grundzahlen  bis  10000  construirt  hatte,  welche  beim  Operiren 
mit  Resten  beiderlei  Vorzeichens  direct  auch  weiter  für  alle  p  <<  20000 
verwendbar  ist.  Da  die  Mitteilung  der  erlangten  Resultate  jedoch 
den  Raum  vorliegender  Zeitschrift  über  Gebühr  in  anspruch  nehmen 
würde,  so  beschränke  ich  mich  hier  auf  einige  summarische  An- 
gaben, zunächst  über  die  Verschiedenheit  der  Werte,  welche  der 
Quotient 

H  P 

innerhalb  des  untersuchten  Bereichs  erlangt.    Bis  zur  1500  ten  Prim- 
zahl wird 

Q«     1,    3,    5,    7,    9,  11,  13,  15,  17,  19,  21,  23,  25,  27 

in    584,  98,  25,  12,  10,    3,    1,    4,    2,    0,    4,    1,    1,    1  Fällen 

Q=     2,      4,    6,    8,  10,  12,  14,  16,  18,  20,  22,  24,  26,  28 

in  438,  106,  70,  23,  21,  15,  11,    5,  11,     2,    1,    3,    1,    2  Fällen 


*)  Die  Hülsse'sche  Tafel  reicht  nur  bis  1000,  die  Jahn 'sehen  Tafeln 
gehen  freilich  weiter,  sind  aber  sehr  ungenau.  So  fand  ich  in  den  ersten 
10000  Quadraten  46  fehlerhafte,  in  den  Kubikzahlen  ergab  eine  Seite,  die 
Kuben  der  Zahlen  2660  bis  3009,  also  350  Daton  enthaltend,  hiervon  32 
falsch  mit  im  Ganzen  55  falschen  Ziffern. 
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Ferner  erlangt  Q  je  dreimal  die  Werte  30,  34*  zweimal  36  und 
je  einmal  einen  der  folgenden 

32,  33,  40,  42,  44,  46,  47,  54,  55,  56,  64,  67,  68,  70,  72,  76,  78, 

82,  84,  90,  92,  98,  101,  110,  118,  130,  140,  146,  172,  177,  399, 

664,  825,  909. 

Ausserdem  wird  Q  anendlich  bei  p  =  2  nnd  bei  p  «=  5. 
Also  wird  Q  angerade  755  mal,  gerade  743 mal,  unendlich  2  mal. 
Zerlegt  man  die  Reihe  der  ersten   1500  Primzahlen  in   sechs 
kleinere  Gruppen  I  bis  VI  zu  je  250  Zahlen,  so  wird 


Q= 

1, 

2,  3, 

4, 

5,  6, 

7, 

8, 

9, 

10,  >10  >10,  oc 
nnge-  ge- 
rade, rade, 

in  Grp.  I 

99, 

77,  15, 

14, 

4,12, 

3, 

2, 

3, 

3,  4,  12,  2mal 

II 

99, 

69,  14, 

17, 

5,  12, 

2, 

6, 

3, 

4,   6,  13.  0- 

:.m 

86, 

80,  21, 

19, 

4,12, 

o, 

5, 

o, 

2,   5,  16,  0- 

IV 

102, 

65,  14, 

20, 

4,13, 

5, 

4, 

1, 

4,   3,  15,  0- 

V 

88, 

81,  21, 

17, 

2,12, 

1, 

6, 

1, 

5,   4,  12,  0- 

VI 

110, 

66,  13, 

19, 

6,  9, 

1, 

o, 

2, 

3,   4,  17,  0- 

Schliesslich  mögen  diejenigen  Fälle  einzeln  genannt  werden,  in 
denen  die  Periodzahl  relativ  besonders  klein,  sage  ?<Q8  ist,  zwar 
mit  Fortlassung  der  Daten,  welche  sich  bereits  in  der  Burkhard t- 
schen  Tabelle  finden. 


p\ 

V     i 

42~( 

42011 

204 

4357  ! 

148 

4483 

156 

4637 

177 

4663 

87 

4789 

34 1 

4973 

11 » 

P! 

P 

>  P 

P 

P||  pj 

P 

75T5051  50" 

6763 

161 

9689 

346 II 11311 

377 

242  5171  110; 

7151 

275 

10037 

386  11689 

487 

249  5237 

77 1 

7253 

74 

10271 

79  11831 

169 

61  6163 

79, 

7669 

284 

10837 

63  11969 

352 

222  6299 

94! 

7841 

56 

11071 

369  12071 

355 

228  6397 
226 II 6481 

78; 

9161 

229 

11087 

482  12289 

384 

270 1 

9613 

1267 

11161 

310i|  12517 

149 

2689 
3061 
3109 
3121 
3187 
4003 
4013 

Für  solche,  die  specielles  Interesse  an  dem  vorstehenden  Thema 
nehmen  sollten,  habe  ich  ein  vollständiges  Yerzeichniss  der  ersten 
1500  p  mit  entsprechenden  P  und  Q  autographisch  vervielfältigen 
lassen  und  erkläre  mich  bereit,  derartige  Exemplare  auf  Verlangen 
gratis  und  franco  zu  versenden. 

Februar  1885.  Dr.  F.  Kessler, 

Wiesbaden,  Rheinstraase  84. 
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VIII. 

Miscellen. 


1. 

Ueber  eine  die  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten  Grades 
umfassende  Auflttsungsmethode« 

A.  Die  Gleichungen  zweiten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  zweiten  Grades  aufzulösen. 

Die  allgemeinste  Form  einer  reducirten  quadratischen  Gleichung 
ist: 

Um  die  quadratische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die 
linke  Seite  der  Gleichung  mit  der  Formel 

Man  sieht,  dass  die  quadratische  Ergänzung  a*  ist.     Mau  addire  a2 
in  obiger  Gleichung  auf  beiden  Seiten,  nnd  man  erhält 

**+2*»-fa*    oder    (*+<*)*  -  a*+6 

oder,  wenn  man  u  statt  x-\-a  setzt: 

u*  =»  a*+b    u.  s.  w. 

B.  Die  Gleichungen  dritten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  dritten  Grades  aufzulösen. 
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Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten  kubischen  Gleichung 
ist: 

x3  +  3öwj2  -(-  bx  =  c. 

Um  die  kubische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die  linke 
Seite  der  Gleichung  mit  der  Formel 

(s  +  a)«  «=  x*  +  3ax*+2a*x+a*. 

Man  sieht,  dass  die  kubische  Ergänzung  zu  aj3-j-3ow;2  gleich  3a*a-f-a3 
ist.  Man  addiro  daher  auf  beiden  Seiten  der  gegebenen  Gleichung  a3, 
und  addire  und  subtrahire  zugleich  auf  der  linken  Seite  3a\  so  ist 

xt+Zaxt+Satx+at+bx  —  Za*x  =  a*  +  c 
oder 

(x  +  a)*  +  (b  -3a2)«  =-  a3-f-c. 

Um  auf  der  linken  Seite  auch  im  zweiten  Gliede  den  Factor 
(x+a)  zu  erhalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  (b  — 3a2)a.  Man 
erhält 

(s+a)3+(Ä  —  3a2)(s  +  a)  =  o&--2a3  +  c 

oder,  indem  man  y  statt  *+«,  f  statt  &  — 3a8  und  #  statt  ab —  2a*-\-c 
setzt: 

y*+fy  -  </• 

Man  führe  für  y  zwei  neue  willkürliche  Grössen  u  und  t?  ein  und 
setze  y  «=  w+v,  so  ist 

I.  (u+v)*+Kn  +  t>)  —  g. 

Es  ist  auch 

(tt-fv)3  =  w3+r34-3w??(tt  +  v). 

Um  diese  identische  Gleichung  mit  der  vorhergehenden  conform  zu 
machen,  bringe  man  3uv(u-\-v)  auf  die  linke  Seite,  so  hat  man 

IL  (tt+»)3— 3uv(u+v)  —  t*3-f  v3. 

Man  subtrahire  II.  von  I.,  so  ergiebt  sich 

(f+Zuv).(u+v)  -  ^-(u3-f  V3). 

Verfügt  man  nun  über  die  Grössen  w  und  v  noch  so,  dass 

<7  =  ?t3-j-w3 
ist,  so  resultirt 

woraus,  da  w+»  nicht  =0  sein  kann,  folgt: 

/4-3tt©  =  0. 
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G.  Die  Gleichungon  vierten  Grades  mit  einer  Un- 
bekannten. 

Eine  gemischte  Gleichung  vierten  Grades  aufzulösen. 

Die  allgemeinste  Form  einer  vereinfachten  biquadratischen  Glei- 
chung ist 

Um  die  biquadratische  Ergänzung  zu  finden,  vergleiche  man  die 
lirnke  Seite  mit  der  Formol 

(*+a)4  —  o*  +  4ax3+6a8a;8+4a8x+a4. 

Man  sieht,  dass  die  biquadratische  Ergänzung  zu  x*-\-4ax*  gleich 
6aia5i+4o8«+a4  ^t  Man  addire  daher  auf  beiden  Seiten  der  ge- 
gebenen Gleichung  a4,  und  addire  und  subtrahire  zugleich  auf  der 
linken  Seite  6a'a*  und  4a3;r,  so  ist: 

x*+4a*+taW+4ta*x+a*  +  bx*--Ga*x*+cx-- 4a8«  «=  a*+d 

oder 

(x  +  a)4  -f  (ä  _  Qa*)x*  +  (<?—  4a«)a:  =  a*  +  d. 

Um  auf  der  linken  Seite  auch  im  zweiten  Gliede  den  Factor 
(x-\-a)  zu  erhalten,  addire  man  auf  beiden  Seiten  (ft—  6a*)a*,  und 
addire  und  substrahire  zugleich  auf  der  linken  Seite  (b—6a*).2ax, 
so  ist 

(z+a)*  +  (b-Qa*).(x+a)*+(8<fi  —  2ab+c)x  —  a%  — 6a4+ä\ 

Um  endlich  auch  links  im  dritten  Gliede  den  Factor  (x+a)  zu 
erhalten,  addire  man  noch  auf  beiden  Seiten  (8a8  —  2a£-}-c).a,  so 
resultirt  die  Gleichung 

(^^^(^^ea^+aJä+CSa8— 2aH^)(*+a)  ö3a4-a8H-aö+rf. 

Man  setze  y  statt  «+a>  /  statt  *""  ^  0  8tatt  8a3  — 2o6+c  und  ä 
statt  3a4— a*&  +  ac-fa*,  SO  ist 

Man  führe  für  y  drei  neue  willkürliche  Grössen  u,  v  und  w  ein 
und  setze  y  «=  m+o  +  m?,  so  erhält  man 

I.       (tt  +  ü+^+Z^-f^  +  ^  +  ^U  +  V  +  füJ-Ä. 

Es  ist  auch 

(t*-}-0-{-ttO8  =  t*2-|-t;8-|-M?2-f-2(t*t?  +  t*M?-j-we?) 
oder 

(u-\-v-\-w)* —  (u*-{-t;2-|-tt?*)  *=■  2(ttt>-J-tttt>-J-üip),  fc 
also 
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(u-f-ü  +  w)*  -2(n*  +  v*+w*)(u  +  v  +  w)*+(u*+v*+w*)*  — 

4(ti2  v9 + i*2  w>2 -}~ v*  ^  +  8  tti?«?(tt  + 1>  -{-  «0 
oder,  indem  man  diese  Gleiehtrag  mit  I.  conform  macht: 

H.      („-ft>-fw)*  —  2(u*  +  v>  +  ic*)(u+v  +  w)*  —  8uüu>(u  +  v-{-ti>)  — 
4(tt2t>2  +  t*2to2+t;2w2)  -(«*2+*2+w2)2. 

Subtrahirt  man  II.  von  I.,  so  ist 

h  -  [4(t**t>*+u*«>* +»»*>*)  —  (»"  +  »*+ w*)1] 

Man  verfüge  nun  über  u,  v  nnd  w?  so,  dass 

Ä  -  4(«M+t*2w*+t>2ti>2)--(u2  -j-ü«+«>2)2, 
da»n  ist 

[f+2(ui+vi+toi)'](u  +  v  +  w)+g  +  Suvw  —  0. 

Man  verfüge  weiter  über  t*,  t>  nnd  w  so,  dass  anch  g+Quvw^O, 

dann  ist 

(/+2(u2+t>2+*2))(u+t,-f  «>)  *=  0, 

woraus  folgt,  dass,  da  u-\-v-+-w  nicht  —  0  sein  kann, 

sein  muss. 

Demnach  hat  man  zur  Bestimmung  von  n,  v  nnd  u?  das  System: 
4(t«2t;2  +  t*2  t*2  +  ü2  tu2)  -  (w2 + 1>2 + w2)2  -     Ä 

Suvic  ■=•  — y 


»'+*+«,>--?: 


oder 


tt»  +  „»  +  u,2-_^ 
U.      8.      W. 

Sprotten,  Mai  1885.  Dr.  H.  am  Endo. 
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2. 

Bemerk«**  inr  Deseartes'seken  Auflfonng  der  biquadratisehen 

Gleichung. 

Soll  die  linke  Seite  der  Gleichung 

1)  K*  +  ax*+b(B+c  —  0 
gleich  dem  Producta 

2)  (x*+px  +  q)(x*-px+q') 

sein,  so  ergeben  sich  für  g,  q,  p  folgende  Relationen: 


3) 


V) 
4)  p«+2ap*  +  («i-4<?)|i2  — 62  -  0. 

Man  erhält  mithin  die  4  Wurzeln  xl9  ars,  <r8,  jt4  der  Gleichung  1) 
dargestellt  durch  eine  Wurzel  der  Resolvente  4). 

Bezeichnet  man  die  3  Werte  von  p*,  welche  dieser  Resolvente 
genügen,  durch  p^  j>22,  ps*  und  die  zugehörigen  Werte  von  q  und 
q'  durch  gl,?*,  &  und  &',  <fe',  &',  so  erhält  man  für  2)  die  3 
Producte 

2a)  (**+Pi*  +  qi)(*%-Pi*+qi!) 

2b)  (**+Pt«+&) (»*  -p*»+q%) 

2e)  <^+j>8*  +  <fo)(*,-P8«+<fe'). 

Das8  nun  jedes  dieser  3  Producte  durch  weitere  Zerlegung  dieselben 
4  linearen  Factoren  und  daher  dieselben  4  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  1)  ergeben  muss,  so  dass  die  3  Zerlegungen  nur  die  3 
möglichen  Zusammenstellungen  der  4  Wurzeln  zu  2  Paaren 

*i  «3,    x2x4 

darstellen,  ist  einleuchtend,  da  jedes  der  3  Producte  2a),  2b),  2c) 
gleich  der  linken  Seite  der  Gleichung  1)  sein  muss;  trotzdem  scheint 
mir  die  Bestätigung,  dass  dies  auch  wirklich  stattfindet,  aus  päda- 
gogischem Interesse  nützlich  zu  sein,  da  die  Lösung  der  Gleichung 
3ten  Grades  durch  die  Cardani'sche  Formel  den  Anfanger  leicht  zu 
einer  falschen  Auffassung  verleiten  kann. 
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Soll  nun  z.  B.  2a)  dieselben  4  Wurzeln  ergeben  wie  2b),  so  muss 
jeder  der  beiden  quadratischen  Factoren  von  2a)  mit  jedem  quadra- 
tischen Factor  von  2b)  einen  linearen  Factor  oder  es  müssen  z.  B. 
die  Gleichungen 

eine  Wurzel  gemeinsam  haben.    Es  ist  also  zu  zeigen,  dass  die  Eli- 
minationsresultante 

5)  (Pte — Prti)  (Pi  —Ps)  +(<Zj  -  <&)*  Ä  0 

erfüllt  ist  (ihre  Bedeutung  und  Herleitung  lässt  sich  ja  elementar 
herstellen). 

Ersetzt  man  in  ihr  nun  q1%  q%  durch  ihre  Ausdrücke  aus  den 
Gleichungen  3),  so  erhält  man: 

6)  aa+^+^+^i-O. 

Da  diese  Gleichung  nur  die  Quadrate  von  pJy  />2  enthält,  so  än- 
dert sie  sich  nicht,  wenn  —  pjfür/*,,  oder  — p2  für  p2  gesetzt  wird; 
sie  ist  daher  gleichzeitig  die  Bedingung,  dass  jeder  der  beiden  qua- 
dratischen Factoren  von  2a)  mit  jedem  quadratischen  Factor  von  2b) 
einen  linearen  Factor  gemeinsam  haben. 

Nun  bestehen  aber  für  die  3  Wurzeln  pt*,  j?22,  p**  der  Gleichung 
3)  die  Relationen: 

Pi*+Pt2+P**=-2« 

in  folge  derselben  ist  6)  identisch  erfüllt. 

Berlin,  Mai  85.  C.  Weltzien. 


3. 

Neue  Construction  von  Kegelschiüttslinien  aus  zwei  eonjugirten 
Durchmessern. 

Es  seien  AB  =  2a  nnd   CD  =  2b  die  Achsen   einer   Ellipse. 
Nimmt  man  diese  als  Coordinatenachsen  an,  so  hat  AC  die  Gleichung 

ay — bx  —  oft,     BC ...  ay-\-bx  =  ab. 
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m  die  Pnnkte  M  (in  AC)  and  N  (in  £<?)  dieselbe  Abscisse 
9(2=0,  m  müssen  ibre  Ordinaten 

QM=-(a+m)    und    QN~-(a-m) 
au;  demnach  lautet  die  Gleichung  der  Geraden  BM 


V  h(a-\-m) 


die  der  Geraden  AlSt 


y     ^  Ha—m) 
a+s       a(a+i») 


and  ihr  Schnittpunkt  P  hat  die  0>*fordinaten 

a'  +  m*  * 


Diese  Werte  gen^ 


y  « 


der  Gleichung 


(die  Gleicknung  wird  auch  als  Product  von  BM  und  AN  erhalten)  n 

folglich  Jpegt  der  Punkt  P  auf  der  Ellipse,  welche  AB  und  CD  zu 

Die  Gleichung  der  Ellipsentangente  im  Punkte  C  hat 

)rm 

2bmx  +  (a*  -  m*)y  =  6(a2 + f»*) 

Hl  wird  durch  (s  —  «»,  y  =  b)  erfüllt;  die  Tangente  geht  also  durch 
m  Punkt  £,  in  welchem  die  Gerade  MN  die  zu  AB  Parallele  durch 
trifft. 

/Wären  AB  und  CD  nicht  Achsen,  sondern  conjugirte  Durch- 
messer der  Ellipse,  so  könnte  man  diese  zu  Coordinaten- Achsen 
Wählen ,  die  Rechnung  so  wie  oben  durchführen  und  wurde  dasselbe 
Resultat  erhalten.  Man  kann  deshalb  eine  Ellipse  aus  den  Achsen 
Dder  conjugirten  Durchmessern  AB%  CD  construiren,  indem  man  AC, 
BC,  dann  CF\  AB  zieht  und  diese  Geraden  durch  beliebige  zu  CD 
Parallele  resp.  in  M,  N  und  L  schneidet.  BM  und  AN  treffen  sich 
dann  in  einem  Ellipsenpunkte  P,  dessen  Tangente  durch  L  geht. 

Aehnlich  lässt  sich  folgende  Construction  der  Hyperbel  ans  den 
^onjugirten  Durchmessern  AB  und  CD  nachweisen. 

Sind  AB  und  CD  conjugirte  Durchmesser  einer  Hyperbel,  und 
merden  die  Geraden  -4D,  BC  und  die  zu  ihnen  parallele  Asymptote 
^^ch  beliebige  zu  CD  Parallele  resp.  in  3/,  N  und  L  geschnitten, 
80  «reffen  sich  AN  und  BM  in  eiuem  Hyperbelpunkte  P,  dessen  Tan- 
gentfe  durch  L  geht 
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Je  nachdem  AB  und  CD  Achsen  oder  conimrirt«  n     u 
der  Hyperbel  sind,   wird  man  ein  recht-  ^SSlS^T' 
dinatensystem  annehmen  nnd  erhält  als  Gleichnn^  Z  w***  <W 

für  die  Asymptote  EOG    °  ""  "*' 

für  AD  «H-A*-0, 

ay-\-bx  =»  — qI 

l**  x  *=  oq=*  m,  so  hat  man 


QM  --!(.+•) 


und  für  -4iV  die  Gleichung 


^ÄJ* ---«»> 


£(a- 


für  BJf 


oj+a        o(a-}-f»)  ' 

y     b(a-\-m) 

x  —  a  ~~~  a(a  —  m)' 


Diese  Geraden   schneiden   sich   in  einem   Punkte  P 
dinaten 

~  y  —  -    - 


den  Coor- 


welche  der  Gleichung 


2m 


t'c»--cV  — oW 


genügen ,  weshalb  P  auf  der  Hyperbel  mit  den  Achsen  oder 
girten  Durchmessern  AB  »  2a,  CD  =  2£  liegen  muss. 

Die  Gleichung  der  Hyperbeltangente  im  Punkte  P 

b(a%  -f-  m*)x  —  a(a%  —  m%)y  —  2a*6m 

wird  identisch  für  * 

d.  h.  diese  Tangente  geht  durch  den  Punkt  L.  % 

Es  braucht  wol  kaum  erwähnt  zu  werden ,  dass  man  bei  beide« 
Constructionen  die  Punkte  A  und  J3,  sowie  C  und  D  vertausche* 
kann.  \ 


fa- 


Pola,  im  Juli  1885. 


Franz  Schiffner 
k.  k.  Prof. 
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4 

Regelmässiger  linear  begrenzter  Winkel  Ton  vier  Dimensionen. 

Nimmt  man  ein  regelmässiges  Polyeder  V  znr  Basis  einer  vier- 
dehnigen  Pyramide  von  der  Höbe  A,  deren  Spitze  A  auf  dem,  im 
Mittelpnkte  B  auf  dem  Baume  von  V  errichteten  Lote  liegt,  so  ist 
der  vierdehnige  Winkel  an  der  Spitze  derjenige,  welchen  wir  einen 
regelmässigen  nennen.    Nach  T.  LXVI.  S.  448.  ist  seine  Grösse 

/dV 

wo  r  den  Radiusvector  des  Elements  dV  von  der  Spitze  aus  bez.       iet 

Ein  passendes  Coordinatensystem  erhalten  wir.  wenn  wir  „  B 
ein  Lot  BC  »  a  anf  eine  Seitenfläche  F,wdann  aus  deren  Mittel^  kt 
C  ein  Lot  CD  —  b  auf  eine  Kante  K-=2o  fällen  und  die  Axen  i 
Anfangspunkt  A  aus  in  den  4  orthogonalen  Richtungen  AB,  ,  ; 
CD  und  K  nehmen.  Dann  sind  A,  a,  6,  c  die  Coordinaten  eh  r 
Ecke  von  V. 

Ein  regelmässige  Gebilde  contrahiren  heisse:  mit  Erhaltung  des 
Mittelpunkts  ein  ähnliches  in  gleicher  Stellung  construiren.  Con- 
trahirt man  V,  F,  K  in  den  Verhältnissen  1 :  a>,  1 :  y,  1 :  a,  so  wird 
der  Endpunkt  von  K  ein  beliebiger  Punkt  P  im  Räume  P,  welcher 
F  erzeugt,  wenn  *,  y,  *  von  0  bis  1  variiren.  Nach  Contraction  sind 
die  Coordinaten  von  P 

Ä,    äs,    &ey,    «ey* 

Das  Körperelement  ist  ein  Product  ihrer  Differentiale 

a  &e,    fcc  3y,    «cy  & 
und  einer  Constanten,  also 

dV~QVx*ydxtyBz 
r»  =r  A»+«'*,+***V+***V*, 
Integrirt  man  erst  nach  y,  dann  nach  s,  so  kommt: 

/•Jfc   _     1 

l 


/V 


'y8y       1  .  ex 
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Fahrt  man  dies  ein  und  setzt 
so  findet  man: 

a 

Insbesondere  ist  hiernach  für  das 

r=12 1  dq>  arctg  V2  — cot"? 


Tetraeder  TT= 


tg«-7«5   *^"vär  1+aS 


y2'    1«^""  V2  r  A^8A* 
Hexaeder  1^—24  Jdtp  arc  tg  1/  IZ|glg 

a 

tga-1;    tgf-j/l+^s 

/  

Oktaeder   W  —  24  /  3<p  arc  tg  V 1 — 2  cot2». 

tg«-V2;    tgP-jA  +  ^s 

0 

Dodekaeder  W  =  GOJ  dq>  arc  tg  (*-j^-  \/—^~  —  cotty) 

V5  +  1  V5+ll/~    /3+V5\» 

J  

Ikosaeder    W  =  60  j  8? arctgl/3-y 5  _  3+y  5  ^^ 

3+V5      »   «       8  +  V5l/i    I   /V5  +  1V 

wo  ä  in  Einheiten  gleich  der  Kante  gemessen  ist.  Es  ist  zu  be- 
merken, dass  allein  die  obere  Grenzo  von  der  einzig  variabeln  Grösse 
h  abhängt,  die  W  also  Werte  einer  Integralfunction  sind. 

R,  Hoppe., 
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Litterarischer  Berieht 

IX. 


Methode  und  Principien. 

Substantielle  Wesenheit  des  Raumes  und  der  Kraft.  Motive  für 
die  notwendige  Umgestaltung  der  gegenwärtig  zur  wissenschaftlichen 
Erklärung  der  Naturerscheinungen  dienenden  Grundlagen.  Von  Jo- 
sef Schlesinger,  o.  ö.  Professor  an  der  k.  k.  Hochschule  für 
Bodencultur  in  Wien.    Wien  1885.    Alfred  Holder.    52  S. 

Die  Lehren,  mit  welchen  der  Verfasser  hier  gegen  die  bestehen- 
den wissenschaftlichen  Principien  auftritt,  sind  folgende:  der  Satz 
von  der  Massenträgheit  ist  ein  Irrtum.  Raum  und  Kraft  existiren 
substantiell.  Letztere  2  Annahmen  erklären  alles,  was  bei  den  ge- 
wöhnlichen Hypothesen  unerFärt  bleibt  Den  mathematischen  De- 
dnctionen  in  der  Physik  schreibt  der  Verfasser  unveränderte  Geltung 
zu,  diese  seien  aber  auch  auf  veränderter  Basis  möglich.  Es  war 
nun  zur  Begründung  erst  nachzuweisen,  dass  die  physikalischen' Hy- 
pothesen unzureichend  seien,  danu  dass  die  substituirte  Annahme  alles 
zu  erklären  vermöge.  Zum  Beleg  für  ersteres  werdeu  Beispiele  ge- 
geben, wie  etwa  die  Frage,  warum  die  grössere  Masse  eine  grössere 
Kraft  zur  Bewegung  erfordere,  und  ähnliche ,  wo  man  schwerlich  be- 
greift, was  dem  Verfasser  daran  undeutlich  geblieben  sein  kann. 
Kommt  man  aber  weiter,  wo  es  sich  um  seine  Erklärung  handelt, 
wieder  auf  solche  Desiderata,  so  tritt  uns  eine  Logik  entgegen,  die 
uns  wol  der  ferneren  Verfolgung  seiner  Aufstellungen  überhebt.  Er 
nennt  es  einen  Umstand  von  höchster  Bedeutsamkeit,  dass  eine  Kraft 
nicht  gleich  der  absoluten  Summe  ihrer  Componenten  ist.  Dieser 
wunderbare  Umstand  soll  erklärt  werden.  Indem  er  den  Grund  in 
„gepaarten  Kräfteteilchen",  d.  h.  solchen  die  sich  aufheben,  sucht, 
möchte  er  noch  leidlich  auf  rechtem  Wege  sein.    Aber  diese  gepaar- 


ArcK  4.  Math.  u.  Phye.  2.  Reihe,  Teil  III.  Heft  I. 
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ten  Kräfteteilchen  sollen  extra  im  Räume  schweben,  und  durch  ihr 
Hinzutreten  soll  die  Ausgleichung  stattfinden;  also  eine  Addition  von 
Nullen  soll  Ungleiches  gleich  machen!  Bei  allen  angeführten  Er- 
klärungen handelt  es  sich  nur  um  die  Möglichkeit,  nie  um  die  Not- 
wendigkeit der  Erscheinung.  Bezeichnend  ist  die  Aeusserung:  welch 
reiches  Feld  sich  der  Naturforschung  erschlösse,  wenn  sie  die  Raum- 
substanz von  allerhand  Kraftsubstanz  durchdrungen  dächte,  derart 
dass  jedes  lebende  Wesen  mit  einer  Atmosphäre  von  Kraftstrahlen 
umgeben  wäre  und  mittelst  derselben  in  die  Ferne  wirken  könnte. 
Deutet  schon  diese  8 teile  auf  eine  Tendenz  zum  Spiritismus,  so 
spricht  sich  dieselbe  auch  sonst  wiederholt  aus.  Auch  erklärt  sich 
der  Verfasser  offen  zugunsten  des  Spiritismus.  Man  kann  daher  den 
ganzen  Vortrag,  welchen  die  vorliegende  Schrift  reproducirt,  als  eine 
der  Verbreitung  desselben  gewidmete  Rede  ansehen.  Hoppe. 

Die  Elemente  der  höheren  Analysis  ohne  Benutzung  unendlich 
kleiner  Grössen  neu  dargestellt  und  mit  Anwendungen  auf  Geometrie 
und  Mechanik  versehen  von  Oberlehrer  Dr.  L.H aebner.  Schweid- 
nitz  1886.    4°.    52  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  sovielen  unrichtigen  Aufstellungen,  dass 
kein  verständlicher  Gedankeninhalt  übrig  bleibt  Der  Verfasser  be- 
hauptet, eine  Function  zweier  Variabein  lasse  sich  nur  auf  eine  Weise 
in  der  Form 

F(ptq)  =  c  +f(p)  +  <p(q)  +  v(p,q) 

zerlegen.    Bedingung  der  4  Teile  soll  sein,  dass  sich  von  f{p)  und 
ip(q)  keine  Gonstante,  von  v(p,q)  keine  Function  von  p  oder  q  aHein, 
absondern  lasse.    Was  kann  uns  hindern ,  von  f{p)  die  Constfcnte  a 
u.  s.  w.  abzusondern?    Die  Bedingung  ist  daher  überhaupt  unerftkttbar. 
Zum  Beweise,  dass  die  Zerlegung  nur  auf  eine  Weise  möglich  sei 
wird  erst  der  Satz  aufgestellt:  aus  der  Gleichung 
c+f(p)  +  <P(q)  +  v(p,q)  =  Q 
folge  c  —  0;  /(p)  — 0;   g>(«)— 0;  v(p,q)  =*  0,   und   der  Beweis 
hierfür  beginnt  mit  dem  Fehlschluss:  f(p) +v(p, q)  habe  unendlich 
viele  Werte,  weil  die  3  Tenne  einzeln  unendlich  viele  Werte  haben. 
Die  Gleichung  selbst  sagt  das  Gegenteil.    Noch  könnte  man  anneh- 
men,   es  sei  nur   verfehlter  Ausdruck  an    der   Unklarheit   schuld. 
Doch  die  Unklarheit  hebt  sich  auch  im  Folgenden  nicht:  es  geht  so 
weiter  bis  ans  Ende.  Hoppe. 

Analytische  Betrachtungen  aber  die  Rauraformen,  ia  weichen  das 
Kongruenzaxiom  gilt.  Inaugural-Dissertation  zur  Erlangung  der 
Doctorwttrde  der  hohen  philosepMschen  Facultät  der  Georg-AugusU- 
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Univergit&t  zu  Göttingen  vorgelegt  von  Carl  Quensen  aus  Ganders- 
heim.    (Braunschweig  1885.    Goeritz  u.  zu  Putlitz)  48  S. 

Die  Schrift  beginnt  mit  einem  b'stoi  Ischen  Rückblick  auf  die 
Entstehung  der  nichteuklidischen  Geometrie  aus  der  Untersuchung 
der  Abhängigkeit  der  Axiome  der  Geometrie,  worin  der  Anteil  an 
der  Gestaltung  von  Gauss,  Bolya*,  Lobatschewsky,  Biemann,  Schering 
und  De  Ttfly  dargelegt,  die  Gegenstände,  um  die  es  sich  handelt, 
charakterisirt,  und  dio  Grundformeln  aufgestellt  werden,  von  denen 
der  Verfasser  dann  selbst  Gebrauch  macht.  Nach  dieser  Einleitung 
geht  sie  sofort  an  die  Lösung  der  folgenden  Aufgaben  durch  Rechnung, 
indem  sie  die  vorgefundenen  Formeln  als  ausreichende  Basis  be- 
trachtet: Die  Linienelemento  und  die  Raumformen;  die  analytische 
Geometrie  der  Geraden;  Curven  2.  Ordnung,  F~cis,  Gleichungen  der 
Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  Tangenteu  an  d;cse,  räumliche  Be- 
deutung der  allgemeinen  Gleichung  2.  Grades  und  Durchschnitt  von 
Ebenen  und  Kegelflächcu;  Inhalt  von  Flächeu  und  Körperu,  nämlich 
von  Ellipse,  Hyperbel  und  Parabel,  Kugel,  geradem  Kegel,  Prismen, 
deren  eine  Begrenzung  eine  Fläche  gleichen  Abstaudos  ist,  senkrech- 
tem Kreiscylindpr  und  Würfel.  Die  Frage  nach  den  Principien  be- 
rührt der  Vorfasser  in  keinem  Punkte.  Dass  dieselben  in  der  Ein- 
leitung bereits  festgestellt  seien,  kann  er  doch  gewiss  nicht  gemeint 
haben.  Die  Angaben  sind  nur  eben  genügend  um  die  Gegenstände 
für  diejenigen,  welche  die  Quellen  gelesen  haben,  kenntlich  zu  machen. 
Da  namentlich  viele  Termini  der  euk'idiscbcu  Geometrie,  nicht  einmal 
in  erweitertem,  auf  Grund  derselben  exaet  bestimmten,  sondern  durch 
Weglassung  von  Merkmalen  teilweise  unbestimmt  gelassenem  Sinne, 
jedenfalls  so,  dass  sich  dio  Bedeutung  nicht  deckt,  gebraucht  werden, 
so  hätte  man  doch  von  einer  Schrift,  die  so  elementare,  an  die  Fun- 
damente grenzende  Gegenstände  bearbeitet,  erwaiten  dürfen,  dass  sie 
über  ihre  Begrfe  ausreichende  Rechenschaft  geben  würde,  schon  um 
dem  Verdachte  zu  entgehen ,  dass  der  Verfasser  ohne  eigenes  Ver- 
ständuiss  sich  auf  die  Einsicht  seiner  Richter  verlässt.  Der  so  er- 
regte Zweifel  gibt  Anlass  eine  aufuMligo  Aeusscruug  auf  erster  Seite 
zu  erwähnen«  die  sonst  wohl  als  ciu  Versehen  ohne  Belang  erschienen 
wäre.  Hier  sagt  der  Verfasser  (e's  Entdeckung  von  Gauss):  — 
„Wenn  man  voraussetze,  die  Summe  der  innern  Winkel  zweier  Paral- 
lelen mit  einer  schneidenden  Geraden  sei  <  2R ,  so  folge  auch  eine 
in  sich  widerspruchsfreie  Geometrie.'  Wie  wHl  derselbe  den  Vorder- 
satz zu  einem  exaeten  Ausdruck  eines  Gedankens  vervollständigen? 

Die  gegenwärtige  Arbeit  ist  nicht  die  erste,  welche  die  vorge. 
fundemen  Grundformeln  ohne  Erklärung  zur  Lösung  von  Aufgaben 
durch  Rechnung  benutzt;  um  so  berechtigter  ist  wol  der  Wunsch, 
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dass  Untersuchungen  dieser  Art  in  directer  Verbindung  mit  ihren 
Hypothesen  und  Principien  geführt,  und  in  Angaben  des  Wortsinns 
nicht  eine  desto  grössere  Sparsamkeit  beobachtet  werden  möge,  je 
weniger  derselbe  aus  der  Anschauung  erhellen  kann.  Das  in  dieser 
Sache  bisher  befolgte  Verfahren  lässt  unvermerkt  soviel  Fragen  übrig, 
dass  eine  Beurteilung  der  Leistung  kaum  möglich  wird. 

Hoppe. 

Critische  und  nicht  critische  Versuche.  I.  Erdachsen  im  Ver- 
hältnis zum  Werden  und  Vergehen.  Von  Egmont.  Mit  einer  litho- 
graphischen Skizze.    Danzig  1885.    Franz  Axt    22  S. 

Die  Schrift  besteht  aus  den  mannichfaltigsten  Naturbetrachtungen ' 
die  sich  zum  grossen  Teil  auf  unaufgeklärte  Fragen  beziehen,  aber 
auch  bekannte  Doctrin  populär  mitteilen.  Die  Auswahl  der  besproche- 
nen Themata  ist  bunt,  in  der  Reihenfolge  aber  gibt  sich  der  kosnio- 
gonetische  Gesichtspunkt  zu  erkennen;  sie  geht  von  der  Entstehung 
der  Himmelskörper  aus  und  schreitet  zu  den  Veränderungen  der 
Erde,  zu  der  Pflanzen-  und  Tierwelt  fort.  Eigentümlich  ist  an  den 
Ansichten  des  Verfassers,  dass  er  der  Veränderung  der  Erdaxe 
einen  grossen  Einfluss  auf  die  Naturentwickelung  zuschreibt,  ferner 
dass  er  alle  Anziehung,  Gravitation  wie  Chemismus,  für  Magnetismus, 
alle  dualistisch  auftretenden  Erscheinungen,  z.  B.  die  Geschlechter 
der  Pflanzen  und  Tiere,  für  Elektricität  erklärt.  Hoppe. 

Die  geometrische  Konstruktionsaufgabc.  Von  Dr.  R.  v  o  n  F  i  s  c  h  e  r- 
Benzon,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Kiel.  Mit  einer  lithogra- 
phirten  Tafel.    Kiel  1884.    G.  von  Maack.    4°.  31  S. 

Der  Gegenstand  der  Schrift  ist  die  Frage:  Wie  kann  man  den 
Schülern  Methoden  geben,  durch  welche  sie  befähigt  werden  die 
Lösung  von  Constructionsaufgaben  selbst  zu  finden.  Die  Behandlungs- 
weise  der  Frage  ist  die  Kritik  dessen,  was  bereits  zu  ihrer  Lösung 
in  frühern  Schriften  geschehen  ist  Hier  liegt  zunächst  ein  Buch 
von  H.  von  Holleben  und  P.  Gerwien  „Geometrische  Analysis"  vor. 
Darin  werden  5  Arten  von  Analysis  unterschieden,  nämlich  Analysis 
durch  Lehrsätze,  durch  Oerter,  durch  Data  (d.  h.  vermöge  der  ge- 
gebenen zugleich  bekannte  Stücke),  durch  Reduction  und  zusammen- 
gesetzte Analysis.  Der  Verfasser  lässt  nur  die  zweite  Art  gelten  und 
erklärt  die  Unterscheidung  für  nicht  haltbar.  Da  jede  der  Arten  ein 
Hülfsmittel  angibt,  und  mehr  als  Hülfsmittel  überhaupt  nicht  gegeben 
werden  kann,  so  ist  der  Grund  der  Verwerfung  nicht  wol  zu  ersehen. 
Es  werden  nun  noch  verschiedene  Aufgabensammlungen  und  Schriften 
über  Aufgaben  von  Schwarz,  Hoffmann,  Reidt,  Wöckel,  Gandtner  und 


Digitized  by 


&c 


Litterarischer  Bericht  IX.  5 

Junghans  gemustert,  insbesondere  Aber  die  Einteilung  der  Aufgaben 
nach  den  Lehrsätzen,  zu  deren  Einübung  sie  bestimmt  sind,  nach  den 
Figuren,  auf  die  sie  sich  beziehen,  nach  Gruppen  von  ähnlicher  Lö- 
sung besprochen,  zuletzt  ein  wesentlicher  Fortschritt  allein  dorn  Werke 
von  Julius  Petersen  zuerkannt,  dessen  Einfluss  seit  einigen  Jahren 
immer  deutlicher  zutage  trete,  und  durch  welches  ein  ganz  neues 
Leben  in  die  Behandlung  der  Gonstructionsaufgaben  gebracht  sei.  Im 
übrigen  Teile  der  Schrift  entwickelt  der  Verfasser  die  Ergebnisse 
seines  Studiums  des  genannten  Werkes,  die  er  zu  einer  systematisch 
geordneten  Theorie  gestaltet  hat  Deren  Hauptabschnitte  sind:  Me- 
thode der  Verschiebung  und  Drehung  und  Methode  der  Umformung; 
erstere  enthält  wieder:  die  Parallelverschiebung,  die  Drehnng,  die 
perspectivische  Verschiebung  und  Drehung.  Hoppe. 

Der  Baum  und  seine  Erfüllung.  Eine  Abhandlung  zur  Licht- 
nnd  Wärmelehre.,  Von  Professor  K.  Hu  11  mann.  Berlin  1884. 
Weidmann.    60  S. 

Der  Verfasser  will  in  dieser  Abhandlung  die  Ansichten  darlegen, 
welche  er  sich  über  die  Materie  und  ihre  Eigenschaften  gebildet  hat, 
und  will  damit  den  Standpunkt  angeben,  von  welchem  aus  er  die 
Erscheinungen  in  der  Natur  als  Ausflüsse  einer  einzigen  Kraft  be- 
trachtet Man  findet  in  ihr  einen  Versuch  alle  Erscheinungen  auf 
Grund  neuer  Hypothesen  mechanisch  zu  erklären.  Diesen  motivirt 
der  Verfasser  dadurch,  dass  er  die  Ansicht  von  Clausius  über  die 
Constitution  der  Gase  nicht  teilen  könne,  welche  nach  dessen  eigener 
Erklärung  mit  seiner  Wärmetheorie  nicht  zusammenfalle.  Dann  hätte 
er  jedoch  diejenige  Erscheinung,  welche  Clausius  als  Beweis  seiner 
Ansicht  betrachtet,  nicht  übergehen  dürfen.  Die  in  der  Schrift  aus- 
gesprochenen methodischen  Grundsätze  sind  teils  selbstverständlich, 
teils,  wenn  wirklich  abweichende  aufgetreten  sind,  zu  billigen.  Dio 
Erfahrung  wird  viel  betont,  ohne  dass  jedoch  eine  Beobachtung  vor- 
käme. Die  aufgestellten  Sätze  werden  analytisch  hergeleitet;  nur  be- 
schränken sich  die  Berechnungen  auf  sehr  einfache  Fälle,  so  dass 
eine  Theorie  daraus  nicht  hervorgehen  kann ;  es  wäre  dies  auch  eine 
Leistung,  die  man  von  einem  so  kleinen  Buche  nicht  verlangen  kann. 
Wenn  aber  der  Verfasser  wirklich  glaubte  auf  diesem  Wege  eine  um- 
fassende Theorie  schaffen  oder  anbahnen  zu  können,  so  hätte  er  auch 
einen  Einblick  geben  sollen,  wie  es  möglich  wäre.  Der  Anfang  handelt 
von  Begriff  und  Wesen  des  Baumes.  Der  Raum  ist  stetig  erfüllt.  Ueber 
die  ihn  erfüllende  Materie  werden  folgende  Hypothesen  aufgestellt: 
Sie  ist  teils  Körper,  teils  Aether.  Jedes  Körperelement  zieht  jedes 
andre  und  jedes  Aetherelement  nach  Newton'schen  Gesetze  an,  jedes 
Aetherelement  stösst  beide  ab.    Hiermit  ist  offenbar  das  erste  Gesetz 
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der  Mechanik:  Wirkung  und  Gegenwirkung  sind  gleich  —  umgewor- 
fen. Ein  Körper-  und  ein  Acthcrolement  jagen  vermöge  gegenseitiger 
Einwirkung  hinter  einander  her  und  können  dabei  noch  eine  Arbeit 
verrichten.  In  andern  Fällen  bat  der  Verfasser  es  deutlich  erklärt, 
wo  er  von  gewöhnlichen  Annahmen  abweicht  Bei  dieser  Verletzung 
eines  Grundgesetzes  scheint  er  sich  gar  keiner  Abweichung  bewusst 
goweson  zu  sein.  Fragt  man  nun,  wie  es  zugehe,  dass  bei  so  vielen 
Rechnungen  der  Fehler  nicht  durch  seine  Consequenzen  an  den  Tag 
kommt,  so  sieht  man  bald,  dass  letztere  stets  durch  Annahmen  be- 
seitigt sind.  Man  soll  sich  vorstellen,  dass  sich  jedes  Körperteilchen 
mit  einer  Hülle  verdichteten  Aethers  umgibt.  Letzterer  wird  von 
erstcrem  angezogen,  stösst  zwar  selbst  das  Körperchen  ab,  aber  von 
allen  Seiten  gleich,  und  die  Abstossung  hebt  sich  auf.  Der  Verfasser 
beweist  analytisch,  dass  der  Gesamtdruck  des  Aethers  auf  einen 
Punkt  constant  sei.  Wovon  sollte  et  auch  abhangen,  da  nichts 
variabeles  genannt  ist?  Er  nimmt  dabei  gleichmässige  Dichte  des 
Aethers  an  und  hebt  damit  das  Einzige  auf,  was  dem  Satze  einen 
Gedankeninhalt  geben  könnte.  Ueberdies  widerspricht  die  Annahme 
der  vorhergehenden.  Bei  einem  solchen  Verfahren  lässt  sich  nicht 
erwarten,  dass  die  Wärme-  und  Lichttheorie,  wie  wir  sie  besitzen, 
gefördert  sein  könnte,  und  es  hat  kaum  Interesse  das  Weitere  zu 
verfolgen.  Die  gegenwärtigen  Einführungen  zeigen  einige  Aehnlich- 
keit  mit  Redtenbacher's  Dynauiidensystem ,  doch  ist  letzteres  weit 
klarer  durchdacht  Hoppe. 


Die  Algebra  in  natürlicher  Herleitung.  I.  Jahres-Gursus  als 
Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  6.  Lateinklasse.  Von  Aug.  Mo- 
roff,  k.  Studienlehrer.  Programm  der  Kgl.  Bayer.  Studien- Anstalt 
Landshut  für  das  Studienjahr  1883/84.    48  S. 

Die  Unterrichtsmethode  wird  als  feststehende  Doctrin  in  con- 
cinncr,  logisch  wissenschaftlicher  Sprache  vorgetragen,  und  eine 
grössere  Anzahl  Erläuterungs-  und  Uebungsbeispiele  sehr  maunich- 
faltiger  Art  dazu  gegeben.  Die  Themata  sind:  Die  Einführung  der 
allgemeinen  Zahlen,  das  Auf-  und  Abzählen  in  der  nach  unten  und 
oben  unbegrenzt  vorausgesetzten  Zahlenreihe  ,  Operationszeichen  und 
Qualitätszeichen,  Reductionen  und  Gegenrednetionen,  Division  und 
Uebcrgang  zur  allgemeinen  Bruchreihe.  Wenn  die  kategorische  Ein- 
stellung einer  Methode,  die  zwar  recht  reiflich  durchdacht  sein  mag, 
doch  Motivirung  in  manchen  Punkten  erwarten  Hess,  so  kann  wol 
die  Verteidigung  im  Schlusswort  am  wenigsten  Befriedigung  ge- 
währen; denn  diese  ist  mit  Uebergehung  aller  Verständigung  so 
zelotisch  gehalten,  dass  der  Leser  kaum  daraus  entnehmen  kann,  um 
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welche  Frage  es  sieh  handelt;  sie  scheint  bloss  für  einen  besondern, 
den  Verfasser  bekannten  Kreis  von  Schulmännern  bestimmt  zu  sein. 

Hoppe. 

Grammatische  Regeln  zur  leichten  nnd  sicheren  Lösung  der  ein- 
fachen und  zusammengesetzten  Regeldetrie,  der  Prozent-,  Zins-, 
Rabatt-,  Diskonto-  und  Tara-Rechnung.  Von  P.B.Richter,  Mathe- 
matiker.   Halle  a.  S.    1883.    H.  W.  Schmidt.    21  S. 

Die  hier  vorausgesetzte  Methode  ist  die  der  Zerlegung  jeder 
Aufgabe  in  eine  Succession  von  Fragen,  Uebergang  von  der  gegebe- 
nen Zahl  zur  Einheit,  von  dieser  zur  verlangten  Zahl.  Die  Fragen 
sind  in  allen  diesen*  Rechnungsarten  immer  wiederkehrend  dioselben, 
die  Schlüsse  einfach  und  nicht  leicht  zu  verfehlen.  Das  Gemeinsame 
soll  bei  der  Behandlung  nicht  verhüllt  werden.  Was  noch  besonders 
m  beachten  ist,  stellt  die  kleine  Schrift  in  Regeln  zusammen, 

H. 


Wie  studirt  man  Mathematik  und  Physik?   Von  einem  Lehrer 
der  Mathematik.    Leipzig  1885.    Rossberg.    32  S. 

Dieser  Ratgeber  beschränkt  sich  erklärtermassen  auf  den  Fall 
wo  das  examen  pro  facultate  docendi  Ziel  des  Studiums  ist.  Der 
erste  und  grössere  Teil  der  Schrift  ist  allgemeiner  Natur;  es  wird 
nur  in  der  Ausübung  der  Pflichten,  die  keinem  Studenten  unbekannt 
sind,  grösserer  Ernst  und  Genauigkeit  beim  Studium  der  Mathematik 
und  Physik  für  notwendig  erachtet  als  bei  andern  Fächern.  Weiter- 
hin aber  wird  sachliche  Auskunft  erteilt  über  Biidungsmittcl ,  Ein- 
richtungen, Anforderungen,  Verordnungen  u.  s.  w.  und  über  einen 
zweckmässigen  Studienplan  speciell  Rat  gegeben.  Im  Anhang  sind 
die  von  den  Professoren  der  Mathematik  an  der  Universität  Leipzig 
veröffentlichten  „Bemerkungen  über  die  mathematischen  Vorlesungen1' 
zürn  Abdruck  gebracht  H. 


Quadratura  circuli  demonstrata.  Von  F.  6 i rhu.  Mit  8  litho- 
graphischen Tafeln.    Würzburg,  Wien  1885.    Leo  Woerl.    22  S. 

Es  wird  zuerst  die  Constitution  einer  geraden  Strecke  durchweg 
verständlich  und  nicht  miszudeuten,  angegeben,  welche  nach  Be- 
hauptung des  Verfassers  dem  Quadranten  des  gegebenen  Kreises  genau 
gleich  sein  soll.  Sie  erfordert  ziemlieh  viele  Hülfslinien,  ergibt  aber, 
iftnn  inen  die  Rechnung  anstellt,  schon  Abweichung  in  zweiter  Bruch- 
4toBe,  ist  also  »uefa  approximativ  von  keiner  Anwendung.    Bei  der 
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Figarbeschreibung  erklärt  der  Verfasser  irrtümlich  zwei  Gerade  für 
parallel ;  doch  kann  dieser  Fehler  schwerlich  den  Irrtum  des  Resul- 
tats erklären.  Die  zum  Beweise  geführte  Rechnung  gibt  noch  weniger 
Aofscblnss  Sie  geht  von  der  Voraussetzung  einer  sehr  complicirten 
n  enthaltenden  Formel  aus,  von  welcher  der  Verfasser  nicht  sagt, 
wie  er  dazu  kommt     Die  weitere  Controle  würde  wol  nicht  lohnen. 

Hoppe. 


Sammlungen. 

Composition8  d'analyse  et  de  m6canique  donndes  depuis  1869  ä 
la  Sorbonne  pour  la  licence  6s  sciences  math6matiques,  snivies  d'exer- 
cices  sur  les  variables  imaginaires.  Par  E.  Villi 6,  Ancien  Ingenieur 
des  Mines ,  Docteur  k*  Sciences ,  Professeur  ä  la  Facnltä  libre  des 
Sciences  de  Lille.  Enoncäs  et  Solutions.  Paris  1885.  Gauthier- 
ViUars.    347  S. 

Durch  Zusammenstellung  und  Ordnuug  von  Examenarbeiten  er- 
halten wir  hier  eine  reiche  Sammluug  der  interessantesten  Aufgaben 
aus  der  höhern  Analysis,  sämtlich  mit  ausführlicher  Lösung,  so  aus- 
gewählt, dass  die  Rechnung  nie  zu  ausgedehnt,  umständlich  oder 
complicirt  ausfällt.  Die  einzelnen  Gebiete,  denen  die  Aufgaben  an- 
gehöreu ,  und  nach  denen  sie  geordnet  sind,  teilen  sich  zunächst  in 
Analysis  (mit  Einschluss  der  Geometrie)  und  Mechanik,  und  sind: 
Quadraturen,  Differentialgleichungen,  partielle,  'totale,  orthogonale 
Linien-  und  Flächensysteme,  Krümmungsradien  und  Krümmungslinien, 
asymptotische  und  geodätische  Linien,  demnächst  vermischte  Auf- 
gaben, dann:  imaginäre  Variable  uud  elliptische  Functionen;  ferner 
Kinematik ,  Bewegung  eines  freien  Punkts ,  eines  Punkts  auf  fester 
Gurve,  auf  einer  Fläche,  auf  festem  Körper,  Dynamik  der  Systeme. 
Im  Anhang  werden  die  den  Facultäten  von  Paris  und  Frankreich  ge- 
gebenen Themata  für  Arbeiten  aus  der  Astronomie  aufgeführt. 

H. 


Mechanik. 

Taschenbuch  der  Mechanik.  (Phoronomie,  Statik  und  Dynamik). 
Zum  Gebrauche  für  den  Unterricht  und  als  Hülfsbuch  für  die  An- 
wendungen der  Mechanik.    Bearbeitet  von  Dr.  W.  Ligowski,  Pro- 
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fessor,  Lehrer  der  Mathematik  und  nautischen  Astronomie  an  der 
Kaiserlichen  Marine- Akademie  und  Schule  in  Kiel.  Mit  vielen  Holz- 
schnitten. Zweite,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Berlin  1884. 
Ernst  n.  Korn.    135  8. 

Dieses  ebenso  wie  das  früher  erschienene  Taschenbuch  der 
Mathematik  ist  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Zuhörer  des  Ver- 
fassers bearbeitet  Doch  tritt  darin  ein  sehr  merklicher  Unterschied 
hervor.  Jenes  ist  eine  Sammlung  von  Tabellen  und  Formeln,  die 
sich  durch  die  Art  der  Zusammenstellung  auch  zum  Leitfaden  eignet; 
dieses  hingegen  mehr  ein  Leitfaden  verbunden  mit  einer  reichhaltigen 
Formelsammlung.  Die  neue  Auflage  hat  bei  den  in  der  Praxis  in 
Anwendung  kommenden  Abschnitten  vielfache  Erweiterungen  erhalten. 
Für  technische  Anwendungen  empfiehlt  der  Verfasser  als  Ergänzung 
das  im  selben  Verlage  1877  erschienene  Taschenbuch  der  Fcstig- 
beitslehre  von  A.  Kurz. 

Das  gegenwärtige  kurz  gefasste  Lehrbuch,  wie  wir  es  nennen 
können,  charakteritirt  sich  durch  Gründlichkeit.  Es  geht  nicht  von 
der  Perspective  des  Technikers  aus,  sondern  entwickelt  sofort  die 
allgemeine  wissenschaftliche  Theorie  in  exaeter  Aufstellung,  um  erst 
nach  deren  erschöpfender  Behandlung  sich  mehr  der  praktischen  Seite 
zuzuwenden.  Der  Lehrgang  ist  der  synthetische,  vom  einfachen  zur 
hohem  Mannichfaltigkcit  fortschreitend.  Die  Hauptteile  sind:  Die 
Bewegung  als  Erscheinung  (Phoronomie) ,  die  Statik,  die  Dynamik. 
Am  Schlüsse  des  ersten  sind,  bezüglich  auf  die  ganze  Mechanik,  die 
zum  Teil  auf  Erfahrung,  zum  Teil  auf  Einführung  oder  Consequenz 
beruhenden  Grundgesetze  nebst  Definitionen,  an  Zahl  27  zusammen- 
gestellt. Der  zweite  gibt  nach  den  Principien  die  Behandlung  sehr 
verschiedenartiger  Themata,  zuletzt  die  Theorie  der  einfachen  Ma- 
schinen. Der  dritte  behandelt  die  gewöhnlichen  Aufgaben:  Dynamik 
der  Punkte,  der  Massensysteme,  Trägbeitsaxcn,  dann  den  Stoss,  die 
Drehung  um  feste  Axe,  Bewegung  eines  freien  festen  Körpers,  An- 
ziehung und  Potential.    Dann  folgen  einige  numerische  Angaben. 

H. 


Einleitung  in  die  Hydrodynamik.  Von  Horace  Lamb,  Pro- 
fessor an  der  Universität  Adelaide.  Mit  Autorisation  des  Verfassers 
übersetzt  und  bearbeitet  von  Dr.  Richard  Reiff,  Privatdocent  in 
Tübingen.  Freiburg  i.  Br.  und  Tübingen  1884.  J.  C.  B.  Mohr. 
332  S. 

Der  Titel  des  Originalwerks  ist:  „A  Treatise  on  Fluid  Motion". 
Er  bezeichnet  den  Inhalt  zutreffender  als  das  Wort  Einleitung,  da 
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das  Bach,  ohne  vorbereitende  Teile,  unmittelbar  die  Principien  der 
Hydrodynamik  in  Angriff  nimmt  und  zu  einer  gewissen  Vollständig- 
keit bringt  Der  Uobersetzer  hat  einige  Capitel  hinzugefügt,  sonst 
keine  wesentliche  Aenderung  vorgeuommen.  Innere  Reibung  ist  von 
Anfang  ausgeschlossen,  dagegen  variabele  Dichte  berücksichtigt  Die 
succeseiven  Themata  sind:  Die  Bcwegnngsgleichungen,  ihre  Integra- 
tion in  besondern  Fällen,  die  rclativo  Bewegung  der  Teilchen,  Po- 
tentialbewegung, Bewegung  der  Flüssigkeit  nach  2  Dimensionen,  Be- 
wegung fester  Körper  in  einer  Flüssigkeit,  Wirheibewegung,  Wellen- 
bewegung in  incompressibler  Flüssigkeit,  Wellen  in  der  Luft,  innere 
Reibung.  H. 


Technik. 

Sammlung  geometrischer  Instrumente,  deren  Zweck,  Construction 
und  Gebranch.  Als  Beigabe  zum  Kalender  für  Messkunde,  heraus- 
gegeben von  Max  Clonth,  Oeometer.  Trier  1884.  Selbstverlag. 
1.  Heft.    180  S. 

Die  ganze  Sammlung  enthält  die  Abbildungen  von  .43  Theodo- 
liten, 56  Nivellirinstrumenten,  8  Bonssolen,  15  Messtischen  und  Kipp- 
regeln, 15  Markscheiderinstrumenten,  10  hydrometrischen  Instrumen- 
ten, 10  Luftdruck-Höhenmessern,  9  Pantographen,  4  Transportenren, 
15  Flächenberechnttngsinstromonten.  Zu  besserer  Uebersicht  sind 
diese  Abbildungen  mit  kurzen  Notizen  über  Dimensionen  und  Eigen- 
tümlichkeiten nach  Angabe  der  Mechaniker  vorangestellt;  dann  folgt 
der  Text,  betreffend  die  Teile  und  ihre  Aufstellung,  nebst  den  zu- 
gehörigen Durchschnitts-  und  Detail-Abbildungen.  H. 

Repetitorium  der  Mathematik  und  Elektricitäts-Lehre.  Für  die 
Bedürfnisse  der  Eisenbahn -Praxis  elementar  behandelt  von  J.  Krä- 
mer, Ingenieur,  Docent  für  Elektrotechnik  am  höheren  Curse  der 
Fortbildungsschule  für  Eisenbahn-Beamte.  Mit  127  Abbildungen. 
Wien,  Pest,  Leipzig  1884.    A.  Hartleben.    176  S. 

Das  Buch  enthält  die  notwendigen  Vorkenntnisse  zum  Stadium 
der  Elektrotechnik.  Hierza  gehört!  zuerst  die  Mathematik:  sie  ist 
vorzugsweise  nach  der  Seite  der  directen  Rechnung  hin  entwickelt 
bis  zur  Integration  der  Functionen.  Dann  folgt  die  Elektrieitäts- 
lehre  mit  allgemein  physikalischer  Einteilung,  hierauf  eine  chrono- 
logische Tabelle  der  Entdeckungen,  zuletzt  einige  numerische  Ta- 
bellen. JL 
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Arithmetik  der  elektrischen  Beleuchtung  von  R.  E.  Day,  M.  A. 
Professor  der  Exporimcntal-Physik  an  King's  College,  London. 
Autorisirte  deutscho  Ausgabe.  Aus  dem  Englischen  übersetzt  von 
Ingenieur  Carl  Seh  lenk,  Adjnnct  am  technologischen  Gewerbe- 
Museum.  Herausgegeben  vom  Technologischen  Gewerbe-Museum  in 
Wien.    Wien  1884.    Carl  Graescr.    107  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Aufgabensammlung  für  die  elektro- 
dynamische Rechnung.  Der  Verfasser  hat  gefunden,  dass  Schüler 
durch  Rechnung  v#n  Beispielen  sehr  schnell  in  den  Besitz  der  Prin- 
eipien  und  Gesotze  der  Experimentalphysik,  sowie  in  den  der  Kennt- 
nisse von  Details  kommen,  und  gibt  diese  Sammlung  zu  dem  Zwecke 
heraus,  dass  sie  zur  Uebung  dieser  Unterrichtsmethode  dienen  soll. 
Die  Beispiele  beziehen  sich  nach  einander  auf  den  elektrischen  Lei- 
tungswiderstand von  Drähten  und  Lampen,  Intensität  von  Strömen 
im  einfachen  Stromkreise,  Wärmewirkung  des  elektrischen  Stromes 
im  einfachen  Stromkreise,  nützliche  Arbeit  im  einfachen  Stromkreis*), 
combinirto  elektrische  Stromkreise.     Hierauf  folgen  einige  Tabellen. 

H. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  la  Societc  Mathämatique  de  France,  publik  par  les 
secr&aires.  Tome  XII.  Annee  1883—84.  Paris  1884.  Au  stege 
de  la  soci£t6. 

Der  12.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

M.  d'Ocagne:  Uebcr  die  graphische  Bestimmung  dos  Träg- 
heitsmoments der  ebenen  Flächenstttckc.  —  Geometrische  Unter- 
suchung der  Verteilung  des  Drucks  um  einen  Pnnkt  in  einem  recht- 
eckigen Stabe  und  in  einem  Stück  Erde.  —  Ueber  eine  Reihe  mit 
alternirendem  Gesesetze.  —  Ueber  die  mittlere  Gerade  eines  Systems 
beliebig  auf  einer  Ebene  liegender  Geraden. 

David;  Ueber  eine  Transformation  der  linearen  Differential- 
gleichung beliebiger  Ordnung. 

E.  Pica-rd:  Ueber  eine  Gruppe  von  Transformationen  der  auf 
derselben  Seite  einer  Ebene  liegenden  Punkte  des  Raumes.  —  Ueber 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in 
der  Nähe  gewisser  kritischer  Punkte.  —  Bemerkung  über  dio  Re- 
duetion  der  abcischen  Integrale  auf  die  elliptischen. 

L.  Raffy:  Ueber  die  invarianten  Transformationen  der  ellipti- 
schen Differentiale. 
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E.  Lerooine:  Einige  Eigenschaften  der  Parallelen  und  Anti- 
parallelen der  Seiten  eines  Dreiecks.  —  Ueber  die  pseudosymmetri- 
schen  Zahlen. 

P.  Tannery:  Note  über  die  Theorie  der  Gesamtheiten. 

E.  Gonrsat:  Ueber  die  Integration  einiger  linearen  Gleichungen 
mittelst  doppel-periodischer  Functionen. 

H.  Poincare:  Ueber  die  Reduction  der  abelschen  Integrale. 

Tschebischoff:  Ueber  diQ  algebraischen  Brüche,  welche  an- 
nähernd die  Quadratwurzel  aus  einer  Variabein  zwischen  gegebenen 
Grenzen  darstellen.  —  Ueber  die  Transformation  der  rotatorischen 
Bewegung  in  eine  Bewegung  auf  gewissen  Linien ,  mit  Hülfe  articu- 
lirter  Systeme. 

E.  Lebon:  Ueber  die  Construction  der  Tangente  in  einem  An- 
fangspunkte dos  Schattens,  den  ein  hohler  Gylinder  oder  Kegel  auf 
sich  selbst  wirft.  H. 


Die  Wunder  der  Geometrie,  bestehend  in  einer  Sammlung  von 
gegen  100  der  interessantesten,  belehrendsten  und  überraschendsten 
geometrischen  und  guomonischeu  Gonstructionen  und  Berechnungen 
z.  B.  die  Triscction  eines  jeden  Winkels,  das  Theilen  der  Linien  mit 
dem  Zirkel  oder  dem  Lineale  allein,  die  Theilung  der  Flächen,  u.  v. 
A.  m.  wie  sie  zur  Unterhaltung  in  gebildeten  Cirkeln  als  Neckauf- 
gaben vorzukommen  pflegen.  Mit  gegen  100  Figuren.  Von  Jgu. 
Beruh.  Montag,   Lehrer  der  Mathematik.     Erfurt  1885.    52  S. 

Der  Titel  deutet  auf  eine  gewisse  Art  von  Aufgaben,  hier  tref- 
fend Neckaufgaben  genannt,  hin,  die  wol  Vielen  durch  die  Tradition 
bekannt  sein  wird.  Die  Publication  einer  guten  Auswahl  derselben 
würde  gewiss  weit  und  breit  willkommen  sein,  und  es  sind  schon 
manche  erdacht  und  mitgeteilt  worden,  die  es  verdienten  der  Ver- 
gessenheit entrissen  zu  werden.  Notwendige  Eigenschaft  ist  nicht, 
dass  sie  belehrend,  sondern  dass  sie  überraschend  sind,  was  doch 
nur  möglich  ist,  wenn  sie  der  Auffassung  keine  Schwierigkeit 
bieten.  Das  aber  fehlt  hier  den  meisten.  Die  wirklich  überraschenden 
scheinen  leider  nicht  zur  Kenntniss  des  Verfassers  gelangt  zu  sein. 
Wir  können  daher  die  Auswahl  keine  glückliche  nennen.        H. 
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Bemerkung. 

Zu  unserer  Besprechung  des  Buches:  „Ueber  die  quadratischen 
und  kubischen  Gleichungen  mit  besonderer  Berücksichtigung  des 
irreducibein  Falles  bei  den  letzteren".  Von  Professor  C.  Hell w ig, 
im  3.  litt.  B.  S.  32.  —  bemerkt  der  Verfasser,  als  unbeachtet  über- 
gangen, dass  die  in  VIII.  und  IX.  enthaltenen  EntWickelungen  über 
die  Wurzeln  der  kubischen  Gleichungen  einen  Fortschritt  auf  diesem 
Gebiete  bedeuten.  Denn  es  wird  daselbst  nachgewiesen,  dass  sich 
bei  irrational  erscheinenden  Wurzeln,  wie  sieh  dieselben  aus  der 
cardanischen  Formel  ergeben,  mittelst  der  Gleichung  3a  =  4»— &, 
die  er  fttr  neu  hält,  darüber  entscheiden  lfisst,  ob  dieselben  in  der 
Tat  irrational  sind  oder  sich  in  rationale  verwandeln  lassen;  und 
ferner  gezeigt,  wie  an  der  Hand  der  Gleichung  3a«=4n-f&  die 
complex  erscheinenden  reellen  Wurzeln  berechnet  werden  können, 
mögen  sie  rational  oder  irrational  sein.  H. 
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VIII. 


beschichte  der  Mathematik  und  Physik, 

Albrecht,  G.,  Geschichte  d.  Elektricität  m.  Jterücksichtg.  ihrer 
Anwendung!).    Wien,  Hartleben.    3  Mk.;  geb.  4  Mk. 

Jahrbuch  üb.  d.  Fortschr.  d.  Mathematik,  hrsg.  v.  C.  Ohrtmann. 
14.  Bd.    J.  1882.    3.  Hft.    Berlin,  G.  Reimer.    6  Mk. 

Methode  und  Prineipien. 

Forster,  A.,  Studien  zur  Entwicklungsgeschichte  d.  Sonnen- 
systems.   Stuttgart,  Metzler'scher  Verl.    2  Mk.  60  Pf. 

Tischner,  A.,  the  fixed  idea  of  astronomical  theory.  Leipzig, 
Fock.    1  Mk.  20  Pf. 

Zacharias,  0.,  üb.  gelöste  u.  ungelöste  Probleme  der  Natur 
forschg.    Leipzig,  Denicke's  Verl.    4  Mk. 

Lehrbücher. 

Kambly,  L.,  die  Elementar-Mathematik  f.  d.  Schulunterr.  bearb. 
1.  Tl.  Arithmetik  u.  Algebra.  27.  u.  28.  Afl.  Breslau,  Hirt  Verl. 
1  Mk.  40  Pf. 

Sachse,  J.  J.,  Mathematik  f.  dtsche.  Lehrbildungsanstalten  n. 
Lehrer.  1.  Tl.  Element-Rechnen.  2.  Afl.  Leipzig,  Siegißmund  &  V. 
3  Mk. 

Sammlungen« 

Heis,  E.,  Sammig.  v.  Beispielen  u.  Aufgaben  aus  der  allgem. 
Arithmetik  u.  Algebra.  67.  u.  68.  Afl.  Köln,  DuMont-Schanberg. 
3  Mk. 

Kleyer,  A.,  vollst,  gelöste  Au  fg. -Sammig.  a.  allen  Zweigen  der 
Recheukunst  etc.    171.— 182.  Heft.    Stuttgart,  Maier.    ä  25  Pf. 
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Nieden,  E.  *ur,  method.  geordn.  Aifgabensammlg.  f.  d  geo- 
metr.-propädeut  Unterr.  in  d.  Quinta  höh.  Lehranstalten.  2.  Afl. 
Bma,  Stomuas  Verl.    Kart  90  Pf. 

Reidt,  P.,  Sammig.  v.  Aufgaben  u.  Beispielen  aus  d.  Tri- 
gonometrie u.  Stereometrie.  2  TL  Stereometrie.  3.  Afl;  Leipzig, 
Tenbner.    3  Mk. 

Tabellen* 

Baumann,  A.,  Tafeln  zur  Gasometrie.  München,  Sieger. 
Kart.    3Mk. 

Herz,  N.,  siebenstellige  Logarithmen  d.  trigonom.  Function  f. 
jede  Zeitsecunde.    Leizig,  Teubner.    4  Hk. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

H»nek*  A.  F.,  Lehrbuch  der  Arithmetik  u.  Algebra  f.  Gym- 
nasien, Real-,  Gewerb-  u.  Handelsschulen.  3.  Tl.  1.  Abth.  2.  Afl. 
N&roberg,  Korn.    2  Mk. 

Hattendorff,  IL,  algebrawehe  Analysis.  Neue  Ausg.  Leipzig, 
Baumgärtner.    4  Mk. 

—   Einleitung  in  dte  höhere  Analysis.  Neue  Ausg.  Ebd.    8  Mk. 

Stolz,  0.,  Vorlesgn,  Üb.  allgem.  Arithmetik.  1.  Tbl.  Allge- 
meines u.  Arithmetik  d.  reellen  Zahlen.    Leipzig,  Teubnor.    8  Mk. 

Weinnoldt,  EL,  üb.  Functionen,  welche  gewissen  Differenz- 
gleichungen n.  Ordnung  Genüge  leisten.  Kiel,  Lipsius  &  T.  2  Mk. 
40  Pf. 

tieowetrle« 

Busch,  C,  die  Quadratur  u.  Rectifikation  d.  Kreises  auf  ele- 
mentar geometr.  Wege.    Ohrdruf,  Bornebusch.    35  Pf. 

Danitsch,  D.,  conforme  Abbildg.  d.  ellipt.  Paraboloids  auf  die 
Ebene.    Jena,  Deistung.    1  Mk. 

Hei  her,  K,,  {Geometrie  f.  Anfänger  nach  genet  Methode. 
Stuttgart,  Metzlertcber  Verl.    1  Mk.  30  Pf. 

Klein,  F.,  üb.  d.  ellipt.  Normalcurven  der  nten  Ordng.  u.  zu- 
gehörigen Modulfunctionen  der  nten  Stufe.  Leipzig,  Hirzel.  1  Mk. 
80  Pf. 

Köstler,  H.,  Vorschule  d.  Geometrie.  4.  Afl.  Halle,  Nebert. 
Kart.    50  Pf. 

Lübsen,  H,  B.,  ausführl.  Lehrbuch  d.  analyt.  od.  höheren  Geo- 
metrie.   12.  Afl.    Leipzig,  Brandstetter.    4  Mk. 

Mocnik,  F.,  Ritter  v.,  geometr.  Anschaunngslehre  f.  Unter- 
gymnasien.    2.  Abth.    15.  Afl.    Wien,  Gerold's  S.    1  Mk.  10  Pf. 
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Mocnik,  F.,  Ritter  v.,  Geometria  combinata  col  disegno  ad 
ubo  delle  scuole  cittadine.    Prag,  Tempsky.    1  Mk.  50  Pf. 

Becknagel,  6.,  ebene  Geometrie  f.  Schulen.  3.  All.  Mün- 
chen, Th.  Ackermann.    2  Mk. 

Sondorfer,  R.,  n.  H.  Anton,  Lehrbuch  der  Geometrie  f.  d. 
oberen  Gassen  d.  Mittelschulen.  1.  Thl.  Die  Geometrie  d.  Ebene. 
3.  Afl.    Wien,  Braumüller.    2  Mk. 

Wiener,  H.,  rein  geometr.  Theorie  der  Darstellg.  binarer 
Formen  durch  Punktgruppen  auf  der  Geraden.  Darmstadt,  Brill. 
2  Mk.  50  Pf. 

Praktische  Geometrie,  Geodäsie« 

Bohne nberger,  J.  G.  F.,  die  Berechnung  der  trigonometr. 
Vermessungen  m.  Rücksicht  auf  die  sphäroidische  Gestalt  d.  Erde, 
ütsch.  v.  E.  Hammer.    Stuttgart,  Metzler'scher  Verl.    1  Mk.  80  Pf. 

Vogler,  Ch.  A.,  Lehrbuch  der  prakt.  Geometrie.  1.  Tl.  Vor- 
studien u.  Feldmessen.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    16  Mk. 

Mechanik« 

Kraft,  F.,  Sammig.  v.  Problemen  d.  analyt  Mechanik.  11. 
(Schluss-)Lfg.    Stuttgart,  Metzler'scher  Verl.    2  Mk. 

Nehls,  Ch.,  üb.  graph.  Integration  u.  ihre  Anwendg.  in  d. 
graph.  Statik.    Neue  Ausg.    Leipzig,  Baumgärtner.    6  Mk. 

W  a  1  b  e  r  e  r ,  J.  C  h.,  Anfangsgründe  der  Mechanik  fester  Körper. 
5.  Afl.    München,  Th.  Ackermann.    2  Mk.  40  Pf. 

Technik. 

Kittler,  E.,  Handbuch  d.  Elektrotechnik.  1.  Bd.  1.  Hälfte. 
Stuttgart,  Enke.    9  Mk. 

Ritter,  A.,  Lehrbuch  d.  Ingenieur-Mechanik.  2.  Afl.  Leipzig, 
Baumgärtner.    14  Mk. 

Stevenson,  Th.,  die  Illumination  der  Leuchtthürme.  Nach 
d.  Engl,  bearb.  v.  Ch.  Nels.    N.  A.    Leipzig,  Baumgärtner.    6  Mk. 

Weisbach,  J.,  Lehrbuch  d.  Ing.-  u.  Masch.-Mechanik.  2.  Thl. 
Die  Statik  d.  Bauwerke  u.  Mechanik  d.  Umtriebsmasch.  5.  Afl., 
bearb.  v.  G.  Herrmann.  2.  Abth.  Die  Mechanik  d.  Umtriebs- 
maschinen.    9.  u.  10.  Lfg.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    4  Mk.  40  Pf. 

Optik« 

Heyn,  R.,  Hauptsätze  der  Perspective,  Spiegeig.  u.  perspectiv. 
Schattenconstruction.    Fol.    Leipzig,  Felix.    In  Mappe.    9  Mk. 
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Erd«  und  Himmelskunde« 

Arbeiten,  astronomisch-geodätische,  in  d.  J.  1883  u.  1884.  Puhl. 
<L  kgL  preuss.  geodät.  Institutes.  Berlin,  Friodberg  &  M.  13  Mk. 
50  Pf. 

Ans  dem  Archiv  d.  deutschen  Sternwarte.  5.  J.  1882.  Ham- 
burg, Friedrichsen  &  Co.    15  Mk. 

Bebber,W.  J.  van,  Handbuch  der  ausübenden  Witterungskunde. 

1.  Tht    Geschichte  der  Wetterprognose.    Stuttgart,  Enke.    8  Mk. 

FrieBenhof,    Frhr.  G.,    Wetterlehre  od.  prakt.  Meteorologie. 

2.  Afl.    3.  (Schluss-)Lfg.    Wien,  Frick.    2  Mk.  40  Pf. 

Hermes,  0.,  Elemente  d.  Astronomie  u.  mathemat.  Geographie. 

3.  AfL    Berlin,  Wiuckelmann  &  S.    1  Mk.  20  Pf. 

Klee,  F.,  unser  Sonnensystem.  2.,  m.  e.  Nachtrag  versehene 
Afl.    Mainz,  Frey.    1  Mk.  75  Pf. 

Lersch,  B.  M.,  üb.  d  symmetr.  Verhältnisse  d.  Planetensystems. 
2.  Afl.    Köln,  Mayer.    1  Mk.  60  Pf. 

Mädler,  J.  H.  v.,  der  Wunderbau  d.  Weltalls  od.  popul.  Astro- 
nomie.   8.  Afl.    12.  Lfg.    Strassburg,  Schultz  &  Co.,  Verl.    1  Mk. 

Mayer,  J.,  Sternkarte  m.  bewegl.  Horizont.  Lith.  Mit  Text. 
Schaffhausen,  Rothermel.    4  Mk. 

Nachrichten,  astronom.  Hrsg.:  A.  Krüger.  112.  Bei.  (24  Nrn.). 
Nr.  1.    Hamburg,  Mauke's  S.    prcplt    15  Mk. 

Schi  emulier,  W.,  Grundzüge  e.  Theorie  d.  kosmischen  At- 
mosphäre m.  Berücksichtg.  d.  irdischen  Atmosphäre.  Prag,  Domi- 
nkm    1  Mk.  20  Pf. 

Sohncke,  L.,  der  Ursprung  d.  Gewitter-Elektritität  u.  d.  ge* 
wOhnl.  Elektricität  der  Atmosphäre.    Jena,  Fischer.    1  Mk.  50  Pf. 

Stera-Epheineriden  f.  d.  J.  1887.  Berlte,  Dominiert  Verl. 
6Mk. 

Tscbermak,  G.,  die  mikroskop.  Beschaffenheit  d.  Meteoriten 
erläutert  durch  photograph.  Abbildgu.  3.  (Schluss-)Lfg.  Stuttgart, 
Schweizerbart.    In  Mappe  18  Mk. 

Trau mü  11  er,  F.,  die  Mannheimer  meteorologische  Gesellschaft 
[1780—1795.]  Ein  Beitrag  zur  Gesch.  d.  Meteorologie.  Leipzig, 
Dürr'sche  Buchh.    1  Mk.  50  Pf. 

Vierteüahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Hrsg.  v.  E.  Schön- 
feld u.  H.  Seeliger.  19.  J.  1884.  4.  Hft.  Leipzig,  Engclmann. 
2Mk. 

Wittram,  Th.,  zur  Berechnung  der  speciellen  Störgn.  d.  kleinen 
Planeten.    Dorpat,  Karow.    1  Mk.  50  Pf. 

Zauber-Kalender,  Gregorianischer,  auf  d.  Jahre  1500  -  4699. 
Leipzig,  Spohr.    30TPf. 
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Nautik. 

Jahrbuch,  nautisches,  od.  Ephemeridcu  u.  Tafeln  f.  d.  J.  1888 
zur  Bestimmg.  der  Zeit,  Länge  u.  Breite  zur  See,  nach  astronom. 
Beobachtgn.  Hrsg.  v.  Reichsamt  d.  Innern.  Berlin,  C.  Heymann's 
Verl.    Geb.    1  Mk.  50  Pf. 

Physik. 

Uandl,  A.,  Lehrbuch  d.  Physik  f.  Pharmaceuteu,  Chemiker  u. 
Angehörige  ähnlicher  Berufszweige.    Wien,  Holder.    4  Mk. 

Hoff  mann,  R.,  Leitf.  u.  Repetit.  der  Physik  z.  Gebr.  beim 
Unterr.  an  höh.  Schulen.   Plauen,  Neopert.  3  Mk. ;  geb.  3  Mk.»  60  Pf. 

Jochmann,  E.  u.  0.  Hermes,  Grundriss  der  Experimental- 
physik u.  Elemente  d.  Astronomie  u.  mathemat.  Geographie.  9.  Afl. 
Berlin,  Winckelmanu  &  S.    Geb.    5  Mk.  30  Pf. 

Kleycr,  A.,  die  elektr.  Erscheingn.  u.  Wirkungen  in  Theorie 
u.  Praxis.    25.-28.  Lfg.    Stuttgart,  Maier.    ä  25  Pf. 

Krumme,  W.,  Lehrbuch  d.  Physik  f.  höhere  Schulen.  2.  Afl. 
Berlin,  Grote.    3  Mk.  50  Pf. 

Waltenhofen,  A.  v.,  die  internation.  absoluten  Maasse,  ins- 
besondere d.  elektr.  Maasse.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    2  Mk. 

Vermischte  Schriften. 

Abhandlungen  d.  kgl.  Akademie  d.  Wisscnscb.  zu  Berlin.  Aus 
d.  J.  1884.  Anhang.  Hieraus  einzeln:  physikalische.  Berlin,  Dümm- 
ler's  Verl.    Kart.    17  Mk. 

Berichte  üb.  d.  Verhandlgn.  d.  kgl.  sächs.  Gesellschaft  d.  Wiss. 
zu  Leipzig.  Mathemat. -physikal.  Klasse.  1885.  I.  II.  Leipzig,  Hir- 
zel.    2  Mk. 

Sitzungsberichte  d.  kais.  Akademie  d.  Wissensch.  Mathem.-naturw. 
Classe.  2.  Abth.  Enth.  die  Abhandlgn.  aus  d.  Geb.  der  Mathematik, 
Physik,  Chemie,  Mechanik,  Meteorologie  u.  Astronomie.  91.  Bd.  1. 
u.  2.  Hft.    Wien,  Gerold's  S.    5  Mk.  50  Pf. 
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Im  Verlage  von  Eduard  Heinrich  Mayer  in  Köln  erschien  in 
neuer,  mit  einer  Einleitung  des  Verfassers  vermehrter  Ausgabe: 


Das  Wettall 


und   seine  Entwic  kelung. 

Barlegnug  der  neuesten  Ergebnisse  der  kosmelogischen  Vorsehung 
von  £.  F.  Theodor  Äoldenhauer. 

Inhalts -Ueb  ersieht: 

I.  Das  AU,  2.  Das  Sonnensystem,  3.  Die  Erde,  4.  Die  Sonne,  5.  Der 
Mond,  6.  Planeten,  7.  Feuerkugeln,  Meteoritc,  Sternschnuppen,  Kometen, 
8.  Der  Einheitsgedanke  im  Sonnensystem,  9.  Der  Stoff  und  die  Kraft,  10. 
Ballung  und  Umlauf,  11.  Die  Drehung,  12.  Die  Vordichtung  und  Ring- 
bildung, 13.  Die  Entfaltung  unserer  Planetenwelt,  14  Der  „kritische 
Punkt"  in  der  WeltkOrperentwickelung,  15.  Der  Gestaltungs-Prozess  des 
Mondes,  16.  Die  Konstituirung  der  Erde,  17.  Der  Erdvulkanismus  der 
Vorzeit,  18,  Der  Sonnenvulkanismus,  19.  Die  Eiszeit  der  Erde,  20.  Der 
Erdvulkanismus  der  Jetztzeit,  21.  Der  Ursprung  der  Meteoritenschwärme, 
22.  Perspektiven. 

Vollständig  broschirt  in  2  Bänden  Preis  14  M.  40  Pf.  — 
in  Engl.  Leinen  gebunden  Preis  M.  16,—. 

Bei  der  ausserordentlichen  Anerkennung,  welche  das  hervor- 
ragende Buch  bei  der  Kritik  wie  beim  naturwissenschaftlich  ge- 
bildeten Publikum  gefunden  hat,  glaubte  die  Verlagshanding  mit 
dieser  neuen  Ausgabe  eine  litterarische  Pflicht  zu  erfüllen.  Aus- 
fuhrliche Prospecte  stehen  gratis  und  franco  zu  Diensten. 


Verlag  von  Friedrich  Vieweg  &  Sohn  in  Braun  schweig. 
(Zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung.) 

Soeben  erschien: 

Theoretische  Optik 

gegründet  auf  das  Bessel-Sellmeier'sche  Princip. 
Zugleich  mit  den  experimentellen  Belegen. 


Von  Dr.  F.  Ketteier, 

Professor  an  der  Universität  in  Bonn. 
Mit  44  Holzstichen  und  4  lithographirten  Tafeln,     gr.  8. 
Preis  14  Mark. 
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der 


MATHEMATIK  und  PHYSIK 

mit  besonderer  Rücksicht 

auf  die  Bedürfnisse  der  Lehrer  an  höheren 
Unterrichtsanstalten. 


Gegründet  ron 

J.   A.   Grunert, 

fortgesetzt  von 

K.  Hoppe. 

Zweite  Reihe. 

Dritter  Teil.    Zweites  Heft. 

(Mit  1  lithographirten  Tafel.) 


3  Leipzig. 

G.  A.  Koch 's  Verlagsbuchhandlung, 

J.  Sengbnsch. 

1885. 
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Im  Verlage  von  Mayer  u.  MMIer  in  Berlin  W.,  Französischeste, 
38/39  ist  soeben  erschienen: 

Prym,    Dp.    Friedrich,    neue  Theorie  der   ultra- 
elliptisohen  Functionen.    2.  Auflage.  Folio.  117  Seiten 

m.  3  Tafeln.    M.  3.60. 

Diese  neue  Auflage  der  wichtigen  Arbeit,  welche  viele  Jahre 
vergriffen  war  und  in  antiquarischen  Catalogen  mit  c.  20  M.  auf- 
geführt wurde,  ist  durch  viele,  theils  berichtigende,  theils  ergänzende 
Zusätze  vermehrt.  Die  zu  der  Arbeit  gehörigen  Tafeln  sind  umge- 
arbeitet und  neu  hergestellt  worden. 


Dr.  ®.  ©roaers  matticmfttiföe  ßeftrGSdjer: 

I.    grttfittfti  btr  gtereomrtrte  ntftft  134  ttc6imq8iitffttt6cti 

3um  ©ebrauetye  au  teeren  Uetyranjialtcn.  SRit  U7  £olj- 
fc^nitteiv    1885.    7  »oflen.  qSrci*  1,35  9R. 

Xit  9iaumbcre<$nung  ift  burc^wcp  auf  beu  ©ruubfafe  bc«  Oaraleri  gc- 
arünbet,  »obur*  tint  toeftnttifa  BctetttfftdMittß  tn  ber  Öntwuflung  bei 
gormcln  erteilt  ift, 

IL    $te  arttftwetifdiett  nnb  neoinetrtfcfteii  gerftgltuiffe,  ffta* 

Portionen  unb  ißrogteffianen  mit  älmnenbung  auf  Die  flinfe^ 
jinS*  unb  9tentenre#nuna.  (ÄutfuS  ber  Ib  ober  IIa  btä 
©pmnafti)  1885.    Sßrcte  80  Sßfge. 

IIL   Die  Physik  In  frlfrmentsr-niatbemattecher  Behandlung 

Zum  Gebrauche  an  höheren  Lehranstalten.  1.  Die  Mecha- 
nik.   20£  Bogen.    1885.    Preis  4,50  M. 

Von  Interesse  für  jeden  Lehrer  der  Physik  und  Mathematik. 

«909«.  BUt.  »erftert  Sertag. 

Verlag  von  Andr.  Fred.  Hfot  &  Sohn  in  Kopenhagen, 

Unsere  Naturerkenntniss. 

Beiträge  zu  einer 

Theorie  der  Mathematik  und  Physik 

von 

Dr.  phil.  K.  Kroman, 

Professor  d.  Philosophie  a.  d.  Universität  in  Kopenhagen. 

Von  der  königl.  dän.  Akademie  der  Wissenschaften  mit  der  goldenen 
Medaille  gekrönte  Preisschrift. 


Ins  Deutsche  übersetzt  unter  Mitwirkung  des  Verfassers 

von 

Dr.  phil.  R»  y,  Fiseher  -Benxon, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Kiel. 

Preis  10  Mark. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Einlcitang  in  die  Analysis  des  Unendlichen.  Von  Leonhard 
Eni  er.  Erster  Teil.  Ins  Deutsche  übertragen  von  H.  Maser. 
Berlin  1885.    Jnlins  Springer.    319  S. 

Der  erste  Teil  von  Euler's  Introductio  in  Analysin  infinitornm 
behandelt  folgende  Themata:  Wesen  and  Einteilung  der  Functionen, 
eingehend  auf  die  mehrdeutigen  irapliciten  Functionen,  ohne  Gebrauch 
von  Functionszeichen ;  Zerlegung  der  rationalen  Functionen  in  Par- 
tialbrüche ;  Auflösung  der  Relationen  zwischen  Variabein  durch  Aus« 
druck  in  gemeinsamen  neuen  Variabein ;  Darstellung  von  Functionen 
durch  unendliche  Reihen,  durchweg  speciell,  ohne  Erklärung  des 
Wesens  und  der  Bedingungen,  eingehend  auf  recurrente  Bestimmung; 
Functionen  mehrerer  Variabein,  eingehend  auf  Homogeneität;  Ex- 
ponentialgrössen  und  Logarithmen,  deren  Berechnung;  Kreisfunc- 
tionen  und  deren  Berechnung,  imaginäre  Relation  mit  der  Exponen* 
tialfuncüon ;  Berechnung  der  imaginären  Factoren  ganzer  Functionen, 
Anwendung  auf  Reihensummen  und  Summation,  mit  vielen  beson- 
dern Formelresultaten;  reelle  Partialbrücho  2.  Grades;  recurrente 
Reihen;  Vervielfachung  und  Teilung  der  Winkel;  Reihen,  welche  aus 
der  Entwickelung  von  Producten  entspringen;  Zerlegung  der  Zahlen 
in  ganze  positive  Teile;  Gebrauch  der  recurrenten  Reihen  bei  Be- 
rechnung der  Wurzeln  der  Gleichungen;  Eettenbrüche.  Das  Euler- 
sche  Werk  zeichnet  sich  aus  durch  enorme  Prodnctivität  an  Methoden 
and  resultirenden  Formeln,  erstere  mit  der  Tendenz,  der  Analysis  die 
notwendigen  Organe  zu  schaffen.  Dieselben  sind  dermassen  in  Uebung 
gekommen,  dass,  wenn  man  von  den  bekanntesten  Methoden  und 
Formeln  den  Ursprung  sucht,  man  ihn  weit  öfter  bei  Euler  als  sonst 


Are*,  d.  Math.  u.  Phys.  2.  Reihe,  Teil  IlL  Heft  2. 
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irgendwo  findet  Was  hingegen  durchweg  unberührt  bleibt,  ist  die 
Frage  nach  den  Begriffen  und  Principien,  die  stets  ohne  Prüfung 
vorausgesetzt  werden.  Die  Uebersetzung  ist  vortrefflich  in  jeder  Be- 
ziehung. H. 


Beitrag  zur  Auswerthung  bestimmter  Integrale  mittelst  Ver- 
änderung des  Weges.  Von  Dr.  J.  H.  Graf,  Privatdoceut  an  der 
Universität  Bern  und  Lehrer  an  der  Lerberschule.  Separatabdruck 
aus  den  Mittheilungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern. 
Bern  1884.    Huber  u.  O.    31  S. 

Diese  Schrift  hat  die  Bestimmung,  an  einzelnen  Beispielen  die 
Vorzüge  der  Methode  zu  zeigen,  welche  durch  Veränderung  des 
Weges  die  Werte  von  Integralen  findet  Sie  beginnt  mit  der  Her- 
leitung der  Formel: 

I»r(l—  a)  —  -r^— 

K  '     v         '       sin  an 

und  wendet  sich  dann  zur  Behandlung  des  Integrals 


für  unendliche  Grenzen.  Jene  Formel  ist  schon  durch  Reihenent- 
wickelung, gültig  für  reelle  und  imaginäre  a  leicht  zu  beweisen. 
Setzt  man  den  Reihenausdruck  der  rechten  Seite  als  bekannt  voraus, 
so  ist  schwerlich  Anlass  nach  kürzerem  Verfahren  zu  suchen.  Da 
man  jedoch  auch  umgekehrt  diesen  Reihenausdruck  finden  kann,  in- 
dem man  den  Wert  der  linken  Seite  nach  anderer  Methode  ermittelt, 
so  hat  die  Anwendung  der  in  Rede  stehenden  Methode  in  der  Tat 
sichtlich  Interesse,  und  erscheint  als  geneignetes  Beispiel  die  Frucht- 
barkeit derselben  ans  Licht  zu  stellen,  mehr  als  die  dann  folgenden 
Betrachtungen,  welche  doch  allzuwenig  Resultate  aufweisen.  Beweise 
der  obigen  Formel  durch  Umformung  des  Integrationswegs  hatten 
schon  Schläfli  und  Schönholzer  gegeben.  Der  gegenwärtige  wird  als 
ein  noch  einfacherer  aufgestellt    In  dem  Integral 


■— -A 


.  »sc«-1  3x 


geht  x  von  0  nach  Osten,  dann  einmal  mit  südlicher,  einmal  mit 
nördlicher  Ausweichung  nach  Westen,  woraus  bei  Substitution  bzhw. 
von  e-i7tXj  einx  für  x  erhalten  wird: 
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0 

and  nach  Subtraction: 


X 


-la« 


Nach  Hinzufügung  des  ganzen  Horizonts  über  Süd,  Ost,  Nord,  West 
ergibt  sich  rechts  2in9  übereinstimmend  mit  der  Formel.         H. 


Die  Determinanten   für  den   ersten  Unterricht  in   der  Algebra 
bearbeitet  von  Dr.  H.  Kaiser  in    Dieburg.    Wiesbaden  1885.     J.  ' 
F.  Bergmann.    23  S. 

Die  Schrift  gibt  nach  einander  die  Schreibung  und  den  entwickelten 
Ausdruck  der  Determinanten   2.  und  3.  Grades,  die  Auflösung  der 
linearen    Gleichungssysteme   von   2   und   3  Unbekannten,    d.  h.  das 
blosse  Resultat  mit  Beispielen,  die  Elimination  der  Unbekannten  desgl., 
allgemeine   Bemerkungen,    d.  h.  allgemein  gültig,  aber   nur  speciell 
beobachtet,   einige   leichte   Transfermationen,   Vertauschung  zweier 
Reihen,  zwei  gleiche  Reihen,   dann  Beweis  des  Vorstehenden.    Der 
Verfasser  hat  unbestritten  darin  Recht,  dass  die  Determinantenrech- 
nung grosse  Vorteile  bietet,   und  dass  es  sich  in  bedeutendem  Um- 
fange der  Anwendung  nur  um  Determinanten  2.  und  3.  Grades  han- 
delt   Er  scheint. aber  gar  nicht  überlegt  zu  haben,  an  welche  Be- 
dingungen jene  Vorteile  geknüpft  sind.    Die  erklärte  Bedeutung  und 
die  Gleichungsauflüsung  gibt  dem  Anfänger  der  Algebra   kein   Ge- 
setz, sondern  nur  complicirte  Ausdrücke,  über  die  er  durch  die  will- 
kürliche Zusammenfassung  von  Tennen  schwerlich    eine  Uebersicht 
gewinnt;  er  wird  durch  sie  nicht  gefördert,  denn  die  Auflösung  ist 
als  geschehen  vorausgesetzt    Den  nachfolgenden  Sätzen ,  welche  nur 
einen  Teil  der  elementarsten  Eigenschaften  der  Determinanten  geben, 
fehlt  jede  Anwendung  und  werden  dem  Schüler  als  zwecklose  Düfte- 
leien  erscheinen  ;    die  nachträglichen  Beweise  haben  keinen  rechten 
Gegenstand,  denn  dass  jenes  Resultat  herauskommt,  musste  der  Schüler 
schon  durch  eigene  Rechnung   erfahren  haben  um  es  zu  verstehen. 
Der  Nutzen  der  Dctcrmiiiautentheorie  kann  dem  Schüler  erst  zugut© 
kommen,  nachdem  einiger  Sinn  für  algebraische  Formen  geweckt  ist, 
und  er   die  Lehre  von   den  Permutationeu   und   Substitutionon  ge- 
trieben hat,  was  doch  nur  in  der  obersten  Classe  der  höhern  Unter- 
richtsanstalten  geschehen  kann.     Von  der  vorliegenden  Bearbeitung 
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aber  muss  man  sagen,  dass  sie  das  Gegenteil  einer  rationalen  Me- 
thode ist:  statt  die  Eigenschaften  für  die  Nutzanwendungen  zu  ver- 
werten, bringt  sie  erstere  als  müssige  Bemerkungen  hinterher  und 
sehr  unvollständig.  H. 


Die  Elemente  des  graphischen  Rechueng  mit  besonderer  Berück- 
sichtigung der  logarithmischen  Spirale.  Eine  Anleitung  zur  Con- 
struetion  algebraischer  und  transcendenter  Ausdrücke  für  Bau-  und 
Maschinen-Techuikcr ,  sowie  zum  Gebrauche  an  höheren  Gewerbe- 
schulen. Von  Anton  Steinhauser,  k.  k.  Professor  an  der  Staats- 
Gewerbeschule  in  Wien.    Wien  1885.    Alfred  Holder.    130  S. 

Das  Vorliegende  ist  eine  Anweisung  die  elementaren  Rechnungen 
der  Arithmetik  und  Algebra  durch  Construction  auszuführen.  Sie 
schliesst  sich  ohne  Rücksicht  auf  das  Unterscheidende  ihrer  Aufgabe 
ganz  an  den  Lehrgang  der  Arithmetik  und  Algebra  an  und  behandelt 
nach  einander:  die  Grundoperationen  (4  Species),  das  Potenziren, 
Radiciren  und  Logarithmiren,  die  Reihen,  die  Verhältnisse  und  Pro- 
portionen, die  Auflösung  der  Gleichungen  1.  und  2.  Grades  mit  1 
und  mehrern  Unbekannten,  das  Rechnen  mit  imaginären  Zahlen,  die 
Ereisrechnung,  die  Flächenberechnung.  Charakteristisch  ist,  dass 
das  Selbstverständliche  mit  allerhand  Wiederholungen  breit  ausgeführt 
wird,  während  notwendige  Fragen,  die  Erfahrung  und  Ueberlegung 
erfordern  mit  Stilltchweigen  übergangen  werden.  Nachdem  im  An- 
fang gesagt  ist ,  dass  jede  Zahl  durch  das  Verhältuiss  zweier  Linien 
dargestellt  wird,  und  dies  Verhältuiss  in  der  Tat  zuerst  allgemein  in 
Anwendung  kommt,  muss  noch  ausführlich  der  Fall  einer  ganzen 
Zahl  behandelt,  und  dem  Schüler  gesagt  werden,  dass  hier  der  Di- 
visor =  1  ist,  und  es  folgt  noch  ein  besonderer  Abschnitt  über  Con- 
struction der  Proportionen.  Dagegen  ist  nichts  darüber  gesagt,  mit 
welchen  Instrumenten  die  Construction  geschieht,  dass  verschiedene 
Methoden  möglich  sind,  und  dafür  gesorgt  wird,  dass  das  Zeichen- 
blatt ausreicht.  Für  manche  Aufgaben  sind  Curven  nötig;  ob  diese 
aber  jedesmal  neu  construirt  werden  müssen,  oder  eine  für  weitern 
Umfang  von  Aufgaben  ausreicht,  bleibt  unerörtert.  Während  nun  ein 
grosser  Teil  der  Auseinandersetzung  den  Techniker  als  gänzlich  un- 
beholfen und  denkunfähig  zu  betrachten  scheint,  verlangt  doch  das 
Schlusswort  von  ihm,  dass  er  den  Einfluss  der  Zeichenfehler  auf  das 
Resultat  erkennen  soll,  wozu  jede  Anleitung  fehlt.  Unverständlich 
ist  es,  wie  der  Verfasser  dazu  kommt,  bei  der  Construction  der  ge- 
wöhnlichen Addition  der  in  Linien  gegebenen  Zahlen  plötzlich  den 
Hamilton'schen  Begriff  der  Addition  der  Strecken  unterzulegen,  von 
dem  sonst  nirgends  die  Rede  ist.  H, 
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Untersuchungen  im  Gebiete  linearer  Differential-Gleichungen. 
Von  Simon  Spitzer.  Zweites  und  drittes  Heft.  Wien  1885. 
Carl  Gerold's  Sohn.    49  -f  45  S. 

Das  1.  Heft  ist  im  1.  litt.  Bericht  S.  9.  besprochen.  Im  2.  Heft 
wird  der  Gegenstand  noch  einmul  aufgenommen,  Beweise  und  fernere 
Bemerkungen  hinzugefügt.  Dann  wird,  ähnlich  dem  Vorigen,  die 
lineare  Differentialgleichung  gesucht,  welcher  die  Wurzeln  der  Glei- 
chung 

y4+4y+3*  =  o 

genügen,  und  gefunden: 

eine  Gleichung,  die  von  den  Integralen  der  Gleichung 
(xt-_iy'+|a.V~^a»«0    für    ,-»> 

befriedigt  wird;  es  folgt  die  Lösung  der  letztern.  Die  entsprechende 
Aufgabe  wird  dann  für  die  Gleichung 

y4  +  4Py+3Q  =  0 
untersucht  und  für 

y4  +  4*y  +  3=0;    j,*-f5y  +  4aj  =  0 

gelöst  Es  ergeben  sich  lineare  Differentialgleichungen  für  erstere  3., 
für  letztere  4.  Ordnung,  und  diese  reduciren  sich  durch  Substitution 
von  y  =  *2  auf  Gleichungen  2.  Ordnung.  Im  3.  Hefte  findet  der 
Verfasser  eine  grössere  Anzahl  Integrale  der  Form 

f  ymaj»8a?,  /  logy . z* dx 

wo  y  eine  Wurzel  einer  trinomischen  Gleichung  3.  und  4.  Grades 
ist;  rational  in  or,  y,  bzhw.  logy  dargestellt.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Bulletin  de  la  Sociäte  Mathämatique  de  France  publik  par  les 
secretaires.  Tome  Xn.  XHI  Paris  1884.  1885.  Au  stege  de  la 
societe. 

Der  12   und  13.  Band  enthalten  folgende  Abhandlungen. 
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M.  (TOcagne:  Ueber  die  graphische  Auswertung  der  Träg- 
heitsmomente der  ebenen  Flächenstücke.  —  Geometrische  Unter- 
suchung der  Verteilung  der  Spannungen  um  einen  Punkt  in  einem 
rechtwinkligen  Stabe  und  in  einem  Haufen  Erde.  —  Ueber  eine  Reihe 
von  alternirendera  Gesetz.  —  Ueber  die  Mittelgerade  eines  Systems 
von  Geraden  in  einer  Ebene.  —  Ueber  die  isometrischen  Trajectorieu 
einer  Geraden  in  Bezug  auf  gewisse  Systeme  ebener  Curven.  — 
Ueber  die  homologischen  reciproken  Polarcurven. 

David:  Ueber  eine  Transformation  der  linearen  Differential- 
gleichung beliebiger  Ordnung. 

E.  Picard:  Ueber  eine  Transformationsgruppe  der  Punkte  des 
Raumes ,  welche  auf  derselben  Seite  einer  Ebene  liegen.  —  Ueber 
die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  in  der 
Nähe  gewisser  kritischer  Punkte.  —  Bemerkung  über  die  Reduction 
der  abelschen  Integrale  auf  elliptische. 

L.  Raffy:  Ueber  die  invarianten  Transformationen  der  ellipti- 
schen Differentiale. 

E.  Lemoine:  Einige  Eigenschaften  der  Parallelen  und  Anti- 
parallelen der  Seiten  eines  Dreiecks.  —  Ueber  die  pseudosymmetri- 
schen Zahlen. 

P.  Tannery:  Note  über  eie  Theorie  der  Gesamtheiten. 

E.  Goursat:  Ueber  die  Integration  einiger  linearen  Gleichungen 
mittelst  doppelperiodischer  Functionen.  —  Ueber  die  Reduction  der 
hyperelliptischen  Integrale. 

H.  Poincare:  Ueber  dio  Reduction  der  abelschen  Integrale.  - 
Bemerkungen  über  die  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  (von 
Appell).  —  Ueber  die  Darstellung  der  Zahlen  durch  Formen. 

Tschebischeff:  Ueber  die  algebraischen  Brüche,  welche  die 
Quadratwurzel  einer  Variabein  zwischen  gegebenen  Grenzen  annähernd 
darstellen.  —  Uober  dio  Transformation  der  rotatorischen  Bewegung 
in  Bewegung  auf  gewissen  Linien,  mit  Hülfe  articulirter  Systeme. 

E.  L  e  b  o  n :  Ueber  die  Construction  der  Tangente  in  einem  An- 
fangspunkte des  Schattens ,  welchen  ein  hohler  Cylinder  oder  Kegel 
auf  sich  selbst  wirft.  —  Antwort  auf  eine  Note  von  Rouche\ 

P.  Appell:  Ueber  eine  elementare  Methode  die  Entwicklungen 
der  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische  Reihen  zu  erhalten. 
(Hierzu  die  Bemerkungen  von  Poincare\)  —  Ueber  die  sphärische 
Kettenlinie. 
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Weill:  Ueber  die  Zerlegung  einer  Zahl  in  4  Quadrate. 

J.  Marchand:  Methode  an  Regelflächen  Berührungsebenen  zu 
legen. 

G.  Humbert:  Ueber  die  unicursalen  Curven.  —  Ueher  die 
homofoealen  Flächen  2.  Ordnung. 

D.  Seiivanoff:  Ueber  die  Aufsuchung  der  Divisoren  ganzer 
Functionen. 

A.  Starkoff:  Ueber  die  Lösung  geometrischer  Probleme  durch 
Variationsrechnung. 

R.  Perrin:  Ueber  die  unbestimmte  Gleichung  a^-J-^3  =  «*. 

Chrystal:  Ueber  das  Problem  der  Construction  des  kleinsten 
Kreises,  der  n  in  der  Ebene  gegebene  Punkte  einschliesst. 

£.  Hab  ich:  Ueber  die  Krümmungsradien  zweier  Curven,  welche 
die  Tangenten  einer  dritten  Curve  unter  Winkeln  von  gegebener 
Relation  schneiden.  H. 


American  Journal  of  Mathematics.  Simon  Newcomb,  Editor. 
Thomas  Craig,  Associate  Editor.  Published  under  the  Auspices  of 
the  Johns  Hopkins  University.    Volume  VII.    Baltimore  1885. 

Der  Inhalt  des  7.  Bandes  ist: 

Cayley:  Eine  Abhandlung  über  Seminvarianten.  —  Tafeln  der 
symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  bis  zum  Grade  10  für  die  Form : 

i+^+^  +  ...  =  (i-«x)(i-^)(i-y«)... 

Tafeln  der  nicht  unitarischen  Teiluug.  —  Tafeln  der  Semin- 
Varianten.  — Eine  Abhandlung  über  die  Abel'schen  und  Thetafunctionen 
(Cap.  IV— VII,  Fortsetzung  von  Band  V). 

P.  A.  Mac  Mahon:  Ueber  Perpetuanten  (2  Abhandlungen). 

Morgan  Jenkins:  Note  über  Prof.  Sylvester's  constructive 
Theorie  der  Teilungen. 

A.  L.  Daniels:  Dritte  Note  Über  Weierstrass'  Theorie  der 
elliptischen  Functionen. 

G.  Veneziani:  Auszug  aus  einem  Briefe  von  M.  Hermite; 
Note  zu  demselben. 
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George  Paxton  Young:  Lösung  der  lösbaren  irrodacibeln 
Gleichungen  5.  Grades  ohne  Hülfe  eine  Resolvente  6.  Grades.  — 
Lösbare  irreducibele  Gleichungen,  deren  Grad  Primzahl. 

J.  G.  Glashan:  Noten  über  die  Gleichung  5.  Grades. 

G.  S.  Peirce:  üeber  die  Algebra  der  Logik. 

H.  Poincar6:  Ueber  die  linearen  Gleichungen  mit  gewöhnlichen 
Differentialen  und  mit  endlichen  Differenzen. 

P.  Seelhoff:  Prüfung  grösserer  Zahlen  auf  ihre  Eigenschaft 
als  Primzahlen. 

Thomas  Graig:  Ueber  eine  gewisse  Classe  linearer  Diffe- 
rentialgleichungen. 

F.  Gomes-Teixeira:  Ueber  die  Bernoulli'schen  Zahlen . 

Arthur  Buchheim:  Eine  Abhandlung  über  Biquaternionen. 

J.  Hammond:  Ueber  die  Syzygien  der  binären  Functionen 
6.  Grades  und  deren  Relationen. 

Wm.  Woolsey  Johnson:  Reduction  alternirender  Functionen 
auf  Alternanten.  —  Ueber  eine  Reductionsformel  für  Alternanten 
&  Ordnung.  —  Ueber  die  Berechnung  der  Cofactoren  von  Alternan- 
ten 4.  Ordnung. 

H.  B.  Nixon  und  J.  G.  Fields:  Bibliographie  der  linearen 
Differentialgleichungen. 

William  E.  Story:  Das  Additionstheorem  für  elliptische 
Functionen. 

F.  Franklin:  Note  über  den  Satz  efe  =  cos* -{-»Bin«.  —  Be- 
weis eines  Satzes  von  Tschebyscheff  über  bestimmte  Integrale. 

H. 


Atti  della  Reale  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXXII. 
1884—85.  Serie  quarta.  Rendiconti  pubblicati  per  cura  dei  segre- 
tari.  Volume  I.  Roma  1885.  Tipografia  della  R.  Accademia  dei 
Lincei,  V.  Salvucci. 

Vom  December  1884  an  sind  an  die  Stelle  der  Transunti  die 
Rendiconti  getreten.  In  jedem  der  7  Monate  der  Sitzungen  der  Aka- 
demie, December  bis  Juni,  erscheinen  2  Hefte >  dann  folgen  noch 
einige  Ferienhefte,  in  diesem  Jahre  8.    Ausser  den  Rendiconti  delle 
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sedato  werden  herausgegeben  die  Memorie ,  und  zwar  gesondert  della 
Ciasee  di  scienze  fisiche,  matcmatiche  e  natnrali  and  della  Ciasso  di 
scienzi  morali,  storicbe  e  filologiche.  Der  I.  Band  der  Rendiconti 
enthalt  folgende  mathematische   nnd  mathematisch  physikalische  Ab- 


A.  Tonelli:  Ueber  die  analytische  Darstellung  gewisser  ein- 
zelnen Functionen. 

M.  C.  Vanecek:  Ueber  dio  Erzeugung  derFl&chen  und  Curven 
durch  Flachenbüschel. 

P.  Cassani:  Die  Winkel  der  linearen  Räume. 

6.  Trattini:  Ueber  einen  Satz  von  Lagrange.  —  Ein  Satz  be- 
züglich auf  die  Modulartransformation  vom  Grade  jj.  (2  Noten.)  — 
Ueber  die  Erzeugung  der  Operationsgruppen. 

L.  Bianchi:  Ueber  die  dreifach  orthogonalen  Systeme  von 
Weingarten.    (2  Noten.) 

D.  Besso:  Ueber  eine  Classe  linearer  Differentialgleichungen 
4.  Ordnung  und  die  Gleichung  5.  Grades.  (2  Noten.)  —  Ueber  die 
trmemischen  Gleichungen,  insbesondere  die  7.  Grades.  —  Von  einigen 
Eigenschaften  der  homogenen  linearen  Gleichungen  mit  endlichen 
Differenzen  2.  Ordnung. 

F.Gomes-Teixeira:  Ueber  die  Bestiro  mung  des  algebraischen 
Teils  des   Integrals   rationaler  Functionen.  —  Ueber   das   Integral 

/«**/(*)  a*. 

M.  A  8  coli:  Ueber  eine  Methode  der  elektrischen  Calibration 
eines  Metalldrahts.  —  Ueber  die  Gorrectionen  der  Calibration.  (2  Noten.) 

G.  DeFranchis:  Betrachtungen  über  einige  Relationen  zwischen 
der  Ausflussgeschwindigkeit,  der  speeifischen  Wärme  und  dem  mittle- 
ren Quadrat  der  Moleculargeschwindigkeit  der  Gase.    (3  Noten.) 

C.  Arzela:  Ein  Satz  über  die  Reihen  von  Functionen.  (2  Noten.) 
—  Ueber  die  Integration  durch  Reihen.  (2  Noten.)  —  Ueber  eine 
gewisse  Erweiterung  eines  Satzes  bezüglich  auf  die  trigonometrischen 
Reihen. 

S.  Pincherle:  Ueber  eine  Formel  von  Hermite. 

Padova:  Untersuchungen  über  das  Gleichgewicht  der  bieg- 
samen und  undehnbaren  Flächen.    (2  Noten.) 

Vito  Vol terra:  Ueber  Deformation  der  biegsamen  und  un- 
dehnbaren  Flächen.  —  Integratien  einiger  Differentialgleichungen 
2.  Ordnung. 
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F.  Brioschi:  Uebcr  die  Transformation  der  hyperelliptischen 
Functionen  I.  Ordnung.  —  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Roducirten 
der  Modulargleichung  8.  Grades.    (2  Noten.) 

Giulio  Pittarelli:  Ueber  die  Note  von  Spottiswoode:  „Ueber 
die  Invarianten  und  Covarianten  einer  durch  quadratische  Substitution 
transformirten  Function." 

A.  Morghen:  Veränderungen  im  Werte  des  Trägheitsmoments 
eines  Körpers  infolge  der  ungleichen  Verteilung  der  Materie  in  ihm. 
(2  Noten.) 

A.  Cancani:  Ueber  das  Hygrometer  von  Edelmann. 

E.  Narducci:  Ein  kleiner  Tractat  über  die  Division  nachdem 
System  des  Abacus,  geschrieben  in  Italien  vor  dem  12.  Jahrhundert. 

P.  Pizzetti:  Ueber  conforme  geographische  Darstellungen. 
(2  Noten.) 

L.  Palazzo:  Ueber  den  Fehler  in  der  Methode  der  Deflexionen 
infolge  der  Abweichung  des  Aufhängefadens  von  der  Verticale.  (2Noten.) 

G.  Battaglini:  Ueber  eine  Anwendung  der  Theorie  der  qua- 
dratischen binären  Formen  auf  die  Integration  der  elliptischen  Diffe- 
rentialgleichung. —  Ueber  die  bilinearen  binären  Formen. 

G.  Agamennone  und  F.  Bonetti:  Ueber  die  Deformation 
eines  Glasgefässes  durch  inneren  Druck.    (2  Noten.) 

Philipp  Keller:  Ueber  die  Temperaturerhöhung  durch  Her- 
abfallen des  Wassers. 

E.  Cesäro:  Ueber  einige  arithmetische  Determinanten.  —  Neue 
Untersuchung  der  arithmetischen  Determinanten.  H. 

Nova  Acta  Kegiao  Societatis  Scientiarum  Upsaliensis.  Seriei  tertiae 
Vol.  XII.  Fase.  I.  1884.    Fase.  ü.  1885. 

Der  12.  Band  enthält  folgendo  mathematische  Abhandlungen. 

G.  Dillner:  Ueber  die  Integration  der  Differentialgleichungen 
des  konischen  Pendels.  —  Ueber  die  Entwickelung  einer  analytischen 
Function  für  eine  Grenzlinie  der  Convergenz,  welche  einförmige  Un- 
endliche als  einzige  kritische  Punkte  umschliesst. 

M.  Falk:  Beweis  des  Cauchy'schen  Satzes  über  das  Integral 
einer  complexen  Function. 

A.  Söderblom:  Ueber  die  Drehung  eines  Rotationskörpers 
um  einen  festen  Punkt.  —  Ueber  die  elliptischen  Functionen  J(u). 
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A.  Berger:  Ueber  eine  Summation  einiger  Reihen. 

N.  Lindskog:  Ueber  die  Drehung   eines  starren  Körpers,  auf 
den  keine  Kräfte  wirken,  am  einen  festen  Punkt.  H. 


Acta  Mathematica.  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Leffler.  6.  Stockholm  1885.  F.  n.  G.  Beijer,  Berlin,  Mayer  u. 
Müller.    Paris,  A.  Hermann. 

Der  6.  Band  enthalt  folgende  Abhandlungen. 

J.  Molk:  Ueber  einen  Begriff,  welcher  den  der  Teilbarkeit  um- 
fasst,  und  über  die  allgemeine  Theorie  der  Elimination. 

P.  duBois-Reymond:  Ueber  den  Begriff  der  Länge  einer  Curve. 

K.  Weierstrass:  Ueber  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

G.  Runge:  Zur  Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Functionen. 
Zur  Theorie  der  analytischen  Function.  —  Entwickelung  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  in  Summen  von  rationalen  Functionen 
der  Coefficienten. 

Sophie  Kowalewski:  Ueber  die  Brechung  des  Lichtes  in 
krystallinischen  Mitteln. 

T.  J.  Stieltjes:  Ein  Satz  der  Algebra.  —  Ueber  gewisse  Po- 
lynome, welche  eine  lineare  Differentialgleichung  2.  Ordnung  erfüllen, 
und  über  die  Theorie  der  Lam6'schen  Functionen. 

M.  A.  Stern:  Eine  Bemerkung  über  Divisorensummen. 

H.  Weber:  Zur  Theorie  der  elliptischen  Functionen. 

H. 


Bulletin  de  l'Acadämie  Royale  des  sciences,  des  lottres  et  des  beaux- 
arts  de  Belgique.  52™  anu6e,  3™  s6rie,  t  VI.  VII.  VIII.  1883, 1884. 
Bruxellcs  1883,  1884.    F.  Hayez. 

Der  6.  7.  und  8.  Band  enthalten  an  mathematischen  Arbeiten 
Folgendes. 

E.  Gatalan:  Satz  über  Zahlen.  —  Sätze  aus  Arithmetik  und 
Algebra.  6.  —  Einige  Sätze  aus  der  Zahlenthorie.  7.  —  Anwendung 
eines  neuen  Princips  der  Wahrscheinlichkeitstheorie.    8. 

Jamet:  Verallgemeinerung  einer  Eigenschaft  der  Flächen  2. 
Ordnung.    6. 
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Neuberg:  Ueber  das  Tetraeder.    7. 

C.  Lo  Paige:  Ueber  die  Erzeugung  gewisser  Flächen  durch 
quadrilineare  Büschel.  —  Ueber  die  quadrilinearc  Form  und  die 
Flächen  3.  Orduung.    8. 

G.  Lagrange:  Elementarer  Beweis  des  höchsten  Gesetzes  von 
Wronski  (Bericht).  —  Entwickelung  der  Functionen  beliebig  vieler 
unabhängigen  Variabein  mit  Hülfe  andrer  Functionen  derselben  Va- 
riabein (Bericht).    8. 

P.  Mansion:  Ueber  die  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  8. 

E.  Ronkar:  Ueber  einen  Satz  der  Mechanik  in  Anwendung  auf 
die  Systeme,  deren  Bewegung  periodisch  ist.    8.    •  H. 

Bulletin  of  the  Philosophical  Society  of  Washington.  Vol.  VII. 
Containing  the  Minutes  of  the  Society  and  of  the  Mathematical  Section 
for  the  year  1884.  Published  by  the  Cooperation  of  the  Smithsonian 
Institution.    Washington  1885.    135  S. 

Der  7.  Band  enthält  die  Berichte  über  die  10  te  bis  15  te  Sitzung 
der  Mathematischen  Section,  welche  gegenwärtig  38  Mitglieder  zählt. 
Eine  Sitzung  wird  angesetzt,  sobald  Arbeiten,  bei  der  Commission 
der  Gesellschaft  eingereicht  und  geprüft,  zur  Verhandlung  vorliegen. 
In  den  genannten  6  Sitzungen  sind  folgende  Arbeiten  zur  Verhand- 
lung gekommen,  und  darüber  im  Bulletin  Mitteilung  gemacht. 

G.  K.  Gilbert:  Ueber  das  Problem  des  Springerlaufs. 

H.  Farquhar:  Empirische  Formeln  für  die  Abnahme  der  Am- 
plitude eines  frei  oscillirenden  Pendels. 

A.  Hall:  Die  Formeln  für  Berechnung  der  Stellung  eines  Sa- 
telliten. 

C.  H.  Eummell:  Die  Transformation  4.  Grades  elliptischer 
Integrale.    1.  Teil. 

M.  H.  Doolittle:  Die  Verification  von  Vorhersagungen  (Wahr- 
scheinlichkeit). 

Nekrolog  von  General  Benjamin  Alvord,  von  welchem  7 
publicirte  mathematische  Arbeiten  genannt  sind.  H. 


Technical  vocabulary  english  and  german.  Technisches  Vokabular 
für  technische  Lehranstalten  und  zum  Selbststudium  für  Studirende, 
Lehrer,  Techniker,  Industrielle.    Von  Dr.  F.  J.  Wershoven.     MSt 
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einem  Vorwort  von  A.  von  Eaven,  Geh.  Regierungs-  und  Baurat. 
Zweite,  beträchtlich  vermehrte  Auflage.  Leipzig  1885.  F.  A.  Brock- 
haus.    280  8. 

Das  entsprechende  Werk  für  Französisch  und  Deutsch  hat  der 
Verfasser  1878  im  selben  Verlage  herausgegeben  (s.  250.  litt  Bericht 
S.  25.).  Dass  ein  solches,  und  vor  allem  für  die  englisch-deutsche 
Terminologie,  durch  k.ine  der  früher  vorhandenen  Hülfsmittel  ersetzt 
werden  kann,  bedarf  wol  keiner  Auseinandersetzung;  auf  Willkommen 
in  den  verschiedensten  Kreisen  hat  es  sicher  zu  rechnen.  Ob  es  in 
allen  Stücken  dem  Bedürfniss  genügt,  lässt  sich  nicht  sogleich  über- 
sehen. Offenbar  werden  bei  den  schnellen  Fortschritten  der  Technik 
die  künftigen  Auflagen  viel  nachzutragen  haben.  Wie  in  dem  Voca- 
bulaire  techniquo  ist  die  Ordnung  der  in  beiden  Sprachen  neben  ein- 
ander gestellten  Aussprüche  die  sachliche;  doch  sind  auch  2  alpha- 
betische Register  mit  Citirung  der  Seitonzahl,  eins  englisch,  eins 
deutsch,  dazugegeben.  H. 
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IX. 


Geschichte  der  Mathematik  und  Physik« 

Henrici,  J.,  die  Erforschg.  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygens, 
Newton  als  Grundlage  der  rationellen  Kinematik  u.  Dynamik.  Leip- 
zig, Teubner.    60  Pf. 

Ofterdinger,  L.  F.,  Johann  Gottlieb  Friedrich  v.  Bohnen - 
berger.    Tübingen,  Fucs.    50  Pf. 

Oppert,  J.,  die  astronom.  Angaben  der  assyr.  Keilinschriften. 
Wien,  Gerold's  S.    30  Pf. 

Rü  hl  mann,  M.,  Vorträge  üb.  Geschichte  d.  techn.  Mechanik. 
Schlussifg.    Leipzig,  Baumgärtner.    4  Mk.;  cplt  geb.  14  Mk. 

Sammlungen» 

Gräfe,  F.,  Aufgaben  u.  Lehrsätze  aus  der  analyt.  Geometrie 
d.  Punktes,  der  geraden  Linie,  d.  Kreises  u.  der  Kegelschnitte. 
Leipzig,  Teubner.    2  Mk.  40  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollst,  gelöste  Aufg.-Sammlg.  a.  allen  Zweigen  der 
Rechenkunst  etc.    183. —194.  Hft.    Stuttgart,  Maier.    k  25  Pf. 

Sammlung  v.  Formeln  aus  d.  Gebiete  der  Algebra,  Geometrie, 
Stereometrie,  Trigonometrie,  Mechanik  u.  Astronomie.  Würzburg, 
Stahel.    50  Pf. 

Steuer,  W.,  e.  Sammlung  angewandter  Aufgaben  f.  d.  Kopf- 
rechnen, nebst  ausführl.  Lehrgang  f.  Kopf-  u.  schriftl.  Rechnen. 
2  Hfte.    Breslau,  Woywod.    2  Mk.  50  Pf. 

Tabellen. 

Gauss,  F.  G.,  fünfstellige  vollst  logarithmische  u.  trigono- 
metrische Tafeln.    23.  Afl.    Halle,  Strien.    2  Mk. 
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Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Beau,  0.,  analyt.  Untcrsuchgn.  im  Gebiete  d.  trigonometr.  Reihen 
u.  der  Fournier'schen  Integrale.   2.  Afl.    Halle,  Nebert.    5  Mk.  50  Pf. 

Baer,  0.,  616ments  d'alg&bre  &  l'usage  des  classes  moyennes  du 
coltege  royal  fran$ais.    Berlin,  G.  Reimer.    Geb.  2  Mk.  50  Pf. 

Gegenbaner,  L.,  aritbraet.  Notiz.    Wien,  Gerold's  S.    20  Pf. 

—  über  die  ganzen  complexen  Zahlen  v.  d.  Form  a-\-bi.  Ebd. 
25  Pf. 

—  über  den  grössten  gemoinschaftl.  Divisor.    Ebd.  25  Pf. 

—  über  die  Divisoren  der  ganzen  Zahlen.    Ebd.    25  Pf. 

—  asymptot  Gesetze  d.  Zahlentheorie.    Ebd.    2  Mk.  40  Pf. 

—  z.  Theorie  d.  Determiuanten  höh.  Ranges.    Ebd.    60  Pf. 

—  z.  Theorie  der  ans  den  vierten  Einheitswnrzeln  gebild.  com- 
plexen Zahlen.    Ebd.    1  Mk.  70  Pf. 

G  r  e  1 1  e ,  F.,  Elemente  der  Theorie  der  v.  reellen  Variabein  abhäng. 
Funktionen.    N.  Ausg.    Leipzig,  Baumgärtner.    4  Mk. 

Jendrtzck,  C,  Lehr-  u.  Aufgabenbach  d.  Buchstabenrchng.  u. 
Algebra.    Oberglogau,  Handel.    2  Mk.  50  Pf. 

Lieber,  H.,  n.  F.  v.  Lühmann,  Leitfaden  der  Elementar- 
Mathematik.   2.  Tl.   Arithmetik.   3.  Afl.    Berlin,  Simion.    1  Mk.  25  Pf. 

Hertens,  F.,  üb*  e.  Form  der  Determinantentheorie.  Wien, 
Gerold's  S.    30  Pf. 

Prym,  F.,  neue  Theorie  d.  ultraelliptischen  Functionen.  2.  Asg. 
Berlin,  Mayer  &  M.    3  Mk.  60  Pf. 

Schubert,  H.,  System  d.  Arithmetik  u.  Algebra.  Potsdam, 
Stein.    1  Mk.  80  Pf. 

Sickenberger,A.,  die  Determinanten  in  genetischer  Behandig. 
Eine  Einführung  in  die  Lehre  v.  den  Determinanten.  München, 
Th.  Ackermann.    1  Mk.  20  Pf. 

Win  ekler,  A.,  üb.  die  linearen  Differentialgleichgn.  zweiter 
Ord.,  zwischen  deren  particulär.  Integralen  e.  Relation  besteht  Wien, 
Gerold's  S.    50  Pf. 

Geometrie. 

is+Ji^OCJ  +  Si""1)™0-  Eine. 
üntersuchnng  in  der  analyt  Geometrie.    Marburg,  Sipmann.    80  Pf. 

Bobek,  K.,  üb.  gewisse  eindeutige  involutorische  Transformatio- 
nen der  Ebenen.    Wien,  Gerold's  S.    40  Pf. 

Eberhard,  V.,  üb.  e.  räumliche  involutorische  Verwandtschaft 
7.  Grades  u.  ihre  Kernfläche.    Breslau,  Köhler.    1  Mk. 

Falcke,  A.,  Leitf.  der  Geometrie.  7.  Afl.  Potsdam,  Renters 
Verl.    40  Pf.;  geb.  50  Pf. 
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Funcke,  H.,  die  analyt  u.  d.  projektiv.  Geometrie  der  Ebene. 
Potsdam,  Stein.    1  Mk.  40  Pf. 

Koppe,  K.,  die  Planimetrie  f.  d.  Schul-  u.  Selbst- Untcrr. 
13.  Afl.,  bearb.  v.  W.  Dahl.    Essen,  Bädeker.    2  Mk.  10  Pf. 

Le  Paige,  C,  über  die  Hesse'sche  Fläche  d.  Flächen  3.  Ordnung. 
Wien,  Geroid's  S.    20  Pf. 

Lippich,  F.,  üb.  polaristrobometr.  Methoden,  insbesondere  üb. 
Halbschattenapparate.    Ebd.    80  Pf. 

Meyer,  F.,  rein  geometr.  Beweise  einiger  fundamentaler  Kegel  - 
Schnittsätze.    Tübingen,  Fues.    40  Pf. 

Mo<"-nik,  F.  Ritter  v.,  geometr.  Anschaunngslehre  f.  Ontergym- 
nasien.    2.  Abth.     15.  Afl.    Wien,  Geroid's  S.    1  Mk.  10  Pf. 

Petersen,  J.,  Lehrbuch  d.  Stereometrie.  Kopenhagen,  Hoest 
&  S.    1  Mk.  60  Pf. 

Streissler,  J.,  die  geometr.  Formenlehre  [1.  Abth.]  in  Verbind^, 
m.  d.  perspectiv.  Zeichnen.   7.  Afl.    Triest,  SchimpiF.  Geb.  1  Mk.  60  Pf. 

Wiegand,  Lehrbuch  d.  Planimetrie.  3.  Curs.,  zugleich  als  Vor- 
bereitg.  auf  d.  neuere  Geometrie.  Bearb.  v.  F.  Meyer.  3.  Afl.  Hallo, 
Schmidt    1  Mk.  50  Pf. 

Wrobel,  E.,  Leitfaden    d.  Stereometrie.     Rostock,    Werther. 

1  Mk.  35  Pf. 

Trigonometrie, 

Grosse-Bohle,  A.,  ebene  Trigonometrie  zum  Gebr.  an  Land- 
wirthschaftsschulen,  höh.  Bürgerschulen  u.  ähnlich  organis.  Anstalten. 
Freiburg,  Herder.    90  Pf. 

Spieker,  Th.,  Lehrbuch  d.  ebenen  u.  sphärischen  Trigonometrie. 
Potsdam,  Stein.    1  Mk.  40  Pf. 

Bauernfeind,  C.  M.  v.,  Joh.  Georg  v.  Soldner  u.  sein  System 
d.  bayer.  Landesvermessung.    Vortrag.   München,  Franz.    1  Mk.  50  Pf. 

Jakob,  R.,  Messrädchen  z.  Messen  krummer  u  gradliniger 
Entferngn.  auf  Karten,  Plänen  u.  Zeichnungen  jeder  Art  u.  jeden 
Massstabs  ohne  Benutzg.  d.  Letzteren.  Metz,  Scriba.  2  Mk.,  Etui 
dazu  1  Mk.  ' 

Mechanik» 

Brinckmann,  0.,  üb.  die  Bewegung  e.  mater.  Punktes  auf  e. 
.Rotations-Paraboloid ,  wenn  derselbe  v.  e.  auf  der  Rotationsaxe  ge- 
legenen festen  Centrum  nach  dem  Newton'schen  Gesetz  angezogen 
wird.    Jena,  Neuenhahn.    2  Mk. 

Technik. 

Bericht  üb.  d.  internationale  elektr.  Ausstellung  Wien  1883. 
Red. :  F.  Klein.  8.  u.  9.  (Schluss-)  Lfg.  Wien,  Seidel  &  S.  ä  1  Mk. 
20  Pf. 
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IX. 

Ueber  die  Curven  vierter  Ordnung 
mit  drei  Inflexionsknoten. 

Von 

P.  H.  Schoute. 


Zweiter  Abschnitt. 

(Quadratische  Transformation,  Zurückführung  der  zu 
betrachtenden  Cnrven  auf  Kegelschnitte,  Wendeschnitt  und 
Rückkehrschnitt,  Normalcurven  erster  und  zweiter  Gattung). 

15.  „Abgesehen  von  Realitätsunterschieden  giebt  es  zwei  ver- 
schiedene Arten  von  involutorischen  quadratischen  Transformationen, 
welche  ich  als  regelmässige  und  anregelmässige  Art  einander  gegen- 
über stelle.  In  der  regelmässigen  Art  entsprechen  den  drei  Funda- 
mentalpuukteu  A,  B,  C  die  Gegenseiten  2*6',  CA,  AB  des  von  ihnen 
gebildeten  Dreiecks;  in  der  uuregelmässigen  Art  gehen  die  den  Fun- 
damentalpunkten A  uud  B  entsprechenden  Geraden  AC  und  BC 
durch  diese  Punkte  selbst,  und  entspricht  nur  dem  dritten  Funda- 
mentalpunkt C  die  Gegenseite  des  Dreiecks  ABC.  In  der  regel- 
mässigen Art  entspricht  einem  Strahle  durch  einen  Fundamental- 
punkt immer  wieder  eiu  Strahl  durch  den  nämlichen  Fundamental- 
punkt und  bilden  die  einander  entsprechenden  Strahlen  durch  diesen 
Fundamentalpunkt  eine  quadratische  Strahleninvolution;  in  der  un- 
regelmäßigen Art  entsprechen  den  Strahlen  durch  A  Strahlen  durch 
B,  umgekehrt  den  Strahlen  durch  B  Strahlen  durch  A  und  die 
Strahlen   durch   C  sich  selbst.    Die   regelmässige  Art   enthält  vier 

Areh.  d.  Math.  u.  Phjs.    8.  Beihe,  Teil  in.  3 
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sich  selbst  entsprechende  Punkte  S,  welche  die  Eckpunkte  sind  eines 
vollkommenen  Vierecks  mit  den  Fundamentalpunkten  der  Trans- 
formation zu  Schnittpunkten  der  Gegenseitenpaare;  die  unregelmässige 
Art  enthält  unendlich  viel  sich  selbst  entsprechende  Punkte,  welche 
einen  Kegelschnitt  erfüllen,  der  AC  in  A  und  BC  ia  B  berührt". 

Bekanntlich  hat  jede  involutorische  quadratische  Transformation1) 
drei  Fundamentalpunkte  A,  B,  C,  von  welchen  jeder  nicht  einem 
einzigen  Punkte,  sondern. allen  Punkten  einer  Geraden  entspricht. 
Dabei  Bind  dann  diese  Fundamentalgeraden  allemal  die  Seiten  des 
Dreiecks  ABC.  Dieses  einander  Entsprechen  von  Eckpunkten  und 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  kann  aber  auf  zwei  verschiedene  Weisen 
Statt  finden.  Entweder  es  entspricht  jedem  Eckpunkte  die  gegen- 
überliegende Seite  des  Dreiecks;  oder  aber  es  ereignet  sich  nur  ein- 
mal ,  dass  einem  Eckpunkte  C  die  gegenüberliegende  Seite  AB  des 
Dreiecks  entspricht,  indem  den  anderen  Eckpunkten  A  und  B  die 
durch  diese  Punkte  gehenden  Seiten  des  Dreiecks  entsprechen.  Denn 
der  involutorische  Charakter  der  Transformation  widersteht  der  sonst 
bei  quadratischen  Transformationen  in  zwei  zusammengefallenen  Ebe- 
nen möglichen  Anordnung,  wobei  den  Punkten  A,  By  C  nach  ein- 
ander die  Seiten  AB,  BC,  CA  entsprechen.  Ist  nun  die  bekannte 
Transformation  mittelst  symmetrischer  Strahlentripel  *) ,  d.  h.  die 
hyperbolisch  gleichseitige  Transformation  *)  ein  einfaches  Beispiel 
der  Transformation  erster  Art,  so  giebt  die  Verwandtschaft  der 
Punkte  P  und  P',  welche  auf  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  C 
einander  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegclschuitt  AT, 
ein  übersichtliches  Beispiel  der  Transformationen  zweiter  Art;  dabei 
treten  dann  die  Berührungspunkte  A  und  B  der  aus  Can  K  mög- 
lichen Tangenten  neben  C  als  Fundamentalpunkte  auf. 

Durch  die  Anweisung  der  den  Fundamentalpunkten  A,  B,  C 
entsprechenden  Seiten  des  Dreiecks  ABC  sind  nun  die  oben  im  Satze 


1)  Hierbei  setze  ich  Bekanntheit  mit  der  involutorischen  quadratischen 
Transformation  voraus.  Einige  Andeutungen  zu  einer  elementar-geometrischen 
Behandlung  dieser  Theorie  giebt  Beye  (I.  Abteilung,  Seite  169,  Aufgabe 
61 — 71).  Es  ist  hier  aber  nicht  die  Stelle  dieses  bekannte  Material  weiter 
geometrisch  su  rerwerten. 

2)  Man  vergleiche  meine  Not«  „Deux  cas  particuliers  de  la  transformation 
birationnelle"  (Bulletin  des  scienecs  mathem.  et  astron. ,  2«  seVie,  tome  VI, 
1882,  page  152—169  et  174—189). 

3)  Man  vergleiche  über  diese  Bezeichnungsweise  „Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte gestaut  auf  projeetivische  Eigenschaften"  von  Dr.  H.  Schroter,  Seite 
66  (Jacob  Steiner's  „Vorlesungen  über  synthetische  Geometrie",  zweiter  Band). 
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weiter  angeführten  Eigenschaften  von  selbst  bedingt  Entspricht  er« 
stens  jedem  Eckpunkte  die  Gegenseite,  so  wird  einer  Geraden  durch 
irgend  einen  Fnndamcntalpuukt  A  eine  andere  Gerade  durch  diesen 
Punkt  entsprechen,  da  diese  mit  der  Gegenseite  BC  einen  durch  A, 
By  C  gehenden  Kegelschnitt  bilden  muss.  Also  entsprechen  die 
Strahlen  durch  A  einander  involutorisch  und  kann  dies  ebenfalls  von 
den  Strahlen  durch  B  und  den  Strahlen  durch  C  behauptet  werden. 
Und  nun  schneiden  die  Doppelstrahlen  aL  und  a2  der  Involution  um 
A  die  Doppclstrahlen  bx  und  b2  der  Involution  um  B  in  vier  sich 
selbBt  entsprechenden  Punkten  £,  welche  ebenfalls  auf  den  zwei  Doppel- 
strahlen der  Involution  um  C  liegen  müssen  und  also  die  Eckpunkte 
sind  eines  vollkommenen  Vierecks  mit  A,  B,  C  als  Schnittpunkte 
der  Gegenscitenpaare. 

Entspricht  zweitens  nur  dem  Punkte  C  die  Gegenseite  AB  des 
Dreiecks,  indem  A  und  B  die  durch  diese  Punkte  gehenden  Seiten 
AC  und  BC  zu  Fundamentalgcraden  haben,  so  entsprechen  wieder 
die  Strahlen  durch  C  einander  involutorisch,  ist  aber  einer  Geraden 
durch  A  eine  Gerade  durch  B  zugewiesen  und  umgekehrt.  Ist  dann 
a  irgend  eine  Gerade  durch  A,  b  die  ihr  entsprechende  Gerade  durch 
B  und  P  ihr  Schnittpunkt,  so  entspricht  P  sich  selbst;  denn  dem 
Schnittpunkte  von  a  und  b  muss  der  Schnittpunkt  von  b  und  a  ent- 
sprechen. Da  aber  die  Büschel  a  und  l  projeetivisch  verwandt  sind 
—  denn  irgend  einem  Strahle  durch  A  entspricht  ein  einziger  und 
bestimmter  Strahl  durch  B  und  umgekehrt  —  so  ist  der  Ort  der 
Schnittpunkte  der  einander  entsprechende  i  Strahlen  dieser  Büschel, 
d.  h.  der  Ort  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  S  ein  durch  C 
und  B  gehender  Kegelschnitt;  dieser  Kegelschnitt  berührt  in  A  und 
B  die  Geraden  AC  und  BC,  da  AC  im  Büschel  um  A  und  BC  im 
Büschel  um  B  der  Verbindungslinie  AB  der  Scheitel  entspricht. 
Und  es  versteht  sich ,  dass  die  Existenz  einer  Curve  von  sich  selbst 
entsprechenden  Punkten  S  nun  auch  die  Strahleninvolution  um  C 
als  eine  Strahleninvolution  mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Doppel- 
strablen  kennzeichnet ;  so  dass  wir  den  oben  als  Beispiel  vorgeführten 
Fall  als  die  allgemeinste  Transformation  zweiter  Art  anerkennen 
müssen.  Also  ist  diese  Transformation  die  Verwandtschaft  der  ein- 
ander in  Bezug  auf  einen  gegebenen  Kegelschnitt  conjugirten  Punkte 
von  den  Geraden  durch  einen  festen  Punkt  C;  denn  es  sind  die 
Schnittpunkte  von  irgend  einer  Geraden  durch  C  mit  dem  Kegel- 
schnitte der  Punkte  S  die  Doppelpunkte  der  auf  diesen  Geraden 
gelegenen  involutorischen  quadratischen  Punkünvolution. 

Tritt  bei  der  Transformation  zweiter  Art  ein  Kegelschnitt  von 
Punkten  S  auf,  so  ist  bekanntlich  die  Transformation  erster  Art  mit 
einem  Kegelschnittbüschel  in  Verbindung  zu  bringen.    Liegen  näm- 
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lieh  zwei  gegebene  Kegelschnitte  Kx  und  K%  vor,  so  kann  man  jedem 
Punkte  P  ihrer  Ebene  den  Schnittpunkt  P'  der  Polaren  px  und  p2 
von  P  in  Bezug  auf  JT,  und  K2  als  zugeordneten  Punkt  zuweisen, 
wobei  Pr  dann  überhaupt  allen  Polaren  p  von  P  in  Bezug  auf  die 
Kegelschnitte  K  des  von  Kx  uud  K2  bestimmten  Büschels  gemeinsam 
ist 4).  Und  diese  involutorische  Verwandtschaft  der  Punkte  P  und 
P'  ist  dann  eine  quadratische  Transformation  erster  Art,  welche  die 
Eckpunkte  und  die  gegenüberliegenden  Seiten  des  den  Kegelschnitten 
K  des  Büschels  gemeinsamen  Poldrciecks  ABC  zu  Fundameutal- 
punkten  und  diesen  Punkten  entsprechenden  Fuudamentalgeraden 
und  die  Basispunkte  des  Büschels  zu  sich  selbst  entsprechenden 
Punkten  S  hat.  So  dass  man  von  einer  durch  das  Fundameutal- 
dreieck  ABC  und  ein  Paar  einander  entsprechender  Punkte  P  und 
P'  bestimmten  Transformation  erster  Art  nur  die  vier  Punkte  S  zu 
bestimmen  hat  um  in  diesen  die  Basispunkte  des  die  Transformation 
bestimmenden  Kegclschnittbüschels  erblicken  zu  können. 

Von  der  Transformation  zweiter  Art  bildet  die  bekannte  Ver- 
wandtschaft der  reeiproken  Radien  das  einfachste  Beispiel5).  Von 
allen  quadratischen  Transformationen  zweiter  Art  wird  nur  sie  hier 
auftreten,  im  Folgenden  unter  quadratischer  Transformation  im  all- 
gemeinen eine  Transformation  erster  Art  zu  verstehen  sein. 

16.  „In  jeder  involutorischen  quadratischen  Transformation, 
deren  Fuudamentaldreieck  ABC  ein  Poldreieck  eines  gegebenen 
Kegelschnittes  K  ist,  entspricht  diesem  Kegelschnitte  K  eine  Curve 
6*  mit  den  drei  doppelten  Inflexiousknoteu  A,  2*,  C.  Und  umge- 
kehrt entspricht  einer  gegebenen  Curve  C4  mit  den  drei  lnflexions- 
knoten  Ay  B,  C  in  jeder  iuvolutorischen  quadratischen  Transformation 
mit  A,  B,  C  als  Fuudamentalpunkten  ein  Kegelschnitt,  von  welchem 
ABC  ein  Poldreieck  ist". 

Bei  beliebiger  Lage  vom  Kegelschnitte  K  in  Bezug  auf  das 
Fundamentaldreieck  ABC  (Fig.  17.)  entspricht  dem  Kegelschnitte  A' 
eine  Curve  6'4  vierter  Ordnung  mit  den  Doppelpunkten  A,  B,  C6). 


4)  Es  sind  dies  die  oben  angewiesenen  Andeutungen  zu  einer  elementar 
geometrischen  Behandlung  der  Theorie  der  involutorischen  quadratischen  Trans- 
formationen von  Reye. 

5)  Man  vergleiche  Reye,  a,  a,  0.,  1.  Abteilung,  Seite  170,  Aufgabe  65 
—79,  und  „Einleitung  in  die  synthetische  Geometrie"  von  C.  F.  Geiser,  Seite 
159-183. 

6)  Eine  ausgezeichnete  Uebersicht  der  Theorie  der  von  Cremona  her- 
rührenden birationellen  Verwand  tschaft  giebt  Dcwulf  in  seinem  „Sur  les  trans- 
formations  georndti iques  des  figurcs  planes"  (Bulletin  des  sciences  ronthcni.  et 
astron.      1«.  Serie,  tome  V,   1872,  page  206—240). 
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Denn  es  ist  A  ein  Doppelpunkt  der  dem  Kegelschnitte  K  entsprechen- 
den Curve,  da  die  Fnndamentalgerado  BC  von  A  diesen  Kegelschnitt 
in  zwei  von  B  und  C  verschiedenen  Punkten  At  und  A%  schneidet. 
Und  jede  Gerade  a  durch  B  schneidet  diese  Curve  ausser  A  noch  in 
zwei  andern  Punkten  Px*  und  P%\  da  die  entsprechende  Gerade  a 
durch  A  zwei  nicht  auf  BC  liegende  Punkte  Ft  und  P2  mit  iC  ge- 
mein hat.  Aber  in  diesem  Falle  sind  die  Doppelpunkte  A,  B,  C  der 
C4  Doppelpunkte  ordentlicher  Art  Denn,  da  die  Verbindungslinien 
AAt  und  AA%  den  Kegelschnitt  noch  in  den  von  At  und  A2  ver- 
schiedenen Punkten  Q,  und  Q?  schneiden,  so  trifft  jede  der  beiden 
Doppelpunkttangenten  von  C4  in  A  diese  Curve  noch  in  einem  nicht 
mit  A  zusammenfallenden  Punkte,  hat  sie  also  wie  eine  gewöhnliche 
Doppelpunkttangente  in  A  drei  Punkte  mit  C4  gemein. 

Ist  aber  ABC  ein  Poldreieck  von  K  (Fig.  18.),  so  werden  die 
Verbindungslinien  AAX  und  AA%  von  A  mit  den  auf  BC  liegenden 
Punkten  von  K  zu  Tangenten  von  K  in  At  und  A2  und  schneidet 
jede  der  beiden  Doppclpunkttangcnten  von  CA  in  A  diese  Curve  in 
Yier  mit  A  zusammenfallenden  Punkten.  In  diesem  Falle  ist  also  jede 
dieser  Tangenten,  da  sie  in  A  mit  dem  sie  nicht  berührenden  Zweige 
von  6'4  offenbar  nur  einen  Punkt  gemein  hat,  Wendetangente  für 
den  anderen  Zweig  in  A,  welcher  deshalb  in  diesem  Punkte  einen 
Wendepunkt  hat.  Also  ist  die  dem  Kegelschnitte  K  entsprechende 
C4  eine  C'4  mit  den  Inflexionsknoten  J,  £,  C  (bezeichnet  durch  '). 

Dieser  Satz,  dessen  Umkehrbarkeit  nun  sofort  einleuchtet,  rührt 
von  Prof.  K.  Küpper  her 7). 

17.  „Die  Wendetangenten  eines  Doppelpunkts  A  der  C4  sind 
von  den  Geraden  AB  und  -4C,  welche  diesen  Punkt  mit  den  beiden 
anderen  Doppelpunkten  verbinden,  harmonisch  getrennt". 

In  einer  quadratischen  Transformation  bilden  die  einander  ent- 
sprechenden Geraden  durch  einen  Fundamentalpunkt  Ay  wie  wir  ge- 
sehen haben,  eine  quadratische  Involution  und  in  dieser  ist  das 
Doppelverhältniss  von  irgend  vier  Strahlen  dem  der  vier  entspre- 
chenden Strahlen  gleich.  Da  nun  die  Tangenten  AAX  und  AA2  aus 
A  an  K  (Fig.  18.)  von  AB  und  AC  harmonisch  getrennt  sind,  so 
sind  auch  die  Geraden  AAt'  und  AA%\  d.  h.  die  Wendetangenten 
von  C4  in  A  von  AC  und  AB  harmonisch  getrennt 


7)  „Ueber  Raumcurven  vierter  Ordnung  erster  Art  und  eine  specielle  ebene 
Carre  vierter  Ordnung  <74,"  (Abhandlangen  der  k.  böhm.  Gesellsch.  derWis- 
sensch.,  VI.  Folge,  6.  Band,  1873). 
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18  „In  Bezog  auf  die  Realität  giebt  es  zwei  verschiedene  Gat- 
tungen von  Curven  C4.  Von  den  Curven  erster  Gattung  sind  die 
drei  Doppelpunkte  sämtlich  reell  und  zwei  von  ihnen  Knotenpunkte, 
indem  der  dritte  ein  conjugirtcr  Punkt  ist  Von  den  Curven  zweiter 
Gattung  ist  nur  ein  einziger  Doppelpunkt  reell  und  dieser  Punkt 
immer  ein  Knotenpunkt". 

In  Bezug  auf  die  Realität  verhält  sich  das  Poldreieck  eines 
Kegelschnittes  K  auf  zwei  verschiedene  Weisen.  Entweder  sind  alle 
Ecken  und  Seiton  reell,  oder  es  sind  dies  nur  eine  Ecke  und  die  ihr 
gegenüberliegende  Seite.  Und  nun  giebt  die  quadratische  Trans- 
formation von  K  in  Bezug  auf  das  Poldreieck  als  Fundamental- 
dreieck im  ersten  Falle  eine  Curve  C4  der  ersten,  im  zweiten  Falle 
eine  CA  der  zweiten  Gattung. 

Im  ersten  Falle  eines  ganz  reellen  Poldreiecks  ABC  schliesst 
K  bekanntlich  einen  einzigen  Eckpunkt  dieses  Dreiecks  ein 8).  Ist 
C  (Fig.  18.)  der  eingeschlossene  Eckpunkt,  so  sind  also  die  Tan- 
genten aus  A  und  B  an  K  reell,  jene  aus  C  an  K  aber  imaginär, 
d.  h.  A  und  B  sind  Knotenpunkte  und  C  ist  ein  conjugirter  Punkt 
von  C1. 

Im  zweiten  Falle  könnte  es  scheinen,  als  gäbe  es  zwei  Unter- 
gattungen von  Curven  &;  denn  bei  dem  nur  teilweise  reellen  Pol- 
dreiecke können  wirklich  zwei  verschiedene  Lagen  eintreten.  Es 
kann  nämlich  der  reelle  Eckpunkt,  welcher  immer  durch  C  ange- 
deutet werden  mag,  entweder  innerhalb  oder  ausserhalb  K  liegen, 
d.  h.  es  können  die  Schnittpunkte  der  reellen  Seite  c  des  Dreiecks 
mit  K  entweder  conjugirt  -  imaginär  oder  reell  sein.  Aber  man  er- 
kennt leicht,  dass  nur  die  zweite  Voraussetzung  zu  einer  reellen  6" 
führt  Denn,  wenn  die  Fundamentalpunkte  A  und  B  imaginär  sind, 
so  muss  man  wieder  zwei  Fälle  unterscheiden,  daBs  es  entweder  wol 
oder  nicht  möglich  ist  durch  diese  Punkte  einen  nicht  zerfallenden 
reellen  Kegelschnitt  zu  legen.  Im  ersten  Falle  —  und  dann  nennt 
man  die  Punkte  A  und  B  conjugirt  -  imaginär  —  entsprechen  in 
jeder  quadratischen  Transformation  mit  ABC  als  Fundamentaldreieck 
den  Geraden  der  Ebene  reelle  Kegelschnitte  und  im  allgemeinen  den 
reellen  Curven  wieder  reelle  Curven;  im  zweiten  Falle  sind  die  den 
Geraden  der  Ebene  entsprechenden  Kegelschnitte  und  die  den  reellen 
Curven  entsprechenden  Curven  sämtlich  imaginär.    Nun  können  aber 


8)  Reye,  a.  a.  0.,  I.  Abteilung,  Seite  79  und  Seite  83. 
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die  Funkte  A  und  B  niemals  conjugirt-imaginär  sein,  wenn  ihre  re- 
elle Verbindungslinie  c  den  Kegelschnitt  K  in  imaginären  Punkten 
schneidet;  denn  diese  Schnittpunkte  sind  dann  conjugirt-imaginär  und 
nun  ist  es  unmöglich,  dass  zwei  Paar  auf  einer  Geraden  liegende 
conjugirt-imaginäre  Punkt  einander  harmonisch  trennen 9),  wie  es  Ar- 
tikel 17.  von  den  beiden  Punktepaaren  fordert  Also  können  die  auf 
e  liegenden  zu  einander  in  Bezug  auf  K  conjugirten  Punkte  A  und 
B  nur  dann  conjugirt-imaginär,  und  also  die  dem  Kegelschnitte  K  in 
der  quadratischen  Transformation  ABC  entsprechende  Curve  Cl  nur 
dann  reell  sein,  wenn  e  den  Kegelschnitt  K  in  reellen  Punkten  schneidet, 
und  C  deshalb  ausserhalb  K  liegt.  Aber  dann  sind  auch  die  Tan- 
genton aus  C  an  K  reell,  und  ist  C  ein  Knotenpunkt  der  Curve  O, 
von  welcher  die  beiden  imaginären  Knotenpunkte  nun  auch  conjugirt- 
imaginär  sind. 

19.  „Mittelst  centraler  Protection  kann  jede  C4  in  einer  Curve 
C*  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesen  Punkt  senk- 
recht schneidenden  Symmetrieachsen  umgebildet  werden". 

Bei  einer  Curve  C*  erster  Gattung  mit  den  drei  Doppelpunk- 
ten A,  2?,  C  nehmen  wir  einen  nicht  in  der  Ebene  e  der  O  liegen- 
den Punkt  O  des  auf  AB  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugeis  als 
Projecüonscentrum  und  eine  Ebene  tt  parallel  zu  der  durch  O  und 
AB  gehenden  Ebene  als  Projectionsebene  an.  Die  Projection  ist 
dann  eine  neue  Curve  vierter  Ordnung  <7t4,  von  deren  drei  Doppel- 
punkte AL  und  Bt  zwei  so  in  unendlicher  Entfernung  liegen ,  dass  die 
sie  mit  dem  dritten  Doppelpunkte  Ct  verbindenden  Geraden  C1A1 
und  CjBt  senkrecht  auf  einander  stehen.  Offenbar  ist  Ct  Mittelpunkt 
und  sind  C\At  und  CtBt  Symmetrieachsen  der  Projection  Ctl\  denn 
durch  quadratische  Transformation  in  Bezug  auf  das  uneigentliche 
Fundamentaldreieck  A^B^  geht  diese  Curve  in  einen  Kegelschnitt 
über,  welcher  Ct  zum  Centrum  und  CtA^  und  C1Bl  zu  Achsen  hat. 


9)  Sind  die  Punkte  P,  Q  ron  den  Punkten  R,  S  einer  nämlichen  Geraden 
harmonisch  getrennt,  sd  hat  man,  wenn  M  nnd  N  die  Mitten  der  Segmente 
PQ  und  BS  andeuten,  nach  einander  die  Relationen  MQ*  =  MB.  JUS  nnd 
MR.MS=MN*—NR*,  also  anch  MQ*  =  MN*  —  NR*.  Da  nun  die 
Vorauisetsnng  PQ  nnd  RS  seien  zwei  Paare  conjngirt-imaginarer  Punkte 
einer  nämlichen  Geraden  den  Grossen  MQ*  nnd  NR*  negatire  Werte  erteilt, 
wodurch  ron  der  letsten  Gleichnag  das  erste  Glied  negativ  nnd  das  sweite 
potior  wird,  so  können  zwei  Paare  conjngirt-ünaginarer  Punkte  einander  nicht 
harmonisch  trennen. 


Digitized  by  VjOOQIC 


120  Schonte:  Die  Curuen  vierter  Ordnung 

Ist  von  den  drei  Inflexionsknoten  nur  C  reell,  so  denken  wir 
uns  durch  die  conjugirt-imaginären  Doppelpunkte  A  und  B  einen 
Kegelschnitt  und  projiciren  nun  in  der  von  Poncelet 10)  angegebenen 
Weise  die  Figur  so,  dass  e  in's  Unendliche  verschwindet,  und  der 
Kegelschnitt  einen  Kreis  zur  Projection  bekommt  In  diesem  Falle 
wird  nämlich  die  Projection  von  Ck  eine  neue  Curve  vierter  Ord- 
nung C,4,  von  deren  Inflexionsknoten  nur  ein  einziger  Ct  reell  ist, 
und  die  beiden  anderen  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zusammen- 
fallen. Da  jede  Transformation  der  reciproken  Radien,  welche  C\ 
zum  Gentrum  hat,  diese  Cf  in  einen  Kegelschnitt  mit  dem  Mittel- 
punkte Ct  überfahrt,  hat  diese  Ct*  ebenfalls  C\  zum  Mittelpunkt  und 
zwei  senkrecht  auf  einander  stehende  Geraden  durch  (\  zu  Sym- 
metrieachsen. Und  offenbar  ist  der  Kegelschnitt,  in  welchen  C/  sich 
umbildet,  eine  gleichseitige  Hyperbel,  da  die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Curve  zweiter  Ordnung  von  den  imaginären  Kreispunkten  har- 
monisch getrennt  werden. 

In  der  oben  angefahrten  Arbeit  hat  Herr  Küpper  bewiesen,  dass 
die  vier  Eckpunkte  eines  vollkommenen  Vierecks,  für  welchen  die 
drei  Inflexionsknoten  einer  C'4  die  Schnittpunkte  der  drei  Paare  von 
Gegenseiten  sind,  auf  dieser  Curve  liegen,  sobald  dies  mit  einem  der 
vier  Punkte  der  Fall  ist,  was  dann  weiter  die  Grundlage  bildet  von 
einer  ganzen  Reihe  von  Eigenschaften  solcher  Punktquadrupel  auf 
G*  Diese  Eigenschaften  sind  eine  unmittelbare  Folge  der  Möglich- 
keit jede  G4  als  eine  Curve  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  sich 
senkrecht  in  ihm  schneidende  Symmetrieachsen  zu  projiciren. 

Wir  nennen  diese  letztere  Curve  eine  „Normalcurve  G'4". 

20.  „Die  Wendepunktstangenten  von  C4  werden  in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunktsdrci- 
ocks  ABC  von  einem  Kegelschnitte  berührt.  Von  diesem  Kegel- 
schnitte, welcher  weiter  als  „Wendeschnitt4'  bezeichnet  werden  soll, 
ist  ABC  ein  Poldreieck". 

In  einer  quadratischen  Transformation  sind  die  drei  quadrati- 
schen Involutionen  der  Strahlen  a,  a'  durch  -4,  &,  b'  durch  B  und 
c,  c'  durch  C  dadurch  an  einander  gebunden,  dass  den  durch  einen 
Punkt  P  gehenden  Strahlen  a,  £,  c  allemal  drei  ebenfalls  durch  einen 
Punkt  P'    gehende   Strahlen  a\  V,  c  entsprechen.     Hieraus  folgt, 


10)     „Traitl  des  proprtätes   projectives    des   figures",    deuxieme   Edition 
tome  I,  page  53,  art  109. 
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dass  drei  Strahlen  au  6„  ct ,  welche  die  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Dreiecks  ABC  in  drei  Puuktcn  einer  Geraden  treffen,  drei  Strahlen 
°i\  Wi  *i  entsprechen,  welche  ebenfalls  diese  Eigenschaft  zeigen. 
Schneiden  nämlich  die  drei  Strahlen  o,,  bu  ex  die  gegenüberliegenden 
Seiten  des  Dreiecks  ABC  in  drei  Punkten  einer  Geraden,  so  gehen 
nach  den  Sätzen  von  Menelaus  nnd  de  Ceva  die  drei  Strahlen  a2, 
b&  et,  welche  04,  bl9  cx  von  den  Dreiecksseiten  harmonisch  trennen, 
durch  einen  Pnnkt  P\  deshalb  gehen  dann  auch  die  den  Strahlen  %, 
6„  ct  entsprechenden  Strahlen  a2',  b2,  ct'  dnreh  den  Punkt  P'  und 
werden  umgekehrt  nach  den  Sätzen  von  de  Ceva  und  Meuelaus  die 
drei  Strahlen,  welche  a2',  b2\  c$'  von  den  J>reiecksseiten  harmonisch 
trennen ,  die  gegenüberliegenden  Seiten  wieder  in  drei  Punkten  einer 
Geraden  treffen.  Aber  es  siud  die  Strahlen,  welche  a/,  bf',  c%'  von 
den  Dreiecksseiten  harmonisch  treffen,  offenbar  die  den  au  bt,  ct  ent- 
sprechenden Strahlen;  also  u.  s.  w. 

Mittelst  dieser  neuen  Form  der  Relation  zwischen  den  drei 
Strahloniuvolutionen  einer  quadratischen  Transformation  und  des 
Pascal'schen  Satzes  zeigt  man  nuu  leicht,  dass  in  jeder  quadratischen 
Transformation  mit  Ay  B,  C  als  Fundamentalpunkten  den  sechs  Strah- 
len, welcho  die  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegenden  Punkte 
irgend  eines  Kegelschnittes  K  mit  den  gegenüberliegenden  verbinden, 
sechs  Strahlen  entsprechen,  welche  die  Dreiecksseiten  in  sechs  auf 
einem  neuen  Kegelschnitte  Ä"  liegenden  Punkten  schneidon.  Sind  näm- 
lich AxAt%  BtBt9  G\Cs  (Fig.  19.)  die  Schuittpunktenpaare  des  Kegel- 
schnittes K  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  und  wird  BC  von 
BtCt  in  -4S,  CA  von  CXA2  in  B3  und  AB  von  AtB2  in  6's  geschnit- 
ten, so  sind  dem  Pascal'schen  Satze  nach  A^  2?3,  C3  drei  Punkte 
einer  Geraden.  Deuten  nun  AjA^A^  B^B^'B^,  C^C^C^  ll)  die 
Schnittpunkte  an  von  den  Seiten  des  Dreiecks  mit  den  durch  die 
gegenüberliegenden  Eckpunkte  gehenden  Geraden,,  welche  den  Ver- 
bindungslinien von  ylj,  A2,  A$  mit  A,  von  Bi9  B2,  B3  mit  #,  von 
t\,  Cg,  Cs  mit  C  entsprechen,  so  zeigt  die  neue  Form  der  Abhängig- 
keit zwischen  den  drei  quadratischen  Involutionen  um  A,  B,  C  an, 
dass  einerseits  A$\  Bs\  C8'  in  einer  Geraden  liegen  und  dies  ander- 
seits mit  jedem  der  drei  Punkttripel  Bt'C2Az\  C^A^B^,  AxB2fC3f 
der  Fall  ist,  dass  also  dem  Pascai'schen  Satze  zufolge  die  sechs  Punkte 
^iA2\  BUB2\  CXC2   Punkte  eines  Kegelschnittes  Kr  sind. 


II)  Um  Missverst&ndniss  vorzubeugen,  weise  ich  hier  an,  dass  diese  neuen 
Punkte  Atf  u.  s.  w.  in  der  Transformation  nicht  den  Punkten  Ax  u.  s.  w. 
entsprechen;  ebenso  wenig  wie  die  ein  wenig  mehr  unten  vorgeführte  Curve  K' 
dem  Kegelschnitte  K  entspricht. 
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Ist  hiermit  nun  in?  allgemeinen  geometrisch  nachgewiesen ,  dass 
die  sechs  Doppelpunkttangenten  irgend  eioer  Corvo  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dop- 
pelpunktsdreiecks in  Bechs  Punkten  eines  Kogelschflittes  begegnen  1S), 
so  sind  bei  unserer  Cl  überdies  die  zwei  Schnittpunkte  einer  Seite  des 
Dreiecks  mit  den  Wendetangenten  des  gegenüberliegenden  Eck- 
punktes von  den  auf  dieser  Seite  liegenden  Doppelpunkten  harmo- 
nisch getrennt18).  Also  ist  ABC  ein  Poldreicck  des  durch  die 
sechs  Punkte  gehenden  Kegelschnittes,  und  wird  diese  Curve  von  den 
Wendetangenten  auf  den  Seiten  dos  Dreiecks  ABC  berührt  u). 

21.  „Die  C4  kann  durch  quadratische  Transformation  in  ihren 
Wendeschnitt  übergeführt  werden". 

Bekanntlich  ist  eine  involutorische  quadratische  Transformation 
bestimmt,  sobald  man  ausser  den  drei  Fundamentalpunkten  Ay  B,  C 
ein  Paar  einander  entsprechende  Punkte  F,  P'  kennt.  Also  kann 
man  zur  Bestimmung  der  Transformation  innerhalb  der  von  den 
Fundamentalgeraden  erheischten  Einschränkung  zwei  der  drei  von 
den  Strahlen  durch  A>  2J,  C  gebildeten  quadratischen  Involutionen 
beliebig  annehmen.  Bestimmt  man  nun  die  Transformation,  welche 
unsere  Cl  mit  den  drei  Inflexionsknoten  Ay  By  C  in  einen  Kegel- 
schnitt überführen  soll,  dadurch,  dass  die  beiden  durch  A  gehenden 
und  ebenso  die  beiden  durch  B  gehenden  Wendetangenten  einander 
entsprechen,  so  wird  die  C*  übergehen  in  einen  Kegelschnitt,  der 
den  Wendeschnitt  von  C4  in  seinen  auf  BC  und  CM  liegenden  Punkteu 
berührt  und  also  mit  dem  Wendoschnitte  identisch  ist.  Es  entspre- 
chen in  dieser  Transformation  dann  auch  die  beiden  durch  C  gehenden 
Wendetangenten  einander. 


19)  Für  den  analytischen  Beweis  dieses  bekannten  Satzes  Tergleiche  man 
Salmon-Fiedler's  „höhere  ebene  Curven"  Art.  286. 

18)  In  unserem  Falle  der  Curven  C*  fallt  der  ron  den  Doppelpunkts  - 
tangenten  der  C*  berührte  Kegelschnitt  susammen  a)  mit  dem  Kegelschnitt€t 
welcher  berührt  wird  von  den  sechs  aus  den  Doppelpunkten  an  C*  möglichen 
Tangenten,  b)  mit  dem  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  der  Doppcl- 
pnnkttangenten  und  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunktdreiecks,  c) 
mit  dem  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  der  aus  den  Doppelpunkten  an 
C*  möglichen  Tangenten  nnd  der  gegenüberliegenden  Seiten  des  Doppelpunkts, 
dreiecks. 

14)  Jede  C*  hat  nur  einen  Wendeschnitt;  aber  jeder  Kegelschnitt  hat 
eine  dreifach  unendliche  Anaahl  ron  Poldreiecken  nnd  lässt  also  eine  dreifach 
unendliche  Anzahl  ron  Curven  C4  tu,  deren  Wendeschnitt  er  ist. 


Digitized  by 


Google 


mit  drei  Jnßexionshtoten.  J23j 

Man  kann  zur  Bestimmung  einer  Transformation,  welche  C4  in 
ihren  Wendeschnitt  umzubilden  im  Stande  ist,  allerdings  auch  die 
Wendetangenten  %  und  a^  (Fig.  20.)  der  C4  in  -4,  resp.  die  Wende- 
tangenten bt  und  b2  in  B  als  die  Doppelstrahlen  der  Involution  um 
-1,  resp.  um  B  annehmen;  denn  AB  und  AC  sind  harmonisch  ge- 
trennt von  «4  und  a2  und  ebenso  BC  und  BA  von  bk  und  &t. 
Da  die  Doppelstrahlen  der  Involution  um  C,  dann  aber  die  reellen 
Diagonalen  des  von  den  vier  Wendetangenten  gebildeten  einfachen 
Vierseits  a^a^b^,  nicht  die  imaginären  Wendetangenten  in  C  sind 
und  also  bei  dieser  Transformation  die  Punkte  4,  B,  C  sich  auf  ver- 
schiedene Weisen  verhalten,  so  habe  ich  die  oben  gegebene  vorge- 
zogen. Sie  ist  wirklich  die  einzige,  welche  die  Cl  in  ihren  Wende- 
schnitt überführend  die  Punkte  -4,  B,  C  ganz  gleich  hervortreten 
läset,  und  sie  gewährt,  wie  sich  im  folgenden  Abschnitte  zeigen  wird, 
bei  den  fortgesetzten  Untersuchungen  wichtige  Vorteile 1&). 

22.  „Wir  unterscheiden  zwei  Normalcurven  C4  erster  Gattung  und 
eine  Normalcurvc  C4  zweiter  Gattung;  sie  werden  mittelst  ihrer 
Wendeschnitte  auf  einfache  Weise  construirt". 

Schon  bei  Artikel  19.  wäre  es  möglich  gewesen,  bei  der  ein- 
fachen Gestalt  der  Curven  C4  erster  Gattung  zwei  verschiedene  For- 
men anzuweisen;  absichtlich  ist  dies  aber  dort  nicht  geschehen,  weil 
erst  an  dieser  Stelle  der  Wendeschnitt  in  die  Betrachtung  aufge- 
nommen werden  kann.  Wenn  nämlich  die  zwei  Doppelpunkte  A  und 
B  in  senkrecht  auf  einander  stehenden  Richtungen  in's  Unendliche 
projicirt  werden  und  der  Doppelpunkt  C  also  Mittelpunkt  der  Curve 
wird,  so  kann  dieser  nicht  in's  Unendliche  verschwindende  Doppel- 
punkt entweder  der  einzige  conjugirte  Punkt  oder  aber  einer  der 
beiden  Knotenpunkte  sein.  Im  ersten  Falle  hat  CA  im  Unendlichen 
zwei  Knotenpunkte  und  ist  ihr  Wendeschnitt  eine  Ellipse,  im  zweiten 
Falle  hat  C4  im  Unendlichen  einen  Knotenpunkt  und  einen  conju- 
girten  Punkt  und  ist  ihr  Wendeschnitt  eine  Hyperbel.  Diese  beiden 
Normalcurven  C4  erster  Gattung,  die  wir  als  erste  und  zweite  Nor- 
malcurve  erster  Gattung  andeuten,  und  die  einzige  Normalcurvo  C4 
zweiter  Gattung  werden  wir  am  Ende  dieses  Artikels  im  Bilde  vor- 
führen. Dazu  fassen  wir  aber  erst  die  Transformation,  welche  C4 
in  ihren  Wendeschnitt  überführt,  etwas  näher  in's  Auge. 

Ist  E  (Fig.  21.)  der  Wendeschnitt  der  ersten  Nonoalcurve  C* 
erster  Gattung  und  liegen  deshalb  die  unendlich  fernen  Inflexions- 


15)  Man  vergleiche  den  dritten  Abschnitt,  Artikel  35  und  3t« 
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punkte  A  und  ß  auf  don  Achsen  der  Ellipse  E,  welche  den  conju- 
girten  Inflcxiouspunkt  C  zum  Mittelpunkt  hat,  so  kann  man  von  dem 
beliebig  gewählten  Punkte  P  die  Polare  p  in  Bezug  auf  E  bestim- 
men, die  von  dieser  Polaren  in  den  Achsen  bestimmten  Segmente 
CRt  und  CS1  nach  der  andern  Seite  hiu  als  CR'  und  CS'  auf  den 
Achsen  abtragen  und  auf  diesen  neuen  Segmenten  CR'  und  CS' 
em  Rechteck  construiren;  der  nicht  auf  den  Achsen  liegende  Eck- 
punkt P'  dieses  Rechtecks  ist  dann  der  entsprechende  Punkt 
von  P.  Sind  R  und  S  die  Projectionen  von  P  auf  BC  und  CA^ 
so  findet  man  nämlich  unmittelbar,  dass  Rx  und  S1  die  Pole  sind 
von  PR  und  PS,  woraus  die  Gleichungen  CR.CRi  —  CAt*  und 
CS.CS1  —  C'JV  oder  CR. CR  —  CAXXA%  und  CS.  CS'  —  CßvCBa' 
hervorgehen.  Und  da  in  der  Involution  um  A  die  Achse  CA  und  in  der 
Involution  um  B  die  Achse  CB  der  unondlich  fernen  Geraden  entspricht, 
so  zeigen  diese  beiden  Relationen,  dass  PR  und  P'R'  einander  in  der 
Involution  um  A,  PS  und  P'Sr  einander  in  der  Involution  um  B 
entsprechen,  dass  also  P  und  P'  einander  entsprechen  in  der  be- 
trachteten quadratischen  Transformation.  Und  da  diese  Transfor- 
mation von  Hause  aus  eine  in volu torische  ist,  so  findet  man  umge- 
kehrt P  aus  P\  wenn  man  die  Polare  p'  von  Pf  in  Bezug  auf  K 
bestimmt,  die  von  dieser  Geraden  in  den  Achsen  bestimmten  Seg- 
mente CR/  und  CS/  als  CR  und  CS  nach  der  anderen  Seite  auf 
die  Achsen  abträgt   und   auf  CR  und  CS  ein  Rechteck  construirt. 

Ist  nun  der  beliebig  gewählte  Punkt  ein  Punkt  Q  von  E,  so  lässt 
die  allgemeine  Constructiou  Q'  als  den  vierten  Eckpunkt  des  Recht- 
ecks kennen,  welches  man  auf  die  von  der  im  diametral  gegenüber 
Q  liegenden  Punkte  Qr'  an  E  augelegten  Tangente  q%'  auf  den  Achseu 
bestimmten  Segmenten  beschreibt.  Und  deshalb  kann  die  C'4  mittelst 
ihres  Wendeschnittes  E  Punkt  für  Punkt  construirt  werden.  So  er- 
hält man  dann  (Fig.  22.)  eine  aus  vier  Aesten  bestehende  Curve, 
welche  ich  nach  ihrer  Form  als  „Krcuzcurveu  bezeichnen  will. 

Wenn  zweitens  H  (Fig.  23.)  der  Wendeschnitt  der  zweiten  Nor- 
malcurve  Cl  erster  Gattung  ist  und  deshalb  ein  conjugirter  Doppel- 
punkt A  auf  der  reellen  und  ein  Knotenpunkt  B  auf  der  imaginären 
Achse  der  Hyperbel  2/,  welche  den  dritten  Doppelpunkt,  den  Knoten- 
punkt C,  zum  Centrum  hat,  unendlich  fern  liegt,  so  führt  ein  ana- 
loger Weg  zu  analogen  Resultaten.  Schneidet  die  Polare  p  eines 
beliebig  gewählten  Punktes  P  die  Achsen  BC  und  CA  in  R1  und  Sly 
sind  R'  und  S'  die  in  Bezug  auf  C  zu  R^  und  SL  symmetrische 
Punkte,  und  ist  Pr  der  vierte  Eckpunkt  des  auf  CR'  und  CS'  be- 
schriebenen Rechtecks,  so  entsprechen  auch  hier  die  Punkte  P  und 
Pf  einander,  und  führt  ein  ganz  gleicher  Weg  von  P'  zu  P  zurück 
Der  Beweis  hiervon  kann  dem  Vorhergehenden  ganz  entnommen 
werden.    Will  man  dabei  aber  die  Betrachtung  der  imaginären  Punkte 


Digitized  by 


Google 


mit  drei  Inflexionshtoten.  125 

At  und  At  umgehen,  so  kann  man  sich  der  Combi  uation  der  Strah- 
leninvolutionen um  B  und  C  bedienen.  Es  ist  dann  erstens  5,  der 
Pol  ?on  PS  und  also  CS.CS1  —  CBX\  oder  CS.  CS'  —  CB^CB^ 
woraus  folgt,  dass  PS  und  P'S'  einander  in  der  Involution  um  B 
entsprechen.  Und  zweitens  geht  die  Strahleninvolution  um  C,  welche 
durch  die  Achsen  von  H  als  ein  Paar  und  die  Asymptoten  von  H 
als  ein  zweites  Paar  bestimmt  ist,  in  die  Involution  der  conjugirten 
Durchmesser  von  H  über,  wenn  man  von  jedem  Strahlenpaare  einen 
Strahl  um  die  Achsen  umlegt.  Woraus  dann  weiter  folgen  muss, 
dass  CP  und  CP'  einander  entsprechen  in  der  Involution  um  C. 
Denn  in  dieser  Involution  entspricht  CP  die  Gerade ,  welche  man 
durch  Umlegung  von  der  Parallele  zu  p  durch  C  um  die  Achsen 
erhält. 

Ist  nun  wieder  der  beliebig  gewählte  Punkt  ein  Punkt  Q  von 
//,  so  ist  Q'  der  vierte  Eckpunkt  des  Rechtecks,  welches  man  auf 
den  von  der  im  diametral  gegenüberliegenden  Punkte  Q,'  an  H  ange- 
legten Tangente  qt'  auf  den  Achsen  bestimmten  Segmenten  beschreibt. 
So  erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  des  Punktes  Q'  eine  aus 
zwei  Aesteu  bestehende  Curve  (Fig.  24.),  welcher  ich  nach  ihrer  Form 
den  Namen  „Kohlenspitzencurve"  beilegen  will. 

Es  ist  nicht  zu  leugnen,  dass  es  nun  weiter  noch  möglich  ist 
Kreuzcurve  und  Kohlenspitzencurve  so  zu  projiciren,  dass  der  Wende- 
schnitt der  ersten  ein  Kreis,  jene  der  zweiten  eine  gleichseitige  Hy- 
perbel wird.  Mit  dem  Auge  auf  den  bekannten  von  Joachimsthal 
herrührenden  Normalenproblemcn,  die  schon  im  ersten  Abschnitte 
angeführt  sind,  behalte  ich  aber  in  meinem  Aufsatze  die  Normal— 
curven  C4  erster  Gattung  mit  elliptischem  und  ungleichseitig  hyper- 
bolischen Wendeschnitte  bei. 

So  sind  wir  nun  gekommen  an  die  einzige  Normalcurve  C4 
zweiter  Gattung,  welche  die  imaginären  Kreispunkte  zu  zwei  ihrer 
drei  Iuflexionsknoten  hat,  und  deren  Wendeschnitt  eine  gleichseitige 
Hyperbel  H  ist  mit  dem  dritten  Infi  xiouspunkte  Cals  Centrum.  Be- 
trachten wir  sogleich  die  Strableninvolution  um  C,  so  findet  man, 
dass  ihre  Doppelstrahien  senkrecht  auf  einander  stehen,  da  sie  von 
den  imaginären  Kreispunkten  harmonisch  getrennt  sind;  deshalb 
werden  diese  Doppelstrahlen  den  von  je  zwei  einander  entsprechenden 
Strahlen  durch  C  gebildeten  Winkel  halbiren  und  die  Transformation, 
welche  C4  in  ihren  Wendeschuitt  Zf  überführt,  in  eine  Transformation 
der  reeiproken  Radien  mit  Cals  Centrum  übergehen,  wenn  man  von 
je  zwei  einander  entsprechenden  Punkten  den  einen  in  Bezug  auf 
einen  der  beiden  Doppelstrahlen  überspiegelt.  Denn  erstens  bewirkt 
diese  Aenderung,  dass  zwei  einander  entsprechende  Punkte  allemal 
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mit  C  in  einer  Geraden  liegen  werden,  and  diese  einander  entspre- 
chenden Punkte  anf  einer  beliebig  gewählten  Geraden  g  durch  C,  also 
eine  Involution  bilden  mit  C  als  Centralpnnkt.  Und  zweitens  ent- 
spricht auch  in  der  geänderten  Transformation  einem  Kreise  mit  C 
aiB  Centrum  nach  den  Gesetzen  der  quadratischen  Verwandtschaft 
wieder  ein  Kreis ,  welcher  dann,  da  C  Centralpnnkt  ibt  von  den  In- 
volutionen auf  den  Geraden  durch  C  ebenfalls  C  zum  Centrum  hat 
d.  h.  die  einander  entsprechenden  Punkte  bilden  auf  den  Geraden 
durch  C  Involutionen ,  nicht  nur  mit  gemeinschaftlichem  Central- 
punkte,  sondern  auch  mit  gemeinschaftlicher  Potenz. 

Da  nun  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  (Fig.  25.) 
einander  entsprechende  Strahlen  der  Involution  um  C  sind,  sind  die 
Achsen  der  Hyperbel  die  Doppelstrahlen  dieser  Involution,  und  muss 
also  die  ursprüngliche  Transformation,  welche  C4  in  H  umbildet,  mit 
eiuer  Umlegung  um  eine  dieser  Achsen  verbunden  werden,  um  in 
eine  Transformation  der  reeiproken  Radien  überzugehen.  Und  die 
Polare  dieser  Transformation  ist  mittelst  der  Bronnpunkte  F  von  // 
zu  bestimmen.  Diese  Punkte  werden  nämlich  als  Schnittpunkte  der 
von  den  imaginären  Kreispunkten  an  H  geführten  Tangenten  un- 
mittelbar als  einander  entsprechende  Punkte  anerkannt.  Deshalb  ist 
der  absolute  Wert  der  Potenz  dem  Quadrate  von  CF  gleich,  und  ist 
ihr,  wenn  die  Umlegung  um  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  geschieht, 
das  negative,  wenn  sie  um  die  imaginäre  Achse  von  H  stattfindet, 
das  positive  Zeichen  beizulegen.  Und  da  nun  CF  =>  CD^2  ist,  so 
schneidet  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  unsere  C'4  ausser  C  in  zwei 
Punkten  Gy  deren  Entfernung  von  6' durch  CF\/2  >=*2CD  angedeutet 
wird. 

Nach  den  bekannten  Gesetzen  der  erhaltenen  umgelegten  Trans  - 
formation  der  reeiproken  Radien  findet  man  nun  aus  dem  Punkte  Q 
von  H  den  entsprechenden  Punkt  Q!  von  C4.  So  erhält  man  dann 
für  C4  eine  geschlossene  sich  selbst  einmal  durchsetzende  Curve.  die 
sich  unmittelbar  als  eine  Lemniskate  offenbart,  weun  man  die  Lem- 
niskate  geometrisch  als  die  erste  Fusspunktencurve  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel  in  Bezug  auf  ihren  Mittelpunkt  definirt  Da  näm- 
lich CQ  und  CQ!  (Fig.  26.)  antiparallel  sind  in  Bezug  auf  die  Achsen, 
und  CQ  und  die  Tangente  q  in  Q  an  H  antiparallel  sind  in  Bezug 
auf  die  Asymptoten  von  J7,  steht  nach  Artikel  5.  also  CQ'  senkrecht 
auf  q.  Und  man  zeigt  ohne  Mühe,  dass  die  auf  dieser  Senkrechten 
CQ'  zu  messende  Entfernung  €%  des  Centrums  C  von  q  halb  so 
gross  ist  als  Q'C,  Denn  ebenso,  wie  in  Artikel  3.  hat  man,  wenn 
Qx  und  Qy  die  Schnittpunkte  von  der  Tangente  q  mit  den  Asymptoten 
C3T und  CTsihd,  nach  einander  CQ.CQ^  =  QQ*.  CQo  =  tCQ*. CQ,  = 
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{CF*,  Was  in  Verbindung  mit  der  oben  gefundenen  feelatioh  CQ  CQ'<*- 
CF*  die  Gleichung  Q'C  «  2CQo  liefert.  Also  ist  die  Normalcurve 
zweiter  Gattung  die  von  C  ans  negativ  verdoppelte  erste  Fusspunk- 
tencarve  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  für  den  Mittelpunkt  und  also 
als  erste  Fusspnnktencurve  der  von  C  aus  negativ  verdoppelten  gleich- 
seitigen Hyperbel  H  selbst  eine  Lemniskate 16). 

Diese  letzte  Betrachtung  führt  uns  nun  zur  selben  Zeit  zu  einer 
anderen  Deutung  der  umgelegten  Transformation  der  reciproken  Ra- 
dien, welche  zu  kennen  uns  im  Folgenden  nützlich  sein  wird.  Ist 
nämlich  P  ein  nicht  auf  H  liegender  Punkt  von  CQ;  p  seine  Polare 
in  Bezug  auf  £f,  P'  der  ihm  auf  CQ'  entsprechende  Punkt,  und  sind 
Pt  und  P0  die  Schnittpunkte  der  Polare  p  mit  CQ  und  CQ',  so  ist 
ans  der  Gleichung  CQ*  =  CP.  CPt  und  die  Proportion  C% :  CQ  — 
CP0 :  CPU  ebenso  wie  in  Artikel  13.  die  Relation  CQ .  C%  «=  CP.  CP0 
abzuleiten.  Und  hierdurch  geht  die  Bedingung  CQ.CQ'—  CP.CPf 
über  in  CQ':  CQ*  ==  CP'i  CP0.  Da  nun  aber  Q'C  —  *C%  ist,  so  ist 
auch  P'C~~  2CP0.  Also  findet  man  ganz  allgemein  den  dem  be- 
liebig gewählten  Punkte  P  entsprechenden  Punkt  P\  wenn  man  das 


16)  Diese  für  die  gleichseitige  Hyperbel  H  in  Bezug  auf  ihren  Mittel- 
punkt C  gefundene  Beziehung  zwischen  der  Curvc,  welche  man  durch  die 
Transformation  der  reciproken  Badien  erhalt,  und  der  ersten  Fnsspnnktencnrve 
erinnert  an  den  bekannten  Satz,  nach  welchem  man  allgemein  die  erste  Fuss* 
punkteueurve  irgend  einer  Curre  O  für  irgend  einen  Punkt  M  erhalt,  wenn 
man  auf  der  Polarfigur  von  O  in  Bezug  anf  irgend  einen  um  M  als  Oentrum 
beschriebenen  Kreis  die  Transformation  der  reciproken  Radien  anwendet,  welche 
M  zum  Centrum  und  das  Quadrat  des  Radius  des  Kreises  zur  Potenz  hat 
(Picquet,  a.  a.  O.,  tome  I,  page  375). 

Da  die  Lemniscate  die  von  C  aus  verdoppelte  erste  Fusspunktencunre  von 
H  für  ihr  Centrum  ist,  ist  sie  auch  der  Ort  der  Spiegelbilder  von  C  in  Bezug 
auf  die  Tangenten  von  Ä  Diese  Betrachtungsweise  schliesst  sich  als  beson- 
derer Fall  an  eine  allgemeine  Theorie  an,  welche  von  dem  irischen  Mathe* 
matiker  Dr.  J.  Casey  in  seiner  schönen  Abhandlung  „On  bicirculär  quadricsa 
(Transactions  of  tbe  royal  irish  Acsdemy  Volume  24,  Science,  Part  IS,  1869) 
entwickelt  worden  ist  Mach  dieser  Theorie,  welche  in  analytischer  Behand- 
lung gegeben  ist,  ist  die  Einhüllende  eines  veränderlichen  Kreises ,  welcher 
einen  gegebenen  Kreis  J  rechtwinklig  schneidet  und  auf  einem  gegebenen  Kegel* 
schnitte  F  sein  Centrum  hat,  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  die  imagi- 
nären Kreispunkte  zu  Doppelpunkten  hat,  und  kann  diese  Curve  auch  be- 
trachtet werden  als-  der  Ort  der  Grenzpunkte  der  Kreisbüschel ,  welche  von  J 
und  den  Tangenten  von  F  bestimmt  werden.  Ist  nun  J  ein  Punkt,  der  Punkt 
C,  und  F  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  C  als  Centrum,  die  Curve  H,  so  geht 
letztere  Erzeügungs  weise  von  Casey  in  die  oben  angegebene  über. 
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von  C  auf  die  Polare  p  von  P  in  Bezug  auf  H  geftllte  Lot  CP0 
nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  verdoppelt 17). 

23.  „Wenn  man  eine  gegebene  Curve  C*  so  um  irgend  einen 
Punkt  M  ihrer  Ebene  dreht  und  zu  gleicher  Zeit  aus  diesem  Punkte 
M  multiplicirt ,  dass  diese  Curve  fortwährend  durch  einen  anderen 
festen  Punkt  P  der  Ebene  geht,  so  beschreibt  irgend  ein  Punkt  Q 
dieser  Curve  einen  Ort,  welchen  man  auch  erhält,  wenn  man  die 
Lage  von  Cn,  wobei  Q  in  P  hineinfällt,  um  MP  umlegt  und  auf 
diese  umgelegte  Lage  die  Transformation  der  reciproken  Radien 
anwendet,  welche  M  zum  Centrura  und  das  Quadrat  von  MP  zur 
Potenz  hat". 

Ist  nämlich  C"t,  (Fig.  27.)  die  Lage  von  C%  wobei  der  bewegende 
Punkt  Q  mit  P  zusammenfällt,  ist  C"s  irgend  eine  andere  Lage 
von  C",  wobei  dieser  bewegende  Puukt  sich  in  Q2  befindet,  und  ent- 
spricht dem  Punkte  P  von  02  der  Punkt  Pt  von  0\ ,  so  hat  man 
die  Relationen  Wkl.  P,1£P— Wkl.  PMQ2  und  MPt:MP^MP:MQ^ 
Und  da  nun  Px  die  Lage  Oj  von  C*  beschreibt,  wenn  Q%  seinen 
Ort  erzeugt,  so  beweisen  diese  beiden  Relationen  den  Satz. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  Fall  einer  gleichseitigen  Hy- 
perbel an ,  welche  sich  auf  die  angegebene  Weise  um  ihr  Centrum 
dreht,  so  findet  man  mittelst  der  Ergebnisse  dos  vorhergehenden  Ar- 
tikels den  Satz  der  23.  Note  des  ersten  Abschnitts  zurück.  In  diesem 
Sinne  ist  der  Satz  dieses  Artikels  eine  Verallgemeinerung  der  dort 
augeführten  Betrachtungsweise  Steiners18). 

24.  Die  Nebeneiuanderstellung  der  beiden  betrachteten  Fälle  a) 
des  Mittelpunktskegelschnittes  tfmit  seinem  von  den  unendlich  fernen 


17)  Die  Punkte  F  werden  die  Doppelpunkte  von  der  Lern niskate  genannt, 
die  beiden  Geraden,  welche  einen  dieser  Punkte  mit  den  imaginären  Kreis- 
punkten verbinden,  sind  nftmlich  Tangenten  der  Curve. 

1 8)  So  findet  man  nun  auch  umgekehrt ,  dass  der  Ort  der  Scheitel 
der  Reihe  von  Lemniskaten,  welche  einen  nach  Grösse  und  Lage  gegebenen 
Durchmesser  gemein  haben,  die  gleichseitige  Hyperbel  ist,  welche  diese  Strecke 
nach  Grösse  und  Lage  zur  reellen  Achse  hat,  u.  s.  w.  Im  allgemeinen  ist 
der  Ort,  welcher  beschrieben  wird  von  einem  bestimmten  Punkt  einer  Cissoidc, 
einer  Strophoide  einer  Schneckenlinic,  von  Pascal  oder  irgend  einer  Fuss- 
punkteneurve  eines  Kegelschnittes,  wenn  diese  Curve  sich  so  um  ihren  Doppel- 
punkt U  dreht,  dass  sie  sich  selbst  Ähnlich  bleibend  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  eine  Parabolc  durch  M  und  P,  gleichseitige  Hyperbel  durch  M  und  P, 
irgend  ein  Kegelschnitt  durch  P,  welcher  M  zum  Brennpunkt  hat  oder  allge- 
mein irgend  ein  Kegelschnitt  durch  P,  (Picquet  a.  a.  0.  tome  I,  page  375). 
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Punkten  A  und  B  der  Achsen  und  dem  Mittelpunkte  C  gebildeten 
Poldreiecke,  b) ,  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  mit  ihrem  von  den 
imaginären  Kreispunkten  und  dem  Mittelpunkte  C  gebildeten  Pol- 
dreiecke, welche  uns  zu  den  Normalcurven  beider  Gattung  geführt 
haben,  bildet  die  Grundlage  eines  Uebertragungsprincips". 

Ist  der  Mittelpunktskegelschnitt  K  der  a)  Sätze  ein  Kreis,  so 
tritt  das  Princip  in  seiner  einfachsten  Gestalt  auf.  Nach  ihm  ent- 
sprechen den  Wahrheiten,  dass  eine  Kreissehne  von  der  Senkrechten 
durch  das  Centrum  halbirt  wird,  dass  die  Kreistangente  senkrecht 
auf  dem  Radius  des  Berührungspunktes  steht,  dass  der  Ort  des  Schei- 
tels eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel  je  durch  einen  festen 
Punkt  gehen,  der  aber  die  von  diesen  Punkten  begrenzte  Strecke  als 
Durchmesser  zu  beschreibende  Kreis  ist,  als  a)  Sätze  die  Sätze  der 
Artikel  1.,  2.  und  4.  als  b)  Sätze.  Hierbei  geht  dann  selbstverständlich 
die  senkrechte  Lage  von  zwei  Geraden  der  a)  Sätze  in  die  anti- 
parallele Lage  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel von  den  b)  Sätzen  über,  indem  die  Kreisinvolution  von  der 
hyperbolisch  gleichseitigen  Involution  dieser  Hyperbel  ersetzt  wird. 

In  der  allgemeinen  Form  des  Princips  entsprechen  nach  ihm  die 
Sätze  8.  und  9.  und  ebenso  die  beiden  Teile  des  Satzes  11.  einander. 
In  Verbindung  hiermit,  dass  der  Kegelschnitt  K  dann  nicht  durch 
die  den  senkrechten  Stand  beherrschenden  imaginären  Kreispunkte 
geht,  geht  die  senkrechte  Lage  zweier  Geradeu  der  a)  Sätze  hier  in 
istiparalle  Lage  in  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Gerade  über.  Und 
beim  Uebergange  vom  ersten  Teile  des  Satzes  11.  zum  zweiten  muss 
man  noch  den  bekannten  Satz  anwenden,  nach  welchem  die  vier 
Schnittpunkte  zweier  gleichseitigen  Hyperbeln,  die  im  zweiten  Teile 
des  Satzes  11.  angegebene  Lage  haben,  wie  aus  dem  Satze  von  Ar- 
tikel 12.  zu  entnehmen  ist "). 

Durch  centrale  Protection  gehen  die  a)  Sätze  und  b)  Sätze  in 
allgemeinere  Sätze  über,  welche  sich  auf  einen  Kegelschuitt  mit 
irgend  einem  seiner  Poldreiecke  beziehen.  So  folgt  z.  B.  aus  dem 
Satze  des  Artikels  11.  ganz  allgemein,  dass  die  Ersetzung  einer  un- 
geraden Zahl  von  Schnittpunkten  eines  Kegelschnittes  K  mit  irgend 
einem  anderen  Kegelschnitte,  welcher  die  zwei  Eckpunkte  A  und  B 
^end  eines  Poldreiecks  ABC  von  K  enthält,   durch  die   mit  ihnen 


19)  Da  der  Satz  von  Art  12.  im  Texte  mittelst  des  Satzes  von  Art.  11. 
diesen  worden  ist,  mag  er  beim  Uebergange  vom  ersten  Teile  des  Satzes  11 
wa  zweiten  nicht  angewendet  werden,  wenn  man  ihn  zur  Umgehung  einer 
Arguneiitation  im  Kreise  nicht  vorher  ohne  Hilfe  des  Satzes  von  Art.  11.  be- 
*««  hat.    Hierzu  vergleiche  man  aber  die  18te  Note  d,  ersten  Abschn. 

fco.  4.  Matt.  u.  Pays.  2.  Beiae,  Teil  HL  9 
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auf  Geraden  durch  C  liegenden  Punkte  von  K  vier  Punkte  liefert, 
welche  mit  A,  resp.  B  einen  die  Gerade  AB  in  -4,  resp.  B  berüh- 
renden Kegelschnitt  bestimmt. 

Im  folgenden  Abschnitte  werden  wir  noch  einigen  Sätzen  begegnen, 
d^e  als  a)  Sätze  und  b)  Sätze  nebeneinander  zu  stellende  besondere 
Fälle  eines  allgemeinen  Satzes  sind.  Wir  werden  den  allgemeinen 
Satz  dann  mittelst  centraler  Projectiou  aus  den  beiden  besonderen 
Fällen  beweisen,  diese  aber  —  obgleich  sie  offenbar  zusammenhan- 
gen —  jeden  für  sich  behandeln. 

Jetzt  gehe  ich  über  zu  den  dualistisch  entsprechenden  Umhüllen- 
den vierter  Classe  A4  mit  drei  Rückkebrdoppeltangenten.  Dabei 
überlassse  ich  es  aber  dem  geneigten  Leser  den  ganzen  Entwick- 
lungsgang dieses  Abschnittes  aufs  neue  durch  zu  machen.  Ich 
verzichte  Herauf  um  so  eher  als  sich  sogleich  eine  sehr  einfache 
Polarisation  darbieten  wird,  welche  die  gefundenen  Sätze  unmittelbar 
in  die  ihnen  dualistisch  entsprechenden  Sätzo  überführt. 

25.  „In  jeder  tangcntieHen  quadratischen  Transformation,  deren 
drei  Fundamentalgeraden  ein  Poldreiseit  abc  eines  gegebenen  Kegel- 
schnittes K  bilden,  entspricht  dieser  Curve  zweiter  Classe  eine  Curvc 
vierter  Classe  KA  mit  drei  Doppeltangenten  er,  6,  c,  wovon  jede  die 
Curve  in  zwei  Rückkehrpunkten  berührt.  Und  umgekehrt  entspricht 
einer  gegebenen  Curve  vierter  Classe  A4  mit  den  drei  Rückkehr- 
doppeltangonten  o,  &,  c  in  jeder  tangentialen  quadratischen  Trans- 
formation mit  a,  £,  c  als  Fundamentalgeradcn  ein  Kegelschnitt  £', 
von  welchem  abc  ein  Poldreiseit  ist". 

„Die  Rückkehrpunkte  einer  Doppeltangente  a  der  A4  sind  von 
den  Schnittpunkten  von  a  mit  b  und  c  harmonisch  gotreuntu. 

„In  Bezug  auf  d*e  ReaMtät  giebt  es  zwei  verschiedene  Gattungen 
von  Cur?en  A4.  Von  den  Curven  erster  Gattung  sind  die  drei  Dop- 
peltangenten  sämtlich  reell  und  auf  zweien  von  diesen  auch  die  beiden 
Rtickkehrpunkto.  Von  den  Curven  zweiter  Gattung  ist  nur  eine  ein- 
zige Doppeltangento  reell,  und  hat  diese  Tangente  immer  zwei  re- 
elle Berührungspunkte". 

„Mittelst  centraler  Projectiou  kann  jede  Ä4  in  eine  Curve  A4 
mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesen  Punkt  senk- 
recht schneidenden  Symmetrieachsen  umgebildet  werden". 

„Durch  die  Rückkebrpunkte  von  A4  geht  ein  Kegelschnitt,  wel- 
cher in  diesen  Punkten  von  den  nach  den  gegenüberliegenden  Eck- 
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punkten  des  Doppeltangentendrciecks  abe  gehenden  Geraden  berührt 
wird.  Von  diesem  Kegelschnitte,  welchen  ich  weiterhin  'als  „Rtick- 
kchrschnitt"  bezeichne,  ist  dbc  ein  Poldreiseit". 

„Die  K4  kann  durch  tangentielle  quadratische  Transformation  in 
ihren  Rückkehrschnitt  übergeführt  werden1'. 

Diese  Sätze  werden  den  vorhergehenden  Sätzen  der  Artikel  16., 
17.,  18.,  19.,  20.,  21.  nach  den  Gesetzen  der  Dualität  unmittelbar 
entnommen. 

26.  „Die  Polarisation  von  C4  in  Bezug  auf  ihren  Wende- 
schnitt K  führt  diese  Curve  in  eine  K4  über,  welche  K  zum  Rück- 
kehrschnitte hat.  Dabei  gehen  zwei  einander  entsprechende  Punkte 
von  C4  und  K  allemal  in  zwei  einander  entsprechende  Tangenten 
von  ä:4  und  K  über". 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Gesetze  der  Du- 
alität Wir  bemerken,  dass  der  letzte  Teil  nur  dann  wahr  sein  wird, 
wenn  wir  von  den  zwei  tangentiellen  Transformationen,  welche  K4 
in  ihren  Rückkehrschnitt  über  zu  führen  im  Stande  sind,  nun  auch 
wieder  die  regelmässigste  wählen. 

27.  „Wir  unterscheiden  zwei  Normalcurven  K4  erster  Gattung 
und  eine  Normalcurve  K4  zweiter  Gattung;  sie  werden  mittelst  ihrer 
Rückkehrschnitte  auf  einfache  Weise  construirt". 

Die  Normalcurven  K4}  d.  h.  die  Curven  A'*  erster  und  zweiter 
Gattung  mit  einem  Mittelpunkte  und  zwei  einander  in  diesem  Punkte 
senkrecht  schneidenden  Symmetrieachsen,  sind  offenbar  die  reeiprokeu 
Polaren  von  den  Normalcurven  6'4  in  Bezug  auf  ihre  Wendeschnitte. 
Wir  finden  also  die  Construction  der  Normalcurven  K4  mittelst  Po- 
larisation der  Normalcurven  C'4  in  Bezug  auf  ihre  Wendeschnitte. 

In  Artikel  22.  ist  die  Relation  der  Punkte  P  und  P'  angegeben, 
die  einander  entsprechen  in  der  quadratischen  Transformation,  welche 
die  Normalcurve  C4  erster  Gattung  in  ihren  Wendeschnitt  E  (Fig. 
21.),  resp.  II  (Fig.  23 )  überführt.  Also  entsprechen  einander  auch 
die  Polaren  p  und  p  von  P  und  P'  in  Bezug  auf  E,  resp.  H  in  der 
tangentiellen  quadratischen  Transformation,  welche  die  in  Bezug  auf 
ii',  resp.  H  genommene  reeiproko  Polaro  Ä'4  von  der  Normalcurve 
C4  erster  Gattung,  d.  h.  die  Normalcurve  K4  erster  Gattung  in  ihren 
mit  £,  resp.  H  zusammenfallenden  Rückkehrschnitt  umbildet.  Des- 
halb erhält  man  die  in  dieser  tangentiellen  quadratischen  Trans- 
formation irgend  einer  gegebenen  Geraden  p  entsprechende  Gerade  p\ 
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wenn  man  zum  Pole  P  von  p  für  E,  resp.  H  den  in  Bezug  auf  C 
symmetrisch  liegenden  Punkt  P,'  bestimmt  und  die  senkrechten  Pro- 
jectionen  Rtf  und  5/  dieses  Punktes  auf  die  Achsen  des  Kegel- 
schnittes mit  einander  verbindet  Und  wenn  die  gegebene  Gerade  <? 
die  E(Fig.  28.),  resp.  H  (Fig.  29.)  in  Q  berührt,  so  hat  man  den 
dem  Berührungspunkte  Q  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  Qt' 
auf  die  angedeutete  Weise  zu  projiciren  und  die  Projectionen  zu  ver- 
einen. Mittelst  dieser  Construction  sind  nun  die  beiden  Normal- 
curven  K*  erster  Gattung  Tangente  für  Tangente  aus  ihren  Rück- 
kehrschnitten abzuleiten. 

Wie  die  vom  Punkte  Q'  (Fig.  28.),  resp.  (Fig.  29.)  beschriebene 
Ereuzcurve,  resp.  Kohlenspitzencurve  die  Endpunkte  A  und  B  der 
Achsen  und  das  Centrum  C  von  JE,  resp.  H  zu  Inflexionsknoten  hat 
und  in  diesen  Punkten  von  den  aus  diesen  Punkten  an  2S,  resp.  H 
möglichen  Tangenten  dreipunktig  berührt  wird,  so  hat  auch  ihre 
Polarfigur  in  Bezug  auf  JE,  resp.  H  die  erste,  resp.  zweite  Normal- 
curve  K*  erster  Gattung,  welche  2£,  resp.  H  zum  Rückkcbrschnitt 
hat,  die  Achsen  von  JE,  resp.  H  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu 
Rückkehrdoppeltangenten,  und  sind  die  Schnittpunkte  von  diesen 
Doppeltangenten  mit  &',  resp.  H  die  Berührungsrückkehrpunkte. 
Also  hat  die  erste  Normalcurve  AT4  erster  Gattung  vier  reelle  Rück- 
kehrpunkte in  den  vier  Scheiteln  von  E  und  die  zweite  Normalcurve 
KA  erster  Gattung  ebenfalls  vier  reelle  Rückkehrpunkte,  wovon  zwei 
eigentliche  in  den  roellen  Scheiteln  von  H  und  zwei  uneigentliche  in 
den  unendlich  fernen  Punkten  von  H, 

Weiter  ist  in  Artikel  22.  die  Verwandtschaft  umgebildet  zwischen 
den  Punkten  P  und  P\  welche  oinander  entsprechen  in  der  die  Nor- 
malcurve C4  zweiter  Gattung  in  ihren  Wendeschnitt  H  (Fig.  26.) 
überführenden  quadratischen  Transformation.  Erst  fanden  wir,  dass 
zwischen  diesen  Punkten  eine  um  die  imaginäre  Achse  von  H  um- 
gelegte Transformation  der  reeiproken  Radien  obwaltet,  nachher 
haben  wir  P'  aus  P  bestimmt  durch  das  aus  C  auf  die  Polare  p 
von  P  gefällte  Lot,  nach  der  entgegengesetzten  Seite  hin  zu  ver- 
doppeln. Ist  nun  p'  die  Polare  von  P',  so  entsprechen  einander  p 
und  p  in  der  tangontiellen  Transformation ,  welche  die  reeiproke 
Polare  J£4  von  der  Normalcurve  7>4  zweiter  Gattung  in  Bezug  auf//, 
d.  h.  die  Normalcurvo  K*  zweiter  Gattung  in  ihren  mit  H  zusammen- 
fallenden Rückkehrschnitt  umbildet.  Wird  aber  der  Schnittpunkt  von 
p  mit  der  senkrecht  auf  ihr  stehenden  Geraden  CP  durch  P0'  be- 
zeichnet, so  iässt  die  Substitution  der  Werte  CP  —  2PQ'C  und  CP'— 
2PQC  die  Relation  CP.  CP' =  CF*  übergehen  in  CP0 .  CP0'  =  iCF*. 
Also  findet  man  die  einer  beliebig  gewählten  Geraden  p  entsprechende 
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Gerade  p\  wenn  man  den  Pol  P  von  p  mit  C  verbindet ,  auf  diese 
Gerade  von  C  aus  nach  der  von  P  abgewandten  Seite  hin  eine 
Strecke  CP0'  =  |PC  abträgt,  und  in  P0'  eine  Senkrechte  auf  CP  er- 
richtet Und  ist  die  gegebene  Gerade  eine  Tangente  q  von  H  in 
irgend  einem  Punkte  Q,  so  steht  die  entsprechende  Gerade  q  in  der 
Mitte  des  Radius-Vectors  CQX'  des  diametral  gegenüber  Q  liegenden 
Punktes  Qt'  auf  diesem  Radius- Vector  senkrecht  Mittelst  dieser 
Construction  der  einer  Tangente  q  von  H  entsprechenden  Geraden  q' 
ist  die  Normalcurve  K4,  zweiter  Gattung,  Tangente  für  Tangente  aus 
ihrem  Rückkehrschnitte  abzuleiten.  Sie  ist  uns  aber  schon  bekannt. 
Denn  nach  ihrer  Construction  ist  diese  Curve  die  von  C  aus  negativ 
halbirte  erste  negative  Fusspunktencurve  von  IT  für  C,  d.h.  die  von 
C  aus  negativ  halbirte  Anti-Evolute  von  H  in  Bezug  auf  die  Achsen 
von  J5T,  welche  (Fig.  11.)  schon  im  Bilde  vorgeführt  ist. 

Wie  die  Lemniskate  das  Centrum  C  von  H  und  die  imaginären 
Kreispunkte  zu  Inflexionspunkten  hat,  und  in  diesen  Punkten  von  den 
aus  diesen  Punkten  an  H  möglichen  Tangenten,  d.  h.  in  C  von  den 
Asymptoten  von  H  und  in  jedem  der  beiden  imaginären  Kreispunkte 
von  durch  die  Brennpunkte  gehenden  Geraden  berührt  wird*  so 
hat  auch  ihre  Polarfigur  in  Bezug  auf  H,  die  Normalcurve  £*  zweiter 
Gattung,  welche  H  zum  Rückkehrschnitt  hat,  die  unendlich  ferne 
Gerade  und  die  von  C  nach  den  imaginären  Kreispunkten  führenden 
Geraden  zu  Rückkehrdoppoltaugenten,  und  sind  die  Schnittpunkte 
dieser  Geraden  mit  H  die  Berührungsrückkehrpunkte.  Also  hat  die 
Normalcurve J£*  zweiter  Gattung  eine  reelle  Doppeltangente,  die  un- 
endlich ferne  Gerade,  und  sind  die  unendlich  fernen  Punkte  von  H 
Rückkehrpunkte  dieser  Curve. 

28.  „Die  Evolute  einer  Ellipse,  resp.  Hyperbel  ist  eine  erste, 
reap.  zweite  Normalcurve  £*  erster  Gattung". 

Die  Evolute  eines  Mittelpunktskegelschnittes  K  ist  eine  Curve 
vierter  Classe,  da  bekanntlich  (Artikel  8.)  durch  irgend  einen  Pnnkt 
der  Ebene  vier  Normalen  an  TT  möglich  sind.  Diese  Curve  hat  drei 
Doppeltangenten,  die  beiden  Achsen  CA  und  CB  von  K  und  die  un- 
endlich ferne  Gerade  g& ,  denn  jede  dieser  Geraden  ist  zweimal  Nor- 
male von  K.  Ausserdem  ist  jede  Achse  von  K  Normale  in  zwei 
Scheiteln  von  K,  in  zwei  Punkten,  wo  der  Krümmungskreis  aus 
Symmetriegründen  vier  nebeneinandcrliegende  Punkte  mit  K  gemein 
hat,  und  der  Krümmungsmittelpunkt  also  stationär  ist  in  der  Nor- 
male der  Evolute,  wenn  diese  Normale  die  Evolute  umhüllt,  d.  h. 
Jede  Achse  von  K  berührt  die  Evolute  in  zwei  Rückkehrpunkten.  Und 
wenn  dies  bei  zwei  der  drei  Doppeltangenten  der  Fall  ist,   so  muss 
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es  auch  bei  der  dritten  Statt  finden.  Denn,  wenn  zwei  der  drei 
Do.ppeltangenten  die  Curve  vierter  Classe  in  Rückkehrpuukten  be- 
rühren, so  führt  eine  tangentielle  quadratische  Transformation  mit 
den  drei  Doppeltangenten  als  Fundamentalgeraden  die  Curve  in  einen 
Kegelschnitt  über,  von  welchem  das  Fundamentaldreiseit  ein  Pol- 
dreiscit  ist,  und  diesem  Kegelschnitte  entspricht  in  der  augewendeten 
Transformation  eine  A4.  Und  ist  die  Evolute  eine  A4,  dann  ist  sie 
wegen  der  besonderen  Lage  ihres  Doppeltangentendreiseits  eine  Nor- 
malcurve  A4  erster  Gattung ,  d.  h.  es  ist  die  Evolute  einer  Ellipse, 
resp.  Hyperbel  eine  erste,  resp.  zweite  Normalcurve  A4  erster  Gat- 
tung. 

29.  „Der  Rückkehrschnitt  A'  der  Evolute  eines  Mittelpunkts- 
kegelschnittes Ä  ist  die  um  die  kleine,  resp.  imaginäre  Achse  von  K 
umgelegte  Polarfigur  von  A  in  Bezug  auf  den  durch  die  Brennpunkte 
von  A  gehenden  Kreis.  Und  der  Rückkehrschnitt  A"  der  Evolute 
von  A"  ist  concentrisch,  ähnlich,  und  ähnlich  liegend  mit  A". 

Der  Rückkehrschnitt  der  Evolute  eines  Mittelpunktskegelschnittes 
K  wird  aus  Symmetriegründen  als  ein  mit  A  concentrischer  und  ähn- 
lich liegender  Kegelschnitt  Kf  erkannt,  der  also  von  den  vier  re- 
ellen Rückkehrpunkten  der  Evolute  bestimmt  ist.  Die  reeiproke 
Polare  von  A  in  Bezug  auf  den  durch  die  Brennpunkte  von  A  gehen- 
den Kreis  ist,  wie  sich  ebenso  aus  Symmetriegründen  ergiebt,"  eben- 
falls ein  mit  K  concentricher  und  ähnlich  liegender  Kegelschnitt  Kx. 
Also  wird  der  Satz  des  Zusammenfallen  von  K'  und  A\  bewiesen 
sein,  sobald  nur  gezeigt  ist,  dass  der  letztere  Kegelschnitt  Kt  durch 
die  vier  reellen  Rückkehrpunkte  von  der  Evolute  von  A  geht. 

Ist  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Ellipse  E  (Fig.  30.),  so  sind 

nach  Artikel  7.  die  Rückkehrpunkte  At'  und  A%'  der  Evolute  durch 

b* 
den  Wert  -  von  Ra ,  die  Rückkehrpunkte  Bt'  und  B%'  durch  den 

a* 
Wert  r-  von  1fr  bestimmt.    Ersetzt  man  nun  wie  gewöhnlich  a2  —  b1 

c*  c2 

durch  c\  so  findet  man  --  für  CAX'  und  j-  für  CBt\  und  diese  Werte 

lassen  die  Punkte  At\  At'  und  B2'  Bt'  erkennen  als  die  Pole  der  Schei- 
teltangenten der  Ellipse  E  in  Bezug  auf  den  auf  FtFt  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreis,  d.  h.  es  fallen  bei  Ellipsen  die  Kegel- 
schnitte A'  und  A1  zusammen. 

Ist  P  ein  beliebig  gewählter  Punkt  des  Rückkehrschnittes  E't 
und  entspricht  der  Tangente  p  dieses  Rückkehrschnittes  in  diesem 
Punkte  P  also  die  Gerade  pu  so  steht  diese  Gerade  als  Tangente  der 
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Evolute  von  E  in  irgend  einem  Punkte  Q  von  E  auf  E  senkrecht. 
Weiter  berührt  die  Polare  r  von  P  in  Bezug  auf  den  Kreis  der 
Brennpunkte  die  Ellipse  E  in  irgend  einem  Punkte  R.  Und  nun 
lässt  sich  zeigen ,  dass  Q  und  R  symmetrisch  zu  einander  liegen  in 
Bezug  auf  die  kleine  Achse  von  E\  denn  es  sind  p'  und  PC  anti- 
parallel in  Bezug  auf  die  Achsen  von  E,  weshalb  dies  auch  mit  den 
senkrecht  auf  ihnen  stehenden  Tangenten  in  Q  und  R  an  E  der  Fall 
sein  muss,  diese  Punkte  Q  und  R  also  symmetrisch  zu  einander  sein 
werden  in  Bezug  auf  eine  der  Achsen  und  dann,  wie  man  ohne  Mühe 
nachweist,  in  Bezug  auf  die  kleine  Achse.  Also  bilden  die  Verwandt- 
schaften von  E  mit  E'  mit  der  Evolute  von  E  und  dem  Kreise 
durch  die  Brennpunkte  von  E  eine  geschlossene  Kette,  wenn  man 
die  Ellipse  E'  als  die  um  die  kleine  Achse  von  E  umgelegte  Polar- 
curve  von  E  in  Bezug  auf  den  Kreis  der  Brennpunkte  von  E  be- 
trachtet 

Ist  weiter  der  gegebene  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  H  (Fig.  31.), 

so  sind  die  Rückkehrpunkte  At'  und  A%'  der  Evolute  wieder  durch 

b% 
den  Wert '-  von  Ra  bestimmt     Wenn    hier   nun    wie    gewöhnlich 

c* 
a*-\-tP  =  c2  gesetzt  wird,  so  findet  man  —   für    CM,';   deshalb   sind 

die  Punkte  A\  und  A%'  die  Pole  der  reellen  Scheitel  tan  genten  von 
//  in  Bezug  auf  den  auf  Ft  Ft  als  Durchmesser  beschriebenenKreis  *°). 
Ferner  ergiebt  sich  ohne  Mühe,  dass  der  Krümmungsmittelpunkt  des 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Asymptote  CXy  resp.  C'Fvon  H 
immer  nahenden  Punktes  von  H  dem  unendlich  fernen  Punkte  der 
in  C  auf  CZ,  resp.  CY  errichteten  Senkrechten  CX\  resp.  CY' 
immer  näher  rückt;  also  sind  auch  die  unendlich  fernen  Bückkehr- 
punkte der  Evolute  die  Pole  der  Asymptoten  von  H  in  Bezug  auf 
den  Kreis  über  F1 F2,  womit  der  Teil  des  Zusammenfallen  der  Kegel- 
schnitte K'  und  Kt  des  Satzes  auch  für  die  Hyperbel  H'  und  H1 
bewiesen  ist  Und  man  findet  hier  ebenso  wie  bei  der  Ellipse  eine 
geschlossene  Kette  von  Verwandtschaften,  wenn  man  die  Hyperbel 
H'  als  die  um  die  imaginäre  Achse  von  H  umgelegte  Polarcurve 
von  H  in  Bezug  auf  den  Kreis  dar  Brennpunkte  von  H  betrachtet. 

Endlich  folgt  die  Aehnlichkeit  der  Kegelschnitte  K  und  K"  bei 
Ellipsen  aus  der  umgekehrten  Proportionalität  der  Achsen  von  K  und 
K'y  und  bei  Hyperbeln  aus  der  senkrechten  Lage  der  Asymptoten 
von  der  einen  zu  jenen  der  anderen81). 


20)  Es  werden  also  die  Punkte  Ax'  und  At'  gefunden,    wenn  man  an 
diesen  Kreis  in  seinen  Schnittpunkten  mit  CX  und  CY  die  Tangenten  anlegt. 

21)  Ist  im  Allgemeinen  Kn+i  der  Rückkehrschnitt  der  Evolute  von  A'h, 
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30.  „Jede  erste,  resp.  zweite  Normalcurve  K*  erster  Gattung 
mit  dem  RUckkehrschnitte  K  ist  die  Evolute  einer  bestimmten  mit 
K  concentrischen  und  ähnlich  liegenden  Ellipse  22,  resp.  Hyperbel  H". 

Dieser  Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  des  vorhergehenden.  Ist 
nämlich  Kr  der  Rückkehrschnitt  von  der  Evolute  von  JT,  und  K"  der 
Rückkehrschnitt  von  der  Evolute  K\  so  ist  K"  ähnlich  und  ähnlich 
liegend  mit  K.  Aber  dann  ist  auch  die  Normalcurve  K"  erster  Gat- 
tung conccntrisch,  ähnlich  und  ähnlich  liegend  mit  der  Normalcurve 
Kl  erster  Gattung,  deren  Rückkehrschnitt  K"  ist,  d.  h.  mit  der 
Evolute  von  K'y  und  ist  die  gegebene  Normalcurve  K"  erster  Gat- 
tung aus  Aehnlichkeitsgründen,  also  die  Evolute  eines  mit  K'  con- 
centrischen, ähnlichen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnittes. 

Der  Satz  dieses  Artikels  ergänzt  jenen  des  Artikels  28. 

31.  „Die  Anti-Evolute  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H  in  Bezug 
auf  irgend  einen  Durchmesser  CR  ist  eine  Normalcurve  K*  zweiter 
Gattung,  und  umgekehrt  ist  die  Normalcurve  Kl  zweiter  Gattung  die 
Anti-Evolute  einer  gleichseitigen  Hyperbel  H  in  Bezug  auf  CR.  Der 
Rückkehrschnitt  Hf  von  der  Anti-Evolute  von  H  für  CR  ist  die  um 
C  über  180°  gedrehte  Polarfigur  von  H  in  Bezug  auf  die  durch  die 
Brennpunkte  22)  gehende  gleichseitige  Hyperbel  HL ,  welche  CR  zur 
reellen  Achse  hat.  Und  der  Rückkehrschnitt  H"  der  Anti-Evolute 
von  H'  in  Bezug  auf  CR  ist  wieder  ähnlich  liegend  mit  Hu. 

Die  Anti-Evolute  von  H  für  CR  (Fig.  10.)  ist  nach  Artikel  10. 
die  erste  negative  Fusspunktencurve  von  der  gleichseitigen  Hyperbel, 
welche  durch  das   Symbol   H(2  Wkl  DCR,  cos  2  Wkl.  DCR)  anzu- 


und  find  o,  6  und  c  die  Halbachsen  und  die  lineare  Excentricitat  von  Kl ,  so 
sind  nach  einander  die  Halbachsen  von  Kt,  2T3,  K4  .  .  .  angewiesen  durch 

^3     gl        g4        ^4         £»6         g6 

— ,  —  ;   --^f   -s- :  -;-i,  -3-a  .  .  .     Also   bilden    die   grossen,    resp.    kleinen 
a     b      ab1    arb     a5b*    arb* 

Achsen  der  Kegelschnitte  K  mit  unpaarem  Index  die  unpaaren ,  und  die  klei- 
nen, resp.  grossen  Achsen   der  Kegelschnitte  K  mit  paarem  Index  die   paaren 

c*  b 

Glieder  von  zwei  geometrischen  Reihen   mit  der  Ratio  — ,  oder  wenn  -  durch 

ab  a 

m  angedeutet  wird,  mit  der  Ratio m.      Also    ist    JT=  Kl9    wenn    ra  = 

i(V5 — Oi    *•  h.  wenn  &  der  grösste  Teil  der   nach  dem  goldenen  Schnitte 
geteilten  Halbachse  a  ist. 

22)  Hier  kann  man  unter  die  Brennpunkte  auch  die  imaginären  Brenn- 
punkte mitzählen. 
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deuten  ist  Nach  Artikel  27.  ist  sie  also  eine  Normalcurve  Kl 
zweiter  Gattung  und  wird  der  Rückkehrschnitt  H'  dieser  Curve  mit- 
telst negativer  Verdoppelung  der  vorhergehenden  Hyperbel  erhalten. 
Betrachten  wir  nun  den  Rttckkehrschnitt  Hr  erst  als  ganzes  Gebilde, 
so  können  wir  vorlaufig  vom  Zeichen  dieser  Verdoppelung  ab- 
sehen und  deshalb  H*  als  H(2  Wkl.  DCR,  2  cos  2  Wkl.  DCR)  be- 
zeichnen. Andererseits  ist  nach  Artikel  13.  die  Polarfigur  von  H  in 
Bezug  auf  H%  =  H  (er,  m)  durch  Ht  —  H (2a,  m*)  angewiesen.  Also 
werden  H'  und  J7S  eoineidiren,  wenn  den  beiden  Bedingungen 
o  =  WkL  DCR  und  m*  =»  2  cos  2  Wkl.  DCß  Genüge  geleistet  wird. 
Nun  sagt  die  erste  Bedingung  uns,  dass  die  reelle  Achse  von  Hx  mit, 
CR  zusammenfallen  soll.  Und  die  zweite  Bedingung  lehrt  uns ,  dass 
Hx  die  Brennpunkte]  von  H  enthalten  muss.  Denn  sind  H  und  HA 
die  in  Fig.  14.  vorgeführte  Hyperbel  und  CDt  nach  der  ersten  Be- 

CP 
dingung,  also  die  Gerade  CA,  so  ist  jrp  =  *»*,  nnd  diese  Gleichung 

giebt  mittelst  der  zweiten  Bedingung  CPf  =  2CP,  also  in  Verbindung 
mit  CP.CP'  =  CQ*  auch  CQ  =  CP-/2,  d.  h.  der  Punkt  Q  von  Hx 
ist  Brennpunkt  von  H. 

Da  die  Deutung  der  Polarisation  von  H  in  Bezug  auf  Ht  als 
eine  Gombination  von  Drehung  und  Multiplication  das  einander  Ent- 
sprechen der  Elemente  nicht  aufhebt,  und  dies  ebenso  wenig  ge- 
schieht, wenn  die  Anti-Evolute  als  eine  erste  negative  Fusspunkten- 
curve  betrachtet  wird,  so  ist  die  Verwandtschaft  der  Tangenten  von 
H  und  Hr  rein  bewahrt,  wenn  wir  das  oben  bei  Seite  geschaffte 
Zeichen  der  Verdoppelung  in  die  Betrachtung  aufnehmen,  was  uns 
dann  nötigt  H'  als  die  um  C  über  180°  gedrehte  Polarfigur  von  H 
in  Bezug  auf  die  angegebene  gleichseitige  Hyperbel  zu  deuten. 

Das  übrige  des  Satzes  leuchtet  nun  unmittelbar  ein  *'). 


23)  Ist  allgemein  HH+\  der  Rückkehrschnitt  von  der  Anti-Evolute  von 
Bn  für  CR,  io  bilden  die  reeUcn  Achsen  von  Bl%  2/t,  2/,  ...  eine  geometri- 
sche Progression  mit  der  Ratio  2  cos  2 Wkl.  DCR  Es  wird  also  27,  mit  Hx 
lasammcnfallen,  wenn  2  cos  2  Wkl.  £>  CA  =  1,  d.  h.  wenn  Wkl.  DCR  =  30°  ist. 
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X. 
Zur  Transformation  der  Thetafunctionen. 

Von 

Fritz  Rohde. 


§  l. 

Im  25  ton  Bande  der  mathematischen  Annalcu  veröffentlicht  Herr 
Prof.  Dr.  Krause  eiue  Notiz,  in  welcher  er  das  Problem  stellt; 

„Es  sollen  zwischen  den  transformirten  Thetafunctionen 
und  den  ursprünglichen  dio  möglichst  allgemeinen  Bezieh- 
ungen hergestellt  werden". 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  der  Transformation  s- 
grad  n  eine  ungerade  Zahl  sei,  und  beschränken  uns  ferner  auf  die 
bekannten  Repräsentanten. 

Wenn  man  dann  setzt: 

v  =»  to,     T  =  — ,     #2  =  n, 

h 


so  lautet  dio  Transformationsgleichung: 

'—     2 
1=0 
wo  «  die  Werte  1,  2  oder  3  annehmen  kann. 

Durch  Substitution  halber  Perioden  ergeben  sich  hieraus  die  ent- 
sprechenden Formeln  für  die  übrigen  Thetafunctionen. 
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Die  Constanten  xi  kann  man  auf  doppelte  Weise  darstellen ,  er- 
stens mit  Hülfe  der  Grössen  fray  )  und  zweitens  als  rationale 

Functionen  der  ursprünglichen  und  der  transfonrr'rten  Thetafunc- 
tionen  für  die  Nullwerte  der  -Argumente. 

Diese  beiden  Methoden  sind  durchgeführt  von: 

Königsberger,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Functionen. 

Krause,  Acta  mathematica  3,  pag.  93. 

Müller,  Zur  Transformation  der  Thetafuuctionen.  Grunert's  Ar- 
chiv, Band  1,  2te  Reihe. 

In  der  vorhin  angegebenen  Formel  kann  man  eins  der  Glieder 
uuter  dem  Sumraenzeichen  durch  einen  anderen  Repräsentanten 
&0(v",  t")  ersetzen ,  so  dass  dann  eine  Gleichung  von  der  Form  be- 
steht: 

*u(*'»  O  -  «*o(""»  O  +  ^'xi  *on-2'(*W(*>), 

wobei  die  letzte  Summe  über  genau  dieselbeu  Verbindungen  zu  neh- 
men ist,  wie  vorhin,  mit  Ausnahme  einer  einzigen  und  zwar  belie- 
bigen.   Dieses  ist  dadureh  angedeutet,  dass  die  Summe   mit  einem 

Strich  versehen  ist.    Man  erhält  —77-  solcher  Gleichungen,  und,  wenn 

mau  um  halbe  Perioden  substituirt, 


Unbekannten. 


Die  erste  dieser  4  Gleichungen  hat  die  Form: 

v  vfev!  ~  <»>"  w2+r*'  V""  v  8ua(u' *>• 

wobei  dann  zu  setzen  ist: 

O  '2  O  "2 

u  =  *  V*,    *'  —  nOJV  •=  t'u  -^ ,     u"  =  »0."  V  —  *"u  -£0-' 

~  V'      c  *"  Oi»     c  '    Ot'r 

*  «(»,  X)  -  #af      *«(*',  f ')  =  Oa',      #«(*",  t")  -  Oa". 

Wir  denken  uns  nun  beide  Seiten  der  Gleichung  nach  Potenzen 
von  u  entwickelt.  Dann  sind  die  Coefficienten  der  Potenzen  von  u 
rationale  Functionen  der  Grössen  #a,  Oa   und  0«". 
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Die  Entwicklungscoefficienten  bei   den  Functionen:  :~~ — ]  find 

#  (v"  t") 

&n(v  r)    8e^en  w'r  dabei  a*8  onbekannto  Grössen  an. 

Wenn  man  nun  die  Cocfficienten  gleich  hoher  Potenzen  eiuandcr 
gleich  setzt,  so  erhält  man  eine  beliebig  grosse  Anzahl  von  Bestim- 
mungsgleichungen. Eliminirt  man  aus  diesen  die  Unbekannten,  so 
ergiebt  sich  eine  grosse  Mannigfaltigkeit  von  Beziehungen  zwischen 
den  ursprünglichen  und  den  transformirten  Thetafunctionen  für  die 
Nullwerte  der  Argumente. 

In  ähnlicher  Weise  kann  mau  in  der  eingangs  erwähnten  Trans- 
formationsgleichung 2,  3  u.  s.  w.  Producte  durch  die  Repräsentanten 
ersetzen.  Wenn  man  alle  Producte  ersetzt,  so  erhält  man  fUr  den 
Fall,  dass  n  eine  ungerade  Primzahl  ist,  den  bekannton  Satz  von 
Jacobi. 

Führt  man  so  vielo  Repräsentanten  ein,  dass  nur  ein  einziges 
Product  in  der  Summe  stehen  bleibt,  so  ergiebt  sich: 

n-1 
2 

wo  die  Grössen  &0(v(l\  r<0)  beliebige  Repräsentanten  der  nten  Ord- 
nung bedeuten. 

Die  Aufgabe  lautet  dann: 

„Es  sollen  die  Potenzen  und  Producte  nter  Ordnung  linear  durch 
die  Repräsentanten  ausgedrückt  werden". 

Man  kann  zwei  Wege  einschlagen,  um  diesen  speciellen  Fall  der 
Transformation  durchzuführen,  nämlich: 

1)  Man  drückt  die  Coefficienten  xi  auf  die  vorhin  angegebene 
Art  rational  durch  die  ursprünglichen  und  transformirten  Thetafunc- 
tionen aus. 

2)  Man  führt  die  Transformation  der  nten  Ordnung  mit  Hülfe 
der  Transformation  (n  — l)ter  Ordnung  auf  folgende  Weise  durch: 

Es  sei  eine  beliebige  Potenz  der  (n  -  1)  ten  Ordnung  als  lineare 
Function  der  Repräsentanten  (»  —  l)ter  Ordnung  dargestellt,  z.  B.: 

#0*-i  (v)  =  2xe$a(v<9\  T<?>) 

wo  die  Grössen  #«(t>(e>,  tW)  beliebige  Repräsentanten  (n     l)ter  Ord- 
nung sind. 
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Multiplicirt  man  diese  Formel  mit  &ß(v,  t)\  so  ergiebt  sich  die 
Transformationsgleichung  »ter  Ordnung: 

^WV!W  =  *rf*jM*«frWf  x<e)). 

Das  Problem  ist  demnach  darauf  reducirt,  die  Producto  von  der 
Form:  0?(v)4>*(it9\  x<e>)  linear  durch  die  Repräsentanten  auszu- 
drücken, so  dass  man  folgende  Form  erhält: 

^WV^W  —  ^***y  (»(*>,  T«)  ) 

welche  eine  Transformationsgleichung  »  ter  Ordnung  darstellt.  Genau 
so  findet  man  die  übrigen  Producte. 

Wie  man  leicht  sieht,  enthält  das  Problem  eine  Lücke.  Es 
lassen  sich  nämlich  nur  diejenigen  Producte  durch  die  Repräsentanten 
ausdrücken,  in  denen  eine  einzige  ungerade  Potenz  als  Factor  vor- 
kommt. Die  Transformation  der  übrigen  Producto  ist  von  Herrn 
Prof.  Klein  (siehe  dessen  Arbeit :  Zur  Theorie  der  elliptischen  Func- 
tionen nter  Stufe)  auf  eine  von  der  unseren  völlig  verschiedene 
Methode  durchgeführt  worden. 

Man  kann  beide  Methoden  benutzen,  um  zwischen  den  ursprüng- 
lichen und  den  transformirten  Thetafunctionon  eine  grosse  Anzahl 
von  Relationen  herzustellen. 

Im  Sommersemester  1884  Hess  nun  Herr  Prof.  Dr.  Krause  im 
mathematischen  Seminar  nach  beiden  Richtungen  hin  arbeiten,  wobei 
sich  für  den  Fall  «  —  3  eine  Anzahl  von  Relationen  ergab,  unter 
anderen  auch  fast  sämtliche  schon  von  Göring  gefundene.  (Göring, 
Mathematische  Annalen,  Band  7). 

Die  hierbei  auftretenden  Producte  ^(v)^«(v<e),  t<0)  Hessen  sich 
durch  mechanisches  Ausmulttpliciren  als  lineare  Functionen  der  Re- 
präsentanten dritter  Ordnung  darstellen.  Für  den  Fall  der  Trans- 
formation fünfter  Ordnung  war  dies  aber  nicht  mehr  möglich,  und  über- 
nahm ich  daher  im  Anfang  des  folgenden  Semesters  die  Durchführung 
des  schon  von  Hern  Prof.  Schröter  in  seiner  Habilitationsschrift  be- 
gonnenen, aber  nicht  zu  Ende  geführten  Problems,  die  erwähnten 
Producte  durch  die  Repräsentanten  der  n  ten  Ordnung  auszudrücken. 

Aehnliche  Probleme  sind  bereits  von  den  Herren  Krazer  und 
Prym  behandelt  worden,  und  zwar  in  bedeutend  allgemeinerer  Form. 
{Krazer  und  Piym:  Ueber  die  Verallgemeinerung  der  Riemann'schen 
Thetaformel,  Acta  mathematica,  Band  3,  pag.  240)- 

Diese  Betrachtungen  sind  jedoch  sehr  abstract  gehalten,  und  die 
Gewinnung  von  Thetarelationen  aus  der  Endformel   verursacht  be- 
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deutende  Schwierigkeiten.  Demgegenüber  ist  die  Schrocter'sche  Methode 
durchaus  elementar,  so  dass  die  Durchführung  derselben  ebenfalls 
von  Interesse  sein  wird. 

Die  Abhandlung  wird,  entsprechend  den  beiden  Methoden,  in  zwei 
Abschnitte  zerfallen.  In  §  2  und  §  3  w'rd  d;e  erste  Methode  auf 
die  speciellen  Fä'!e  n  ==  3  und  n  =■  5  angewandt  werden. 

§  4.  wird  die  allgemeine  Entwicklung  des  Products  d/j(f>)#a(f*c>  tCO) 
bringen,  während  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  die  Anwendung 
des  §  4.  auf  die  Transformation  3ter  und  5ter  Ordnung  behandelt 
wird. 

Als  Que'len  für  die  Arbeit  sind  zu  betrachten: 

Krause:  Sur  la  transformation  des  fonetious  elliptiques.  Acta 
mathematica,  pag.  93. 

Müller:  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen.  Gruuert's  Ar- 
chiv, Band  1,  2te  Reihe. 

Krause :  Zur  Transformation  der  Thetafunctionen  einer  Veränder- 
lichen.   Mathematische  Annalen,  Band  25. 

Görlng:  Die  Te^werte  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen.  Mathe- 
matische Annalen,  Band  7. 

Schröter,  Habilitationsschrift,  Breslau. 

Der  Grundgedanke  des  Thema's  rührt  nach  beiden  Richtungen 
von  Herin  Prof.  Dr.  Krause  her.  Ich  w?1!  an  dieser  Stolle  nicht  ver- 
fehlen, ihm  meinen  Dank  abzustatten  für  die  Bereitwilligkeit,  mit 
der  er  mich  bei  der  Lösung  der  verschiedenen  Probleme  unterstützte 
uud  auf  die  einschlägige  Litteratur  hinwies. 


Abschnitt  I. 

§  2. 

Die  Transformation  dritter  Ordnung. 

Für  den  Fall  n  =  3  lautet  die  am  Schluss   des  vorigen  Para- 
graphen beschriebene  Transformationsgleichuug: 

*o(3*,  3r)+c0fr0(»,  t/3)  «  c,  V(t>,  *)• 

Mit  Hülfe  der  Substitution  um  halbe  Perioden  findet  man  fol- 
gendes Gleichungssystem: 
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*0(3»,  3t) +»„#„(»,  t/8)  -  <*«•,»(*  *) 
*a  (3t.,  3t) -f eo  »s  (»,  t/8)  =  c,  *8*  (»,  r) 
0,(3»,  3t) -<?„*,(»,  t/8)  =  -*,V(«,  t) 
»t  (3»,  3t)  +  <%  0»  (»,  t/g)  —      c,  V  (»,  t) 

Dividiri  man  sämtliche  Gleichungen  durch  #0S(»>  t),  so  crgiebt  sich: 

30(3»,3t)         »ofar/g) 

V(»,*)i_<,,V(«',*)~"="Cl 

08(3»,3t)   «tfJMr)  ,      »,(■>,'/»)  »o(»,*/8)  _      Vfot) 
O0(3»,3t)-  09\v,t)  ~t~'H(«',*/»)'V(«>,*)   ~  *•„«(«%*) 

0,(3»,  3t)    »,(3»,3t)  _    0i(t>,t/8)   0O(», t/„) ^is(p,t) 

#,(fai»T)'  «•«•(»,»)       Cb^o(«',*/s)'V(«',*)"~*     ClV(",*) 
0,(3»,  3t)   ?0(3»,3t)         0t(»,t/8)   »,,(»,  t/8)  *,8(»,t) 

tf0(3»,3t)"  V(»,t)  "t"Cd0o(«',»/3)'V(«',r)  =0,^V,*) 

In  d:csem  System  setzen  wir: 

0o(3»,3t)  «j(v/,)  .  , 

V(*»T)  VfaT) 

und  drucken  d'e  anderen  Quotienten  durch  elliptische  Functionen 
aus.    Dabei  setzen  w'r: 

^a(3r,3j)  —  0«,    ^,r/j)  —  0«',    #«(»,t)  —  #« 

Es  ist  dann: 

*o(»,Va)~Oo'     VVVV 

0,(»,t)      0,      /     0,£\      0,(3ts3t)       O,      /      Of   Ot*\ 
»0<»,1)  -  088    V*»  08*J'     V(3»,3t)  -  08 8D  ^3"  *,«"  Ö8M 

«jii^t/g)       <V      /    08'^  <v*\ 

*,(».t)      0,      /     0,*\      0,(3»,  3t)      0,      /      08*  0,*\ 

^T)=F0cnV"'  w  *»(3»,3i)*=ö0cn3ttv,o7r 

**(»,t/f,)_0L'      /    O^   0^\ 

*o(»,*/i>~<V    v,*.,,<VV 

Eingesetzt: 
Vo(»)+«6Vi(0)  —  ci 
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ö,snv3tt  v'ö.r^o^-^^^rv  •  öfrJ*iW — c#8n  ("v) 

o,     /„    OJ  OJ\    ,x,     O.'     f  o.'*  o.'*\    ,  x       v      /   d,»\ 
ö0cn  V3*  ^'os)*°M+e°  ö?m  (-v'W^^V  cnV'v) 

Wir  entwickeln  nun  sämtliche  Functionen  nach  Potenzen  von  u.    Die 
Entwicklung  der  elliptischen  Functionen  lautet: 

snu  =  « ^i— ^+- 

cni*«  1—  g  +... 

dnu  =  l-^««  +  ... 

9oW  s  yo  +  y«w84-y4ti4  + .. . 
*iW  =  y<>'-fys'«,+y4't'4+  ••• 
Dann  nehmen  die  Gleichungen  folgende  Gestalt  an: 

^-2>^+>^-><K-£"'¥  -)  x 

W+*v+...)-,$(i-§g.M-..) 

+4:(^-^^^+...K+w.m-...)=,^-.... 

Es  gilt  nun  der  Satz,  dass  in  jeder  identischen  Gleichung  die 
Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  der  Unbekannten  einander  gleich 
sind.  ' 

Wenn  wir  diesen  Satz  auf  unsere  Gleichungen  anwenden  und 
dabei  bis  zur  2nten,  resp.  (2n+l)ten  Potenz  fortschreiten,)  so  er- 
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halten  wir  4n  Gleichungen  mit  2(n+l)  Unbekannten.  Da  wir  nun 
n  beliebig  gross  annehmen  können,  so  ist  klar,  dass  uns  beliebig 
viele  Bestimmungsgleichungen  zur  Verfügung  stehen . 

Dabei  ist  aber  zu  beachten,  dass,  je  höher  man  geht,  die  Glei- 
chungen desto  complicirter  werden  und  sieb  zur  Ableitung  von  Re- 
lationen zwischen  den  verschiedenen  Thetafunctionen  wenig  eignen. 

In  unserm  speciellen  Falle  wollen  wir  die  Coefficienten  von  t*°, 
w1,  u8  und  u3  einander  gleich  setzen.  Dadurch  erhalten  wir  8  Glei- 
chungen mit  6  Unbekannten.  Diese  letzteren  reduciren  sich  jedoch 
auf  4,  da  y0  und  y0'  bekannt  sind,  denn  es  ist : 

Die  Bestimmungsgleichungen  lauten: 
I   yo+«\>yo'=ci 

in  -jrrvo-co-ÄT-yo  —  ° 

o8      9yo86    ,    cy  ,     <yo8'&   ,      3    y 

vn  — #rv*+ 2^o  — vo+co  -^r-y» 

— *o        ^        yo  a<?i^ 
7111  ^y8~9ö0vyo^^'ya-c°"ö7v^ — ^r 

Mit  diesen  Gleichungssystemen  combiniren  wir  das  folgende: 

*o(3»,3T)+c2#0(»Wa)  =  ^Vt^^oK^) 
(r9  (3i>,  3t)  -f  c,  &s  (v,  t/3)  —  c8  V  (v> T)  #8  (*>»  T> 
^  (3i>,  3t)  —  c,  ^  (i>,  t/8)  —      <?8  V  (t>,  t)  ^  (v,  t) 

#2  (3t?,  3T)  +  <*  #g  (l>,  T/8)  =  ~  C8  V  («,  T)  »2  (V,  T) 
Aielu  der  Mäül  u.  Fhyt.  2.  Beihe,  Teil  IU. 
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Dividirt  man  wieder  durch  #030>,r)  und  führt  die  elliptischen  Func- 
tionen  ein,  so  ergiebt  sich: 

=  ~ Cs  V»08n  V"'  -vJcn  V"'  »30 

Wenn  man  nun  nach  Potenzen  van  n  entwickelt,  so  bleibt  die 
linke  Seite  genau  so,  wie  beim  vorigen  System,  nur  tritt  ct  an  Stelle 
von  c9. 

Wir  setzen  sofort  die  Coefficienten  gleich  hoher  Potenzen  ein- 
ander gleich  und  erhalten: 

0-  * 

TT       03  Os'  ,  *„ 

11  ö0**+^Vv**"c»*0" 

III    3°*°s„      ,0*'0»'     '  ^3 

#  4 

VIT    Ü?*0«.,      9W*iH»»4)       ,     W     ,        0,'Oa'H»,*+#a*) 

6  W  "   Cs 
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Dies  ist  wieder  ein  System  von  8  Gleichungen  mit  4  Unbekannten. 
Zusammen  mit  dem  vorigen  System  haben  wir  also  16  Gleichungen 
mit  8  Unbekannten.  Diese  reduciren  sich  jedoch  auf  6,  da  in  beiden 
Systemen  die  Unbekannten  y%  nud  y2f  denselben  Wert  haben. 

Man  gelangt  ausserdem  noch  zu  2  neuen  Systemen,  indem  man 
in  der  Gleichung: 

#o(&>,  3t)  +  a-0  fl0(t;,  t/8)  =  *,  #«*(*,  r)  d0(v,  t) 

das  eine  Mal  «  =  1,  das  andere  Mal  a  =  2  setzt.    Es  ergiebt  sich: 

#0(3v,3t)  +  c4$oK*/3)  —  Co&iHv,*)#o(v,r) 
*a(3*,3*)  +*4*b(«S*/j)  -  *6V(*i *)*»(*»*) 
^(3»,3t)— ^(^t/j)  -  -*5V(»,*)*ifa*) 
#*(3t>, 3t)  +c4  *,(»,  t/3)  -      cb  V(»,  *)  *,(»,  t) 

und  als  letztes  System: 

#o(3«>,  3t)  +  e6  *0(t>,  t/3)  =  c,  &f(v,  r)  &0(v,  t) 
#8(3v,  3t)  +  c6  &9(v,  t/8)  -       f7  ^ *(r,  t)  #s(t>,  t) 

**(3t>,  3t)  +  c6  df  (*,  T/a) o,  V(",  t)  #,(»,  t) 

Wenn  man  die  Unbekannten  eliminirt,  so  erhält  man  aus  dem  ersten 
Gleichungssystem  folgende  3  Relationen: 

(4+§>-(4+§>ä 

Aus  je  einem  der  3  letzten  Gleichungssysteme  resultiren   die 
Beziehungen: 


ferner  ein  analoges  System: 


10* 
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o-of-t*®0*0**0*0^ 

0.       OJ  &n 

^-zv  =  -v(30,A+o,/<V) 

und  endlich  die  3  eleganten  Relationen : 


o0oa'-oao0' 

*t 

O0Ot'-  OtOJ 

** 

osoJ-  OtOJ 

»0 

O0OJ—  OtOJ 

»» 

o0oJ—osoj 

»* 

OtOJ-OaOJ 

*0 

Durch  Corabination  von  2.  und  4.  erhält  man  das  Gleichungssystem : 
^t(030%'-  Ot03')  =  30t03+Ot'Ot' 


Diese  letzten  3  Gleichungen  sind  schon  von  Göring  aufgestellt  wor- 
den. (Göring:  Ueber  die  Teilwerte  der  Jacobi'schen  Thetafunctionen, 
Mathematische  Annalen,  Band  7,  pag.  311.  Formel  22). 

Die  beiden  Gleichungssysteme  4.  und  5.   ergeben  noch  die  Be- 
ziehung: 

6.    V(<W-02ös')  +  VC^A'-  O*O0')  -  *S8(<W-<W) 

Es  erübrigt  noch,  die  Beziehungen  zwischen  je  drei  Repräsentanten 
aufzustellen.  Aus  dem  in  §  1.  gesagten  ist  ersichtlich ,  dass  für  den 
Fall  n  «=»  3  Relationen  von  der  Form: 

existiren  müssen.    Wir  betrachten  den  speciellen  Fall: 

Mv,*U)  +  Co#o(v,  -3-)  +'i#o  (*,  ?*3     )  Ä  ° 
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Durch  Substitution  halber  Perioden  erhält  man  das  System: 

*s(«S  */«)+**,(•,  r-^)+Cr»»(v,  ^t!5j  =  0 

Berechnet  man  c0  und  cx  ans  den  ersten   beiden  Gleichungen,   so 
findet  man: 

Oo'09m-Oi'00m  Oq"Ob'-O3"O0' 

*  "  ~  <V'<V-O3"O0»       c» O0"O3»-O8"Ö0s' 

Andrerseits  ist  aber  nach  der  Jacobi'schen  Relation: 
Demnach: 


Durch  Vergleichung  dieser  auf  2  verschiedene  Arten  gefundenen  Cocf- 
ficienten  findet  man  folgenjtt  RrlntitniMt- 

O3'yLo0'O8"=  «  (Ö0"O8«"-  O8"0O»') 

<VV-<V<V'~«W<V'  -  oa"o») 
afof-asaf-  «»(o0'os"-  o3'o0") 

Ebenso ,   wenn/man   cq   und  cx  aus   je  2  anderen  Gleichungen  be- 
rechnet: j 

ht'O0m-O0'otm=* « (O0"otm-ut"o0m) 

i  o0'os"-ot'o0"-=  «i(o0"oim-oi"o0m) 

und:  /   0»'°ow-°o'<- «2(°o'0*"-0*'°o") 

/      0,'Oj»  -  0^0^=  *  (03"Otm-Oa"03m) 

■         <V0»"-<V°*"=  *\OJ'0%">-Oj>0«) 

Oi'03m-Oi'Os»'=<t\Oa'Oi«-Ot'Os") 

t 

"'  <V  W°i'  -  (V<y)  -  «  O0"(<VO8'"-<W) 
I  <V(<V'°s"-<V<Y)  =  tPO'lOfOf-OfO») 
0,."(0»'0s'-  <V<V)=  a»<V(<V(V-<V<V) 
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0*'WOz'-0»0«)  -  «  OS(O0*Of-OQ»Of) 

0*W<V'--oo'<V)  -  #o*ip»of-o»o») 
ofWOi-ofof)-  *os(o0»oz'-o0'oB') 

<h'(ao°*'-°om°*m)  -  «  Ot\ofo%"-o»o%») 

O5'(O0"O2"-O0'O2')  =  *Of(O0*Of  -0Q"0») 

Es  ist  klar,  dass  man  die  Repräsentanten  noch  auf  3  andere 
Arten  zu  je  dreien  combiniren  kann  und  daraus  ebenfalls  eine  grosse 
Anzahl  von  Relationen  erhalten  kann.  Ich  unterlasse  dies  jedoch  und 
wende  mich  zum  Fall  n  =  5. 


§3. 
Die  Transformation  fünfter  Ordnung. 
Für  den  Fall  n  =  5  lautet  die  erste  Transformationsgleichung : 

Bildet  man  nun  durch  Substitution  halber  Perioden  die  entsprechen- 
den Gleichungen  und  setzt  der  Einfachheit  halber: 

»'  —  5t?,    t'  -  5t,    i/'«  ^  t"  «  r/5, 

so  ergiebt  sich  folgendes  System: 

ä0(5e,5t)  —  x1^v,vlb)+xi&0*(v,t){ri*(v,T)+x3{t0('>,r)»l4b>>*) 

*8(5»,5t)  ==  W.'/6)+'iV(».')»i,(»,')+^(i(1,.'MM) 
^(Sv.St)  -=  *!»,(»,  t/5)+^i,(»,»)V(''.  t)+^Mf)V(",  *) 

0,(5»,  5t)  =  *,*,(»,  t/5)  +  *,*,»(*  *)#3*(»,  »)  +ä-J»jWl  *)  VC«l  *) 

Dividirt  durch  Vfr,*):  \ 

fr<,(5t>,5t)  »0(p,t/6)   ,       VM   ,       »i4(f,t)         \ 

fr8(5t>,5t)  »0(5t>,5t)       <»»(»,  t/5)»0(t>,t/ä)       »„»fot)  Vfafr) 
tf0(5t>, 5t)  V(»,  t)  -*#o(»,  */s)  V(»,  »V  "V^,  *)  V(»,  *V 


tft(5t»,5t)  »0(5c,5t)        »i(o,t/5)  fr0(t%t/4)       ft^fot)       V>il) 
tf0(5t,,5t)  VC«,*)  """^(«'.»/s)  V("-t)+a:**os(«',T)+a?s*0(  »,*) 


Digitized  by 


Roh  de:  Zur  Transformation  der   Thetafumtionen.  \ö\ 

iV5e,5t)  30(5p,5t)_    #ä0vr/5)  *oM)  ,      *^*JV('V*) 
tf9(  5*,  5t)   V(»,  t)      *i*0(*,  T/5)  V(«,  t)  -T*8 VC»,  t)  VK  t) 

fr8(*,  t)  V(h,t) 

Wir  setzen  nun: 

W,d~*oW     und    ^~-  =  9j(P, 

Führt  man  jetzt  die  elliptischen  Functionen  ein,  80  gestalten  sich  die 
Gleichungen  folgcndermassen: 

<Po(")  =  »i  9i(v)  +  «■*  ^*s sn2  (">  #\J  +  *s  ^Ti  sn4  (»,  ^ j 

Es  ist  aber  ebenso,  wie  früher: 

<Po(v)  =  Vo  +!/2  rf  +  yt  w4  +  ... 

Entwickelt  man  jetzt  die  Functionen  nach  Potenzen  von  u  und 
setzt  die  Coefficienteu  gleich  hoher  Potenzen  einander  gleich,  so  cr- 
giebt  sich: 

33  3 
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VT         25VV      ,0,  V<Y5        ,,   <V        , 

VI  ~  "2V07  *  +  öj;  * — ~"  20-807  «w» + 07  *iy» 


V(2»,H-3»>«)       M4V+V) 

«W        x*  2V*o6 


vu cv»      y° + ~äjr * 6*8»»      *iy° 

4-°»'°»'    „'J_*»'  W±V> 

250.0.4  0-  0,'Og'«  O,' 

V(3V+2V)  »,(»«<+*»,«) 

2VV        X*  2*06        *» 

Ebenso  ergiebt  sich  das  2te  Gleichungssystem  nach  Einführung 
der  elliptischen  Functionen: 

9>o(»)  =  a!49>i(«')+a;5+*s<j-»sn*^«,  ^-tJ 

O      I     o 2  o  *\  o '      /    o  '*  o»'*\ 

öodnV5u  V' Vro(t')==iE4^''  dnV'  V'^TV^ 

öj  cn  \5tt  äj'  Öp^o(»)  -  **  öj?  cn  ^  u  ^ ,  ^J  9^(0) 

+*»  v^v«»  v)+*6~^rcu V"'  «y  ^v»  «?) 

and,  wenn  man  die  Coefficienten  gleicher  Potenzen  einander  gleich 
setzt: 
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0.  0 '  ,  V        .   W 

50,o,       <ycy 

öryo-  öo,ÄMfo"  V  5+"V"  6 

0,         35»t«V  <V       ,     V0,1S        f     5»s  V 

öy* — 2Vö~y»=^7a,^~2VQo,a!4yo       V     5 

V(2V+3V) 
2W        *« 

6V*  X4y°   +  V  • 

0,         2505«ö,         0,'       ,      0,'Q,"       ,     5Vr 
öo3'*-  Wfö*=ö?m#* ~ 2»,«0,'  *4y°     2V  u 

V(3»84+2»i*) 
~         2VV        *e 

Das  dritte  System  lautet,  wenn  man  die  elliptischen  Functionen 
einfuhrt: 

0,     /      O,*  0,*\  0,'      /      O,'*  0,'»\     ,  , 

ö?8n  (5»  ^.  - ±)  *>M  -  *7  5-,  cn  (^  u  -^ö7"8j  *M 

+ar»V8n5(tt'  ®+a,9^8n("'  v) 

und  hieraus  folgt: 
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03  <V         m         V   ,        V>! 


4 


11  ö0  y° "  cv*'*» +*«  v+*a  "V7" 

50g08         0,'0,'  », 

3  3  3 

IV  ö0 *<> =  ö07 ***» +** "v+'»~v" 

V  »t  —  xitft 

O,  25»,*Oa4     _03'       ,     VO3'!.,      .     5_W 

V^V+V) 

"  »VV     ** 

"6S-/0  a*'yo  -  ~    6  V  "  "   J 

0,  250,<08  O,'        ,     0,'*0,'         ,     5V 

viii    öfl y% -  2äTiO-y0  =  Qi *iVt  - ägrig-7  »Wo  - 2<^a-« 

»8(V+4V) 

Aus  jedem  dieser  3  Systeme  erhält  mau  noch  2  andere,  iudem 
mau  statt  *i4(v,t)  uud  8-j*(»,  t)  setzt: 

1)  V('-'»*)    ond    V(»>*) 

2)  V(»,*)    nnd    VW) 

Die  ersten  Gleichungen  des  ersten  Systems  würden  nach  dieser 
Aenderung  lauten: 

3o(5».öt)=*,    »„(«,«/,)+*,    Vfo*WW)  +  *»    »0(»,fJV(»,f) 

und: 

»0(5»,5T)  =  :r1    V»i  */»)+«»    V(»,*)V(«>,*)+*»    *o(»,*)V(",t) 

wobei   selbstverständlich  asj,  a-2   und  *s    in  jeder  Gleichung  andere 
Constanten  bedeuten. 

Es  existiren  ausserdem  noch  einige  andere  Transformationsglei- 
chungen, die  man  erhalten  kann,  indem  man  in  den  ersten  Gleichungen 
des  ersten  und  dritten  Systems  statt  V^i1)  die  Producte: 

V(»i*)V(»i*)    und    V(»,t)V(«.*)    setzt 
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In  diesem  Falle  gestalten  sich  z.  B.  die  ersten  Gleichungen  des 
ersten  Systems: 

*dfabt)=*k  V^/aH-*!  V(*,*)Vfo*)+*s  *o("i*)V(*.*)V(v> 
and; 

Wir  haben  also  eine  grosse  Anzahl  von  Bestimmungsgleichungen 
gefunden,  die  wir  zur  Auffindung  von  Thetarelationen  verwerten 
können. 

Aus  den  4  ersten  Gleichungen  des  ersten  Systems  in  Verbindung 
mit  den  dazu  gehörigen  beiden  Systemen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 

O0O0'(5O8O3-O2'O8')=V3(OA  - o0 <V)- V*(<W- °o°3') 
i.     o2(V(590o3  -o0'C3')=^3(o0o8'-o2o0')-^(OA'-  OA') 

Aus  dem  2 ton  System  erhält  man: 

2. 
^(5<*<*-<y  (V)+  ^<ftq><%--<V<V)  -  ^'(5o0o2-<v<v) 

Aus  1.  ergeben  sich  durch  Combination  der  3  Gleichungen  unter  sich: 

(50008+^2)(^00'+^002003==(^0^+00'02')(^20o+^o02)03* 

3.  (5O2Os-^3)(^3Of'-^2O30Oo-(^2^3-O2'O8')(^3Oa-^Os)O^ 
(5O0O3-^3)(^Oa'-^3Oo0O2«(^3-O0'o3,)(^0Ö3~^3O0)O2' 

Durch  andere  Combination  erhält  man: 

(^O3-^3O2)(O8'^2-^3O20O0-(^2^3-O2O8)(^3--O2'O3')O0' 

4.  (^3Oü~^0O3(^3O0'~^0O30O2=(^8--O0O3)^0^3--O0'O3')O2' 

(^o°2+^Oo)(o2^0-^2o0oo3=(^2+o0o2)(^2+o0;o2')o3' 

und  endlich: 

(5O2O3-^2^3)(5^8-O2O30O0»(^2O3~O2^8)(^3O2'-.^2O3')O0' 

5.  (5O0O8-^8)(5^3-O0O3)O2=(^3O0-O3^0)(O3  #0  -#3O0')<V 
(50002+^2)(5^2+0002')03=(^002+^200)(00^2+o2^o)03' 

Durch  Zusammenfassung  von  3    und  4.  gelangt  man  zu   folgenden 
Relationen  : 
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(*A-o*o8)(*8<V-  &aO3-)&0*=(&s&s-Os,Oa')(&tOs-&iOt)O0O0' 

6.  (»0»s-o0oa)(»0oi--»ao0-)»tt^-(d-0»s-ov'oi,){&io0-&0o3)oioi' 

(&0&,-O0Oi){&tO0>—&0Oi,)&s'=(&0&t-Oe'Ot-)(&9O1-&tO0)OiOa' 

und: 

7. 
(5&&a-Oi'OaWiOa-»aOa)&0*~(bOtOa-&i&a)(&aOt'-&iOa')O0OS 

(bd-0d-a-o0  oa%&ao0-&0oa)&t*=(bo0oa -3o*»K*o<V-**<V)0*<V 

Eino  weitere  Reihe  von  Beziehungen  ergiebt  sich,  wenn  man  die 
4  letzten  Gleichungen  des  ersten  und  2ten  Systems  hinzunimmt 
Daraus  entspringen  folgende  Gleichungen: 

(50s*—  08**)  (50s*  -  6#8*+  O,*8)  — 
8.    (f>O0»~  O0")  (5O0*  -  6V+  <V')  - 

(50,"  -  03 •*)  (508* -63,*+  <V2) 
ausserdem  noch: 

(5OJ*-O,,*)(5OJ»-4V+O*")=2*/(5Os*-Os-*)-2V(5O0!i-O0'*) 
(5O0»-O0")(5O0*  4#0*+O0-*)=2V(5Oj8  -08'»)-  2V(502*-Os'*) 
(50s*-  0,'»)(50,*-4Vf  0»  *)=2*s*(508*-Os'»)-2^o*(500»-00-*) 

Endlich  fuhren  wir  die  Beziehungen  zwischen  je  einem  Product 
5ter  Ordnung  und  3  Repräsentanten  an. 

Wir  nehmen  als  Beispiel  einen  speciellen  Fall,  nämlich: 


*?) 


*o(f ,  r)#,  *(»,  tW(v,  t)  -xj^bv,  bt)+xa&0(v,  T[6)+ra&0(v, 

«■•(«, *)V(», W(*>, *)="*,*s(5«>, 5t)+*#s(„,  t/6)-ht8*8  (v,  ^^j 

-»i(v,r)»0Hv,r)»a*(v,T)=xi»1(bv,br)+xa&1(v,tl&)+^»1  (v,    ^) 

-&a(v,  t)&3*(v, tW(v,  r)=«,^(5t,, 5»)+*^, t/s)+^(5)  ^*p) 
Wenn  wir  nun  r  =  0  setzen,  so  ergiebt  sich : 


0 

<V 

O0" 

o0 

<V 

Oo" 

0 

<V 

o8" 

: 

o9 

<v 

o8" 

-*,W 

<V 

o," 

o* 

o*' 

o," 
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**  — 


*3  = 


Oo 

0 

Oo" 

<h 

0 

o," 

o» 

—W*s*    <V 

Oo 

<V 

0 

Os 

<V 

o 

o* 

<V 

-WV 

o0    <y    o0" 


o,   o,'   o; 


o„ 


o  " 


O,     08'     04" 


o," 


Ebenso  kann  man  «,,  rrs  and  a?3  auf  3  andere  Arten  berechnen,  und 
man  findet  durch  Gleichsetzung  der  Ausdrücke  neue  Relationen. 

Auf  dieselbe  Weise  gelangt  man  zu  den  Beziehungen  zwischen  je 
4  Repräsentanten,  indem  man  z.  B.  setzt: 

Ich  unterlasse  jedoch  die  Lösung  dieses  Problems,   da  die  Methode 
den  bisher  angewandten  vollständig  analog  ist. 

Es  lässt  sich  demnach  auf  die  von  uns  bis  jetzt  behandelte  Weise 
eine  beliebig  grosse  Anzahl  von  Relationen  darstellen.  Man  gelangt 
jedoch  nicht  zu  einer  symetrischen  Darstellung  der  Potenzen  und 
Prodocte  «ter  Ordnung.  Die  Lösung  dieses  Problems  wird  nun  die 
Aufgabe  des  zweiten  Abschnitts  bilden. 


Zweiter  Abschnitt. 

§4. 

Die  Entwicklung  der  Potenzen  und  Producte 
»ter  Ordnung  in  Fourier'sche  Reihen. 

Die  Aufgabe  des  zweiten  Abschnittes  ist: 

,Jls  sollen  die  Potenzen  und  Producte  der  nten  Ordnung  durch 
die  Repräsentanten  nter  Ordnung  ausgedrückt  werden". 

Dieses  Problem  ist  bereits  vou  Herrn  Prof.  Schroeter  behandelt 
(siehe  dessen  Habilitationsschrift)  und  für  die  Potenzen  bis  zur  sechsten 
Ordnung  durchgeführt  worden.  Schon  bei  der  fünften  Potenz  aber 
können  die  Coefficienten  nur  mit  Hülfe  quadratischer  Gleichungen 
bestimmt  werden.  Ueberdies  bemerkt  Herr  Schroeter  selbst,  dass 
fei  den  Potenzen,  die  grösser  als  6  sind,  seine  Methode  nicht  zum 
Ziele  zu  führen  scheine. 
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Endlich  hat  Herr  Schroeter  nur  die  Potenzen  der  Thetafunc- 
tionen, dagegen  nicht  die  Producte  derselben  behandelt. 

Im  folgenden  soll  nun  gezeigt  werden,  dass,  und  wie  durch  eine 
leichte  Modification  des  Schroeter'schen  Verfahrens  die  Lösung  des 
Problems  bedeutend  weiter  fortgeführt  werden  kann,  wie  denn  ins- 
besondere der  Fall  n  =*  5  seine  völlige  Erledigung  findet. 

Wir  erhalten  die  Potenzen  und  Producte  der  nten  Ordnung,  in- 
dem wir  diejenigen  der  (n  — l)ten  Ordnung  mit  einer  beliebigen  fun- 
damentalen Thetafunction  multipliciren.  Dabei  treten  nun  auf  der 
anderen  Seite  der  Gleichung  Producte  auf,  deren  einer  Factor  die 
fundamentale  Thetafunction,  der  andere  ein  Repräsentant  (n  — l)ter 
Ordnung  ist.    Das  Problem  ist  demnach  auf  folgendes  zurückgeführt : 

„Es  sollen  die  Producte  der  Repräsentanten  (n  —  l)ter  Ordnung 
mit  einer  beliebigen  fundamentalen  Thetafunction  gebildet  werden". 

Dazu  machen  wir  die  beschränkende  Annahme,  dass  n  eine  Prim- 
zahl ist,  und  bezeichnen  diese  letztere  mit  p. 

Dann  haben  die  Repräsentanten  der  pten  Ordnung  die  Form: 
&a{px,px)    und    #o(*j  9\ 

wo  q  die  Werte  von  0  bis  />—  1  annehmen  kann. 

Wir  haben  die  Form  — — -  statt  der  sonst  üblichen  - 

P  P- 

gewählt,  weil  sie  bei  späteren  Rechnungen  einige  Erleichterungen 
gewährt. 

Von  den  Repräsentanten  der  (j>  —  l)ten  Ordnung  beschränken 
wir  uns  auf  die  bekannten  von  der  Form: 

#„((p-l)s,(p-l)r)    und    #«(*,—)• 
wo  £  alle  Werte  von  0  bis  p  —  2  annimmt. 

Es  sind  demnach  die  beiden  Producte  zu  bestimmen: 

fy(*,*)#a((j>  —  l)*,(j>  —  1)*)     Und  fy(*,T)#a(*,   J^j) 

Dazu  gehen  wir  auf  das  schon  von  Schroeter  behandelte  Problem 
zurück. 
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Man  soll  das  Product  bilden: 

Es  ist  nun: 

#3fo«*)»Vy,  0t)  =  22ent[m*aT+n*ßT+2mx+2ni,l    (w  U1J(J  „  v011  _-X  bis  <») 

Wir  setzen: 

n  =  m-J-Ä 
und  erhalten: 

03(ar,cfT)^s(y,i5T)  =  ££e^mk(a^ß)r^2mhßT^h%ßT  r^^+y)i-2f'»] 
(7i  von  —  oo  bis  oo ) 

Setzen  wir  nun:  (<*-}- jS)r  statt  r,  so  bekommen  wir: 

#s(*,  a(«+ß)T)i>d(t,,  ß(a+ß)t)  =£.£c*  •!(«»(«  t  ß)  W*  +AW*2w<*+»)f2Ay] 

Jetzt  fahren  wir  ein: 

h  «(«  +  0)n-f  f*, 

wo  n  von  — oc  bis  4-°°  und  p  von  0  bis  a^ß—1  zu  nehmen  ist. 

=*ZE£e™K*fr«  Vß)»  »  ti)%T-riie+ß){m+fl»)  rßv)1*  1 2m(x+y)  J  2W<«+/%  f2/iy] 

JU— Offl  H 

i» — ßn  für  m  eingeführt: 

a  m  n 

+2m(a:+y)+2n(ay— ^+2^ 

Setzt  man  jetzt:  %  statt  («+jS)t,  so  gestaltet  sich  das  Product: 

&,(*-,  ar)#8(j,,0T) 

0 

also: 

*8(*,«T)*sfojfc) 

o 

Nach  genau  derselben  Methode  behandeln  wir  die  übrigen  Producte 
und  finden  ein  System  von  4  Gleichungen: 
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I. 

#8(*,aT)*,(y,/jT) 

tf,(*,«r)#2(y,0T) 

=Ä»«I^+l)*^»+2.«»]*s(as-(-y+(M+J)/Jr,  («  f  0)i  tfs(ay- /fc-|-O«+i)«0*, 

4-«(c,aT)»0(ftJh) 

«0(«+0)  r 
*s(*,«t)*0(y,/Jr) 

=JBe»'L"V»+2/'(ä'-l)^0(»-i-yH-»»|JT,(«-f|J)t)*j(«(y-/J*-5+fi«|JT, 

«t/J(a+/S)T) 
Setzt  man  jetzt: 

s-j-ay  statt,  *    and 

— *+/Jy  statt  y, 

80  gestalten  sich  die  Gleichungen: 

n. 

*,  (*+«y,  «r)#8(-*+fo,0*) 

#s  M-ay,  «*)#*(— je-|-0y,  |Jt) 
=2?e'««K«+l)V»+^«+l)(-*+^)15-8((«+/J)y+(fi+l)/Jt,  (a+(J)i) 

»,(•+<%  «r)*0(-a-|-/Jy,  /Sr) 

— JEe**«V*+*«-«+flr-i)]  *,((o+|J)y+f»/Jr,(a+/J)T) 

^s(ic-j-«y,  «t)#0(— «-f /Jy. /Jt) 

=Ä'«L«  V'+2i«(-«+^-i)]*0((a+|J)y-f  fi/JT,  («+P)t) 

*s(-(«+ß*- £+*»«#*,  «««+£)*) 

In  den  3  ersten  Gleichungen  dieses  Systems  (die  4te  gebrauchen 
wir  später),  setzen  wir: 
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*-o,       *  =  p-l,      ß  =  i 
nod  nehmen  an,  dass  p  eine  ungerade  Primzahl  ist. 

Wir  erhalten: 

III  a. 
WO*-«»,  (*-!)*)*.(**) 

fi=0 

U(p-i)y,(p-V*My,r) 
=&":c«+i)"T+2(A,fi),/j>8(i,j,_(.(ft+i)T5Z,T)^((M_)4)(i)_1)T)1,(p_i)T) 

*o((p-Dy,(j>-D*)#o(y,*) 

Ferner  suhstitniren  wir  in  der  ersten,  2  ton  und  4tcn  Gleichung  des 
Systems  II.  folgende  Werte: 

y  =  0,        «=/>— 1         jS  =  1. 

r-4-i 
und  führen   ——■;  statt  t  ein,  wo  f  alle  Worte  von  0  bis  (p — 2)  an- 
nehmen kann.    Wir  erhalten: 

IIIb. 

r  . t+  t   2 j 

-S.**  r    J» -1        H*.  ( M  ^,  *  jt|)*s(i*-,.(*+Ötf»<*  H)) 

»,(*,T+fi)*0(*,    ^) 


71« 
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Diese  6  Gleichungen  bringen  wir  in  eine  andere  Form. 

Die  erste  Gleichung  des  Systems  III.  kann  man  auch  schreiben  : 

*a((p-i)*(i>-i)*)*s(**)  =  Upy,p*)HO,p(p-i)*) 

-pSiW*r+tw»8(  py+(iT,pT)&B(ti(  p-l)r,p(p-l)r) 

Da  p  nun  ungerade  ist,  so  muss  die  Zahl  der  Summanden  unter  dem 
Summenzeichen  stets  eine  gerade  sein. 

Wir  wollen  nun  die  Summe  zweier  beliebigen  Glieder  bilden,  die 
gleich  weit  vom  Ende  abstehen,  also  die  Summe  des   fiten  und  des 
(p-p)ten  Gliedes.    Dieselbe  wird  lauten: 
c*Cü»H-?w]  &s(pt,+fit,pr)d-M  p-l)r,p  (p-l)r) 

Das  letzte  Glied  der  Summe  wollen  wir  etwas  umformen: 

ex<[{P-t*)%*+*(P-riy]&s(Py-\-pT— pr,  pz)&3(  p(p—  1)t— p(p— l)t, 

p{p  -1)t) 

—«a^T-^^py— flt,pT)^8(fl(ll-l)Tfp(|>  -1)T) 

Die  Summe  der  beiden  Glieder  ist  also: 

&&(py— wp*)\ 
und  die  Gleichung  lautet,  wenn  man  zugleich  a;  statt  y  einführt : 

&*{(p-l)x{p-V*)^*, *)  =  *a(O.K*>-l)*)*8(l«,  <Z*) 
p-1 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  alle  übrigen  Formeln  des  Systems 
III.  umgestalten,  so  dass  man  erhält: 

IV. 

^((p-i)xAp-i)t)U^)-MOMp-^)Mp^p^) 

p-\ 

* 2~ 

+2?e»*t'*,(fi(p-l)T,Ji(|i  -  l)T){e*»v*&^px+pr,pr)+e-*»<»*X 

&*(p*—WP*)\ 


V 
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»s((p-l)x,  (  p—l)v)9;(m,  t)  =  #2(0,7>(p-l)T)^(jKr,pt) 
**        2 

*0((/>-lK  <J»-1)*)*0(«»*)  =  »0«>lP(l'-l)T}»a(lWlJ») 

1»-! 


**-     2 


*,(«,H-Ö*,(«,  J^l)-*t  (o*j£f)*i(l*,jW)) 
_p-3 


+^+«%-,>((,+1)i±i,1)j±|)x 

j^nrt4>*,(|M^H»»-H)(H-0,p(»4-Ö) 

+e-2S.C«+i)x^(pa._(fl+i)(T+f)>;,(t+J))| 


+,-***«*  tu  ^(^^^(t+j),  ^(T+f)) } 

In  diesen  Gleichungen  kommen  nicht  die  Repräsentanten  der 
ptcn  Ordnung  selbst,  sondern  die  Teilwerte  derselben  vor.  Wir  ver- 
suchen demnach,  diese  Teilwerte  in  die  Form  von  Repräsentanten 
zu  bringen. 

11* 
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Dazu  gehen  wir  von  Betrachtungen  ans,  die  schon  von  Schroeter 
in  seiner  Habilitationsschrift  angestellt  und  teilweise  durchgeführt 
worden  sind. 


Es  ist: 


$3(s,r)«  2e"W*+W 


Wir  führen  nun  ein: 

h  ^pn  +  fr 

wo  p  eine  ungerade  Primzahl  ist,  und  n  alle  Werte  von  —  oo  bis 
-f-  oo,  fi  dagegen  die  Werte  von  0  bis  (#—1)  durchläuft. 

Dann  erhalten  wir:  » 

/u=0      n 
i"    n 

TJ-2Pn 
Statt  t  setze  ich  jetzt:  — ! — -,  erhalte  also: 

P 

Es  ist  aber  nach  dem  zahlen  theoretischen  Satz  von  Fermat: 
ßv-i  =  i  modj> 

wo  ß  kleiner  als  p,  und  zu  p  relativ  prim  ist     In  unserem  Falle 

ist  also: 

2p-i  — i  =0modj>. 

Wir  nehmen  jetzt  a  als  eine  pto  Einheitswurzel  an. 

Es  ist  demnach: 

Omodp  p— 1  p— 1 

Wir  dürfen  also  a*p~V*  durch   a^"1-1)^*  dividiren,  ohne  seinen 
Wert  zu  ändern. 
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Wir  haben  also: 


\  P       /  ,u 


&3(P*+WP*) 


Jetzt  multipliciren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a-Ca»* 
and  summiren  nach  q  von  0  bis  (p— 1).    Dann  ergiebt  sich: 


0  V         P     J       0   l  0 


&s(px+tn>pv) 
wo  fij  der  Reihe  nach  =  0,  1,  2  ...  (p~l)  zu  nehmen  ist. 

Führt  man  nun  die  Summation  nach  q  durch,  so  treten  bei  con- 
cantem  ^1  sämtliche  p  ten  Einheitswurzeln  anf,  und  die  Summe  dieser 
ist  bekanntlich  -=  0.  Dabei  ist  aber  die  Bedingung  zu  erfüllen,  dass 
pO*2—  K12)  e*n  Nichtrest  modp  ist.  Es  werden  also  diejenigen  Glie- 
der, für  welche  p(f*8—  itx*)  =  Omodp  ist,  sich  nicht  fortheben,  son- 
dern mit  dem  Factor  p  auftreten. 

Da  wir  p  als  ungerade  Primzahl  angenommen  haben,  so  ist  q 
stets  ein  Nichtrest  modp.  Wir  haben  also  zu  untersuchen,  in  wel- 
chen Fällen  f*2— P12  =  0  modp  ist.    ' 

Dies  ist  im  allgemeinen  2 mal  der  Fall,  denn  es  ist  dann: 

f*2  —  f*i2  =  (f*  —  f*i)0*+f*i)  =  0  modp. 
Diese    Bedingung    wird  erfüllt,    wenn    ^—^«0     und    wenn 
fi-|-f4  ==»  p,  also,  wenn  p  =■  fi2  oder  p  =  p — f4  ist. 

Dabei  bildet  jedoch  der  Fall  f*j  =  0  eine  Ausnahme.  Es  kann 
hier  nie  p+fh  —  p  sein,  da  fi  nur  von  0  bis  p— 1  fortschreitet.  Es 
wird  also  nur  diejenige  Summe  mit  dem  Factor  p  auftreten,  in 
welcher  p  =  fi2  =  0  ist 

Die  Formel  lautet  demnach  im  allgemeinen: 

■*-•*(■•  **) 

«P«  «Li  J*s(lM8+f*i*>J*) 

*((l>-*)2-Pi2      f (P  - *)^+2<P  -*)«] 

+  p«  «*lL  ^  J#s(j»-(P— f*l)*>*>*) 
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oder,  wenn  wir  n  an  Stelle  von  p,  setzen: 


711 

e 


Po  \  P       / 


Hieraus  folgt  unmittelbar  die  gesuchte  Formel  : 

e        p  {e**w*&s(pz+tix,pT)+e-2*it"&Ji(px--tiT,pT)\ 

Po  3\  P      / 

wo  ft  die  Werte  1,  2,  3  ...  (p— 1)  annehmen  kann. 

In  der  Schroetcr'scben  Arbeit  lautet  diese  Formel  anders,  uud 
daran  liegt  es  auch,  dass  Herr  Professor  Schroeter  die  Transfor- 
mation 5ter  Ordnung  nicht  vollständig  durchgeführt  hat. 

Auf  analoge  Weise  gelangt  man  zu  2  ähnlichen  Formeln. 

Ich  stelle  hier  alle  3  zusammen: 

A. 

-if •"•>{«*& 

e     r         P{e**Wl)*&s(px+(tii,+i)z,pr) 

Po  \  P      / 

rciu2- 

Diese  3  Gleichungen  können  wir  nun  benutzen,  um  die  Aus- 
drücke auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  in  dem  System  IV.  in 
die  Form  von  Repräsentanten  zu  bringen. 

Die  erste  Formel  des  Systems  A.  lautet : 
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•     2  T 


Fuhrt  man  (p — 1)t  an  Stelle  von  r  ein  und  setzt  gleichzeitig  *=0, 
so  erhält  man: 

*ip?(p—  l)x 

e  V  &5(ii(p-l)r,p(p-V*) 

Wenn    man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander  mnltiplicirt,   so 
findet  man: 

Der  Ausdruck  links  findet  sich  ebenfalls  in  der  ersten  Gleichung 
des  Systems  IV.  vor.  Benutzen  wir  also  die  soeben  gefundene  For- 
mel, um  die  genannte  Gleichung  umzuformen,  so  ergiebt  sich: 

*3((p— l)x,  (j>-l)r)#8(a,  T)~&9(0tp(p-l)r)&3(px,pr) 

Aehnlich  lassen  sich  alle  Formeln  des  Systems  IV.  umgestalten,  so 
dass  man  erhalt: 

V. 

^(F-lWf-lW^,  *)=*s(0,  p(P-l)r)»s(  p*,pr) 

+  ^X?^'-W.,»,(o,'-^±^) 
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V. 
»0((p - l)x,(p  -1)t)#0(*, r)^»0(0,P(p-l)r)»s(pX,pt) 
P-l 

»=<*.«.  <+!>»,(*,  I±|)  -  »,(o,pi±|)»,(Ä?(,+|)) 

In  den  letzten  3  Gleichungen  setzen  wir  statt  f : 

1)    2£     und     2)    2£-fl. 

Dann  zerfällt  die   4te  Formel  des   Systems  V.  in   folgende  beiden 
Gleichungen: 


$"*>(•.***) 
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p-1 


f1        .«.   /     r+2{+l+2Pp\ 


TV  f*  f<a  *  M°'  M^i) ) 

£-*••*,(«, j 

Wir  formen  beide  Gleichungen  etwas  um: 

»»  W  — ; — )  -  M* p j 

also  unter  Berücksichtigung  des  Fcrmat'schen  Satzes: 


*,  (e,  i±*jri*f) 


Wenn  man  in  der  letzten  Summe:  p— J  statt  q  setzt,  so  nimmt  die- 
selbe folgende  Gestalt  an: 


In  der  vorletzten  Summe  setzen  wir   e  +  |  statt  e  und  erhalten: 


*-l 


2p-i— l 
Es  ist  nun  nach  dem  Lehrsatz  von  Fermat  eine  ganze, 

2p-i—  l 

also  21  • eine  gerade  Zahl    Man  kann  aber  bei  den  Functio- 

p 

iieu  #s(r,  t)  und  t/-0(x,  r)  den  Modul  um  eine  gerade  Zahl  vermehren, 

<>'kr  vermindern,  ohne  die  Function  zu  ändern. 
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Folglich  lautet  die  Summe: 


und  es  ist  dann: 


0=0  s\  '  p(p  -1)         ) 


«Pai=I^=0  \  p(p— 1)  /(»=0  s\  '        p      / 

Ebenso  können  wir  die  2te  Gleichung  umformen: 

e — i — *-=—  statt  9  gesetzt: 

f_|_«±-.o 

e=o  \         P     J 

In  der  vorletzten  Summe  der  2ten  Gleichung  setzen  wir: 


H-S+^ir  statt  q: 


<>=0 

also: 
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* 


Auf  diese  Weise  erhält  man  das  Gleichungssystem 

VI. 


£-^0(„  =») 


1  2  h 

V/.=1?=0 


=rH.=0  \  P(p— 1)  /?=0  3\    '  />        / 

+  vf  f       *s  V0'  mF-H  j 


Ä-«*«*frol 


-(2i-i-l)|p-3 


p-3 


.--['-^VP)] .     , 

/      T+2P(p-l)H-(2"(p-l)+2)g+2y-1(p-l)(|H-l)+n 
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+  J,ix.Wo,  ^*(|-i)rH>t4»-H>-il+i\ 
4pV=i*  v\  p(p— 1)  / 

Die  Gleichungen  der  Systeme  V.  und  VI.  wollen  wir  in  eine  ele- 
gantere Form  bringen. 

Die  erste  Gleichung  des  Systems  V.  ist: 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  führen  wir  statt  «r-A**  den 
Ausdruck 


wo  g  eine  positive  Zahl  und  kleiner  als  p  ist. 

Dann  lautet  die  Summe  rechts,  wenn  wir  von  dem  constanten 

2j>» 


Factor  ^-^  absehen  und  der  Einfachheit  wegen :  #3  (0,p(p—l)r)  mit  g, 


#3  (i>*,l>*)  mit  Q,  #$  (o,  <£_i>J±**)  mit  qo  und  #$  (*,  !Ä-°) 

mit  Qpq  bezeichnen: 

P-1 
2  p-i         p-i 
2;  2a-WqQ  2a.-°*9  Qp9 

Das  bedeutet  nun,  die  Summe  soll  genommen  werden  aber  alle  Grös- 
sen £,  die  ein  quadratischer  Rest  mod  p  sind,  also  der  Gleichung 
genügen: 
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x*  —  gmodp 

Wir  bezeichnen  diese  Werte  von  g  mit  gv    Den  Fall  g  «  0  schlies- 
sen  wir  zunächst  ans. 

Die  Summe  nimmt  hiernach  die  Form  an: 

and  der  Coefficient  von  Qf0  ist  also: 

p-i 
E  2a~lfHo)Pi  qe  »  <?. 

Weiter  existiren  die  schon  im  §  1.  angedeuteten,  von  Jacobi  aufge- 
stellten linearen  Relationen  zwischen  den  Repräsentanten  vom  Grade  p, 

1)  iTihHeftiifoty  ==0 

wenn  £t  ein  quadratischer  Nichtrest  mod  p  ist,  und : 

2)  ££ct-iH*o)9*  q9—p .  q  —  0 
wo  y0  =  0  ist. 

In  diesen  3  Summen  durchlaufen  nun  die  Zahlen  £0,  gt  und  ^ 
die  quadratischen  Reste  und  Nichtreste  modp,  d.  h.  alle  Zahlen  von 
"  bis  (p  —  1). 

Die  Summe  dieser  3  Ausdrücke  wird  also  die  Form  annehmen: 

j>-ip-i 
£  £*-(et9oteqQ—p.q  =-  cq0 

Setzen  wir  nun  q  constant  und  lassen  g  variiren,  so  lautet  der 

Factor  von  g«: 

p-i 

Diese  Summe  wird  nun  «=0,  wenn  e  +  ?0  e*n  Nichtrest  modp,  da- 
«  p,  wenn  q~\-q0  =  0  modp  ist. 


Der  letztere  Fall  tritt  einmal  und  nur  einmal  ein,  wenn  wir  q 
die  Werte  von  0  bis  p— 1  durchlaufen  lassen.  Es  werden  demnach 
alle  Summen  verschwinden,  mit  Ausnahme   desjenigen   Falles,   wo 

f  =•  np—fo»  alSO  auch  qQ  «  qnp-Q0  ist 
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In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung: 
p-i 

9=0 

also:  cq0  =p.qnp-Qn — p.q,  und  da  weiter:   qnp-Q0  =  q-Qn  ist,  so 
erhalten  wir  als  Ausdruck  für  den  Coefficienten: 

ceo=j>(<z-c>o—  a) 
Die  Ausgangsgleichung  war: 

*.(<p-l)*,(l>-lM*a(«,*)  -  ^Q+A  ^Zo-e^/ia-co^Q^,, 

also  nach  den  eben  gemachten  Berechnungen: 

lp-i 
&s{(p  -l)x,(p— 1)t)#8(*,t)  =  2Q+  ö~i  -Spfa-co— (Z)Qfo 

**    (»o=0 

Nun  ist  nach  dem  Jacobi'schen  Satz : 

2<*q«  —  2>Q,  also :  5-  -^— gQ(,o  —  —  &Q 
und  es  folgt  die  Gleichung: 

oder,  eingesetzt: 

«a((p-l)*,(l>-l)f)*s(*.*)  -  J*»(Mp-1)«Wiw»^) 

Genau  so  kann  man  die  übrigen  Gleichungen  der  Systeme  V. 
and  YI.  umformen.    Man  erhält  dann  das  folgende  System: 

VII. 
*8((p-l)*,(p-l)r)*2(x,T)  =  j*,(0,i»(p-l)r)»t(|«,p») 
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»Mp-lWp-iM&fa t)  -  ^{0,p(p-l)T)»t(px,pr) 

,i2a/n    T-2P(p-l)Q+2p*\      (      t+2p<,\ 

— «t(2P-i— l)f 

n.  2|+1 


+ 


— m  | 

6 


2y 

^  U    t-2P(j»-l)P+(2P(p-l)+2)£+2i'-Hp-l)(y+l)+l\ 
s\  '  p(p— 1)  / 

Die  übrigen  Formeln  findet  man   durch  Substitution  halber  Pe- 
rioden.   Mit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  nun  einen  jeden  belie- 
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bigen  Transformationsgrad  p  behandeln,  vorausgesetzt,  dass  p  eine 
Primzahl,  und  die  Transformation  (/?  —  l)ter  Ordnung  bekannt  ist. 

Es  soll  nun  in  den  folgenden  beiden  Paragraphen  die  Transfor- 
mation 3ter  und  5ter  Ordnung  durchgeführt  werden.  Dazu  wird 
teilweise  das  System  V.  und  VI.,  und  teilweise  das  System  VII.  be- 
nutzt werden.  Mit  Hülfe  dieser  Formeln  werden  wir  ausserdem  eine 
grosso  Anzahl  von  Thetarelationen  zwischen  den  verschiedenen  Re- 
präsentanten und  den  ursprünglichen  Thetafunctionen  finden. 


§  5. 

Die  Transformation  dritter  Ordnung: 

Wir  werden  zur  Durchführung  der  Transformation  3  ter  Ordnung 
von  3  verschiedenen  Methoden  Gebrauch  machen,  also  auch  3 fache 
Resultate  erhalten. 

Setzt  man  in  dem  System  V.  des  vorigen  Paragraphen  p  =  3,  so 
gewinnt  man  daraus : 

&3(2x,  2T)a3(a,  T)  =  #8(0, 6^3(3*,  3t) 

«^(0,6^3(3^3^+^(^(0,  |T)+«^3(o,  -+8) 

+.<«,  2*-6))(^,y+ .<»,(.,  '?)+■<-  ,Jg-)) 

Wir  bringen  die  beiden  Summen  in  den  Klammern  in  eine  andere 
Form,  indem  wir  wieder  den  JacobPschen  Satz  anwenden. 

*«,  */r*«*.  (*,  tt8)+^,(1'  ^  ~)  =  ° 
dazu  addirt: 


*.<«,  tW+«^i  (*.  ^)+«*s  (*,  ^---)  =  -  3l»8(ar,  3t)  -  »,(*,*/,)) 
»  =  0  and  2r  statt  t  gesetzt: 
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,,(o,!)Wo,^)+...(o,*±L6) 

=  -  3(*8(0, 6t)-*8(o,  ^)) 
Es  folgt: 

*8(2*,2t)#8(*,t)=-S8(0,  6t)*8(3*,3t) 

=|(3*,(0,6t)  -*,(o,  f)*,(3«,3T)-i(d,(0,6T)-*8(o,  f))*8(v/8) 

Ebenso  findet  man  alle  übrigen  Prodncte,  so  dass  man  folgendes 
System  erhalt: 

I. 

*8(2x,  2t)0,(*,t)  -i(3#8(0, 6t)-08(o,  y))o8(3*, 3») 

-i(*»(0,6r)-*8(o,  jj)&s(*>*ls) 

*8(2«,  2T)»,(a!, t)  -i(3*8(0, 6r)  -#8(o,  y))*»(3*,  3t) 

-i(*,(0,6t)-^(o,  y))»,(x,t/8) 

»«(Ar,  2t)*0(*,  t)  =j(3*0(0, 6t)-tf0(o,  j))tfs(3«,  3t) 

-*(*o(O,6t)-0o(o,  j))d8(*,T/8) 

*8fe,T)«8(*,T/8)  =i(3*8(o,  y)-*8(0,T/$))d8(3x,3T) 

-*(*a(o,  *)-*.«>,*/•>)*•<■.*/•) 

<►,(*, T)d8(*,T/8)  -i(&>t(o,  y)-*,(0,T/,))^(3*,3T) 

-*(*»  (o,  f  )-*,(0,t/g))*8(o!,t/8) 

*s(*,t)*0(*,t/*)  =i(s»9(o,  y)-*0(0,T/6))*8(3x,3T) 

-i(*0(0,    y)-*0(0,T/6))<>8(*,T/8) 
lieh.  4er  Ibth.  u.  Phj».  8.  Btiha,  Tau  QI.  12 

/Google 
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I. 


3tw 
4 


V*,  *)**  (*,  ^  )-  J     (s^(0, 3 ^)-  *,(o,  ^3))^(3x,  3r) 


3™ 
4 


-J     (^(0,3^)-^(0/i33)>^r/8) 

*o(*,*)*o  (*>  ^)-*(»o(o, 3!i-1)-^0(0,  ^-9))^0(3*,3r) 
-*(*o  (o,3^-)-*0(o,  ^))»0(*>*/s) 

Man  kann  die  Coefficienten  symmetrischer  gestalten,  wenn  man 
alle  Repräsentanten  einführt. 

*8(2s,  2t)#8(s,t)-#8(0,6t)#s(3*,3t) 

+  1^(o,>^o,^)+^(o,-Bi)>< 

#„(2*,  2T)d8(z,  r)=^8(3a;,  3»)+«1^,(x,  t/8) 

»•  (o.  ?)+""».(0'  *?>-*(•■  2-t--)-lfe- 
»,(o,^(o,^)^.(o.^)-o, 

»«  (».  ?)+  *.  (°.  ^)+  <"(0'  ^-)-3».(0,6,)-0 
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<».  DK«.  ^-V-O  -t-)=° 

Addirt: 

Ebenso  ist: 

Also: 

0,(2*,  2t)  .»,(*,  t)=^»(0,6t)*,(3«,3t) 

demnach  unter  Zuhülfenahme  der  Relation  von  Jacobi: 
*,(2*,  2*)*,(*,  t)~08(O,  6^3(3«,  3») 

+!».(»,  |>.c...,.h|<o,  *£)<■.  '40 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  die  übrigen  Beziehungen,  nnd  das 
System  lautet: 

IL 
*t(2ar,  2t)*9(x,  x)  5=  #3(0, 6r)fr$(3a;,  3r) 

*s(2*,  2t)0,(*,  t)  =  $,(0, 6^(3«,  3t) 


1'2* 
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IL 

&0(2x,2z)»0(x,r)  —  #0(0,6t)#s(3z,3t) 

*s(*,T)fr8(*,T/,)  -  *s(o,  ^)#8(3*,3t) 
d,(x,  *)*,(*,  r/»)  -  0s(o,  -£)*,(3x,3t) 

«"**,(«,  *>»  (*,  ^)  =  *,(o,3^)*8(3«,3r) 

«*(«•*)  «b(*  ^p)  -  «■«(Qi8!^)«'o(8«.8*) 

Auf  eine  dritte  Art  stellt  man  endlich  das  System  dar,  indem 
man  das  System  VII.  in  §  4.  zn  Hülfe  nimmt.  Man  braucht  in  die- 
sem nur  p  —  3  zu  setzen  und  erhält : 

m. 
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in. 

9t(2*,2t)&t(x,j)  =  **,((),  6t)S,(3*,3t) 
*0(2*,  2T)»,(e,T)  -  }^0(0,6t)*3(3x,3t) 

*s(«,  *)*8(*,  t/2)  =■  i»t  (o,  ^)fr8(3*,  3r) 
*s(*,  *)»»(*»  */i)  -  **»  (o,  j)  *»(3*,3r) 

+  |if»,(»,qi>,(.^) 

*8<*,*)«b(*,*/«)  =  J*o(o,  ^)»8(3»,3t) 

+i|f»0(c^)».(-48?) 

»o(*,*)*8  (*,  ^)  =  i*8 (o,3^)*0(3*,3r) 

«"*»,<«,  r)  *,  (*,  ^)  =  i*s  (o,  3  ^±)»,(3*,  3r) 

*0(x,t)»0  (*,  ^)  =  j*o(o,3^±i)»,(3»,3*) 

Mit  Hülfe  der  Substitution  um  halbe  Perioden  erhält  man  alle 
übrigen  Formeln. 

Zur  vollständigen  Durchführung  der  Transformation  dritter  Ord- 
nung bedürfen  wir  die  der  2ten  Ordnung.   Die  Formeln  derselben  sind : 
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V(*,*)  =  #s(0,2r)ffj(2*,2TH-#,(0,2T)fr8(2*,2T) 

V(*,*)  =  *s(0,2r)*s(2»;,2t)-»2(0,2r)*,(2«r,2T) 

-V(*> *)  -  *8(0,2T)*s(2«!,2t)-*4(0,2t)»,(2»,2r) 

*sW)  =  i*i(0.*/iW«.«/t)-H»o(Pi  */«(•»(«•*/«) 
Vfo*)  -  i*3(0,r/2)«-0(*,t/s)-H*o(0,  */,)*»(*>*/») 
<V(*,*)  -  i»s(0,*/s)^(a=,*/»)-i*o(0,T/,)*o(*,*/») 
»,'(*,')  =  J*s(0,t/2)*o(*,'/*)-R(0,r/,)»,(*,t/,) 

VC«.*)  -  **.(o,  -?)»»(*>  ^)-H*o(o,  ITi)*8(*,  ^) 
V(*,r)  =  4».(o,  ^)».(«,  -r)+i*o(o,  -t1)*0^'  41) 
»'V(*,*)  -i*.(o,  ^)*t(«.  ^)-4*o(^  Lti)d»(x'I:2i) 

.•V(v)=4,  -*£>.(.,  ^)-*».(0'  ^M*^) 

**(«i  *)*»(*.*)  —  W(W»)**(*.*/») 

*b(*.*)*i(«,*)  =  4**(<W*)*i(*,*/*) 
&3(*,t)Vz,t)  -  *,(0,2t)*0(2z,2t) 
{►,(*,  t)»,^*)  -  #„(0,2^(2*, 2t) 

ni 
2e  4  *,(«,  *)*,(«,  t)  -  »,  (0,  ^±i) *,  (*,  ^) 

2e4*1(*,*)*3(*,*)  ^  *t(o,  Ifi)*i(0t  ^) 

Mit  Hülfe  dieser  Relationen  kann  man  die  Potenzen  nnd  Pro- 
duete  der  dritten  Ordnung  berechnen. 

Es  ist: 
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»„(*,  t)*^,  2t)  =*  (3*3(0, 6t)-ds(o,  23T))ö-0(3«,3t) 

-*(*8(0,6t)-08(o,  *))*„<«,*/»> 

-*0(x,T)*,(2ir,2t)=  !.(3*8(0, 6t)-»g(o,  ^))*0(3«,3t) 

-|(*j(0,6t)-^(o,  ~)  )#<>(*.  */s) 

V(«,t)=  i{es(0,2T)(3&8(0,6r)-#$(o,  ^)) 

-HW,  2t)  (j9t  (0,6t)-&8(o,  ?fy) J  *0(3*,  3r) 

-i  {*,(O,2t)(*8(O,6t)-08(o,  |-)) 

-H,(0,2t)(»s(0,6r)-^(0,  j"))}  #<>(*,  */3) 

Man  kann  #„*(*, t)  noch  auf  2  andere  Arten  berechnen: 
V(*,t)  =  J»0(0,*/»)*S(«,T/s)d0(a;,t)-H*3(0,t/2)»0(x,r/ä)*0(a:,t) 

*,(*,*/,)»„(*,*)  =  i  (3»0(o,  ^)-*o(0,  t/6))*0(3*,3t) 

-i(*o(o,  §)-*o(0,T/6))»o(^r/8) 

fr0(*,*/»)*o(*,*)  «  i(ä*8(o,  ^)-*,(0,t/s))*0(3*,3t) 

-i(*»(0,    ^)— »,(P,T/a))*0(«,T/,) 

*o8(*,*)  =i{*»(0,T/s)(3»8(0,  ^)-S8(0,T/6f) 

+S0(0,  »/,X8»o(0.  -|)~  W  */•))}  »o(3».  3t) 
-± {*3<0, */,)(*,  (o.  f)-*8(0,T/6)) 

+  *o(0,  t/2)(#0(0,^)-O0(0,t/6))}  ♦,(«.*/«: 


;         ) 

Endlich  ist: 
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*•<«.*>*.(*,  ^)«*(»i(m1P)-*.(Qi  ^jr))v»-,s.) 

-<*8(o,3^)-»8(o,  ^))»0(*,*/.) 
*0(*,*)*o(*,  ^ )-*(j»«(o,8^)-»^0,  ^))*0(3*,3t) 

Ebenso  werden  die  Prodncte  von  der  Form:  &•*(«, T)4fy(«,T)  gefanden 
«•o2^*)^^«)  -  *o(0,2t)*0(*,^o(2*,2t) 

»,(«,  *)*o(2*.  2t)  -  j(33-0(0,6T)-»0  (0,  f))»8(3*,  3t) 

-i(*o(0,6t)    *0(o,  !))*,(*>*/») 

V(*,  *)*•(*, t)  =  4»o(P, 2t)(3&0(0,  6t)-S0(o,  ^))»8(3x, 3t) 

-Fo(0,  2t)  (*»(0,6t)-*0(o,  ^))*8(*,*/8> 
Auf  dieselbe  Weise  erhält  man: 

V(*,  *)*8(*,*)  -**»(<W»)(3*,(o,  3^)-»,(0,t/s))*3(3x,3t) 

-**»(<>,*/»)(*»  (o,  |)-»,(0,T/6))e8(x,T/8) 
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ni 

V(*,*>»,(*,*)  -  «JS(o,  ^X3*^0'3^) 

4 

Tti 
4 

Um  nun  die  Coefficientea  so  umzuformen,  dass  in  ihnen  nur 
Ausdrücke  von  der  Form: 

*«(0,t),    MO,  3t)  und  »„(0,*/s) 

vorkommen,  gebrauchen  wir  eine  Anzahl  von  Relationen,  die  alle  ans 
der  Transformation  zweiter  Ordnung  hervorgehen. 

Dieselben  lauten: 

V<o,*/,)  =  V+V 
V  «>,*/,)  -  V- V 
V(o,*/,)  -  2*,*, 

2V(0,2t)-V+V 

2V(0,2t)  =  V-V 
^0*(0,2t)«-#0^ 

v(o,  T-^~)-**o*-i»S 

TW 


/ 
/ 

J 

i 

I 
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Hieraus  folgt,  wenn  man  die  Bezeichnnugen  einfahrt: 
#«(0,3t)  -  0„,        #«(0,r/8)  =  0«': 

VC0,  ?)  ~  0s*  ~  °**       *°i(o> T/e)  ~  °»'*_  °>" 

*t*(0,  ^)  -  20,0,  V«W«)  -  20,'0S' 


2»s3(0,6t)  -  08»+  00»  2V(o,  *)  -  0,'»+  O0'* 

2V(0,  6t)  =  0S*  -  O0*  2V(o,  y)  -  0,'*  -  O0'« 

V(0,6r)  -  O0O9  v(0,  §Q  -  O0'O,' 


Wenn  man  nun  in  diesen  Formeln  die  Quadratwurzeln  zieht, 
so  treton  sämtliche  Grössen  rechts  mit  dem  positiven  Zeichen  auf. 
Eine  Ausnahme  bildet  nur  die  letzte  Gleichung. 

Dieselbe  lautet  dann: 

llni 


,--«V 

<V| 

J>>      6    J-W" 

f+W 

V< 

[o.**)-cVH 

3ftt 
Tn.n. 

*M 

3«t 

^C°'tJ?"3)-e  8V5flTO 


Setzt  man  diese  Werte  ein,   so  lauten  die  Gleichungen  für  die  Po- 
tenzen und  Producte  der  dritten  Ordnung: 

V(*>*)  —  W3*,3*)+*i&oOm/s) 

-*!«(*,  r)  -  ^l(8«f**)-«l*l(«i*/8) 
#,s(a,  t)  —  co0,(3a;,  3r)  +  cfifa  t/8)      - 
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«.--41  yv+v(y<v+<v  -  vos'*+o0's) 

+  VV^Vfv'os»-o0»-yo,'*-o0'»)} 


V(*,*)*s(*,')  =  W3*,3r) +«,»,(*,  t/,) 

V(*>*)*o(*,*)  =  <%»d(8«,  3r) +  eA(*,*/,) 

-»,*(«,t)*2(x,t)  -  e^äte,  8») +  <;,»,(*,  t/,) 

V(*»*)V*i*)  -  <i»i(8r,»t)-<,»,(«.*/i) 
«o  -  *VV,(3VO0Ö,-  VÖT^) 

*,*<*,  *)»s(*,*)  -  «b*s(3*,3t)  +  c1»3(x,T/8) 
»i*(*,  r)»0(x,r)  =  Co»0(3x,3T)+Cl»0(as,*/s) 

Vfo  *)*.(*,*)  -  «b»«(8x,8»)+ei»t(«.*/») 
~V(*,  *)»,(*,*)  -  <b*i(8»,8r)- «,»,(»,*/«) 

«b  -  iVVs  (3y  0,0,  -  YÖJÖj) 

»i — ivwyöÄ-  VÖTÖ;') 

-*0*(i,  »)*,(*,  t)  -  e0»s(3x,  3t)  +  Cl»,(z,  t/s) 
V(*,  t)*^*,  t)  -  ^(»r,  3t)  -  «,»,(«,  t/s) 
VK  *>••(*,  *)  =  «M8r,3r)  +  Cl*3(x,  r/,) 
V(*,*)*o(*,*>  =  W3*,8t) +  «,»„(*.*/•) 

«0  -  4V*o*i(3V^+V^^) 

«1  — iy«A(yöö^+yo7^"') 

Wie  ans  dem  vorhergehenden  ersichtlich,  besteht  hier  eine  Lücke. 
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Es  ist  nämlich  nicht  möglich,  die  Producta  von  der  Form:  I 

I 
durch  die  Repräsentanten  auszudrücken.    Statt  derselben  treten  Func- 
tionen auf,  die  durch  Differenzen  von  Teil  werten  der  Thetafunctionen  j 
gebildet  werden,  während  die  Repräsentanten,  wie  in  §  4.  ausgeführt  \ 
ist,  sich  durch  die  Summe  dieser  Teilwerte  ausdrücken  lassen.  Diese 
Classe  von  Functionen  ist  von  Herrn  Professor  Klein   genauer  be- 
handelt worden.    (Siehe  dessen  Arbeit:  Zur  Theorie  der  elliptischen 
Functionen  nter  Stufe.    Ferner: 

Klein,  Mathematische  Annalen,  17,  pag.  568. 
Kiepert,  Crelle's  Journal  87,  pag.  213). 

Aus  den  soeben  aufgestellten  Gleichungen  fliessen  nun  äusserst 
mannigfaltige  Beziehungen  für  die  Nullwerte  der  Argumente.  Die- 
selben sind  schon  zum  grossen  Teil  von  Göring  (siehe  dessen  Ab- 
handlung im  7ten  Bande  der  mathematischen  Annalen)  angegeben 
worden.  Ich  werde  im  folgenden  die  mit  den  Göring'schen  identi- 
schen Relationen  mit  römischen  Ziffern  bezeichnen. 

Man  erhält  direct,  indem  man  in  den  Transformationsgleichungen 
x  =  0  setzt: 

(Vö0ö^-  V~o~%f)  (os-osf)  =  2  Vv^  -  2Yöjo0 
i.    (V070;-  VöToT))  (o,  -  cv)  =  2  V vv-2i/ö?ö; 

(Vö^öj-  Yö7ö?)(o0-o0')  =  2Y*8**0-2YoföB 

2.  (yo^^yö7^)(o8~oflo-2Vv^2Vö8»o; 

(Vo0ö,+ iöjö?)  (0%-09') 2V  Väi-2  V  ofo0 


3. 


Vo0oz-Yo0'o3'     ö2 


$YOoO*+YOq'OS  _  o3[ 

Yw+YoToj     °» 
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(3O,O,0i+O0'O,'O9')(VÖ^-yö7ör> 

4.     &OsOtOi+O0'OtlOi>)(-fÖjÖg--}/Ö?Ö?) 

—  2(vy*iVr-3o0o8o8y^ö8) 
— 2(vy^+3o0o,o8yö0ös") 

Man  kann  dem  Gleichangssysem  3.  auch  folgende  Form  geben: 


yo0o, 

Yo0'ot' 

Yo0o3 

yo0-o9' 

Vo,  o. 

o»-o» 


30,— 08' 

i/n.  n. 
5. 


<>t-0%' 


30,— 08' 

Oo-<Y 

VOj'O,'  3O0-O0' 

Durch   andere  Zusammenfassung  dieser  Systeme  ergeben  sich 
folgende  Relationen: 

(3y^Ö8-VWös"'XO,-08')  =  2#0y&0T8-2<VVÖ0Ö8 
6.     (3y^-yö7Ä')(<>»-08')  =  2«8V5^-20tY^^ 

(3yü^,+yöo7öa"')(oo-0o>  -  2^y^-2o0YöiÄ 
(3Vö0ö8-yö07ö7)(o0-o0')  =    2d8y^8-2o0Yiv^ 

7.  (3yö^8-yö~7ö8o(o8-o8')  -  2^y^F8-2o8'y^ö8 
(syö^+yöT^'jcoj-o,')  — 2*0y^-2o2y^ 

(3O0OtO8+O0'O8'O8')(3yÖ^-yö7Ö7) 

2(*8V^8+  09'0t'08'Y'Ö&) 

8.     (3O0O8O8+O0'Ot'O8')(3y^Ö8-y^7Ö7) 

— 2(»0y^8  -i-  o0'  o8'  o,y  ö7^) 

(30o0808+00'02'08')(3yö5Ö7-yö7Ö7) 

— 2(*8«ydoä8+o0'o8'o8'yd^j 
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(VÖW»-VW°J)(Oa-Ot') 20,yöJÄ 

(Vö^+Vö7ö7)(o8-ös')  — 2o8V^ö7 

(3V^^-yö7Ö7)(Of-0,') 20,'VÖ^ 

10.    (SVÖ^t-VÖTÖjKOo-Oo')  =  -20^0^, 

(ßVö^+VÖMm-o,')  -  -20,'V^ö; 

Mau  findet  durch  Division  2  er  entsprechenden  Formeln  in  1.  und  2  : 


)800'-0<>Qg'       |M 
»,(0,-0,')    ™  "  OoO» 

ii    o»<V-o»<V  _  1/55T 
*o(Oo-o0')      r  o,o, 

Durch  Division  dieser  Formeln  erhält  man  mit  Hülfe  von  IV  in  §  2. 

00—00'       _  1 AÄ 
0,-0,'  ""       V  #,00 

"•   o,—o,'  ~~     r  #,o8 

Qq-Qq'        _l/V,8 

o8— o,'  ~     r  #8ö0 


und  durch  Combination  dieser  Formeln  mit  5.: 


?°1 
30, 


3,-0/ =  r  0,0,' 

10   ?£=£.' _  i/w 

"•   300-o<"-  K«0o,' 

V-o,' "  r  o,o0> 


3O0 
30, 

Ebenso  gelangt  man  durch  Division   der  Formeln  in  9.  und  10.  mit 
Znhttlfenahmo  von  12.  und  13.  zu  folgenden  Beziehungen: 
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0 


Yooo,-Voo'os-  _  _  py», 

Yö&-Yot-o9-         orfö, 

14    Yöjöt-VOj-o^ o0Y9J 

Vo0o,+Vo0'ö,' "     otY$~ 

Vo0o,— yo0-<v~    osy#. 


3 


and: 


15. 


3yö^+yö^ö7 "    <vy*o 


3yo0o,+y<y<v^    <yy»» 

syooOg-yoo-o,'      <vy*» 

Wir  setzen  nun: 

O»0o'—  «W  -  O0(3O2—  O,')  —  O,(3O0  -  <V) 


^(O,O0'-O0<y)  -  ^^yo0O0'(3Os-Os') 

-^^y^ö^-oop-oo') 

Wenden  wir  jetzt  5.  an,  so  ergiebt  sich: 

■fff  

^=(o,o0'-o0<y)  -  (o^-Oj'jyooOo'-tOo-Oo')  V<W 

=.  o1y^ö0",+o0'y^ö7'-o0yöA,-Os.'Vö0ö07 

yö~ 

y=  (yoiOo'+yöoö^)  (yojOo'-yöiÄ7) 

-  <yöiÄ+yö7ö;')  <y  w-v^ä7) 
yö;(y^ö7+yö^v)  =  yö^  (yö^+y  0707) 

Durch  Umformung  erhält  man  noch  2  ähnliche  Gleichungen,   also: 

yö,(y^ö7+yöiö7) =yö7(yö^o7+yo0'os ) 

i6.  yö,(y^ö7-yö^:)=yö7(yö0ö^-yö7Ö8') 

yöro(Vo*oi'— yö7ö7) = y^7  <y  070^  -iwöä 
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Die  erste  dieser  Formeln  findet  sich  bei  Döring  angegeben. 
Man  kann  sie  auch  umformen: 

Voa-  V<v  ~l~  vo0') "     y  o0'Oi' 

XII. 

v<yev    v<v<v    yo0'o8' 

Ebenso  findet  man: 

yp^y  ,  y^/o^  _  y<gg  _  3 
yo,  o,  "1"  yo0  o,    yo0  o, 

oder: 

ro,+roi     r  o,  "" r  es, o, o, 

17. 

K  07  +  V  0,'       K  O,'  ~3r  O0'O,'O,' 

Daraus  folgt: 

-  o/f+i/i-vf)fl/|+n;-^)- 

Bei  Anwendung  von  5.  ergiebt  sich: 

roi'tr  o0' - 3o8-o,' 

1Ü  l/0^    i/f£    2yw 

19,     V  Ot'~V  O0'       30,-0,' 

i/oT    i/öT    2yö^ö7 
r  o,' —  r  o,'  ™  3o0—  o0r 

\/Km  i/^7  _  _  2y<w 

r  o,  "•"  r  o0  ~     0,-0,' 


20. 


o,      r  o0  "*      o,—o,' 


o,  o0— o0' 
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Os-<V^  0,-Ot'  ~r  o0-o0'  ~  ° 
o8-os'  1-  os-<v  +  o0-o0 3 

308  -  Os'  T  30,-0,' "+"  3O0-  O0'  -  X 


Nach  17.  ist: 


-  n/°°' + i/£- 1/^  i/^'°^'.  4.  o»:  w  o 


!_1/^5l_  l/°Ä  ,  l/ W  _  £  1/0707 
r  o0  Os      V  otot-i-V  o„  o2"      o,  V  ö7os 

^  os  r  o„  o4      ö0  r  o,  Oj  "r  o0  ot  ot  ~     - 
v  ^+^0707)  (yo^-yö^cv)  (yö7-s_yö7'Ö3') — 2o0o2os. 

Ebenso: 

22. 


2Go'Ot'08'. 

Wenn  man  die  erste  Gleichung  mit   Hülfe  vo  14.  umformt,  so  ent- 
steht: 

O0Y&3        0.Y&*     / / 

"^    '    ^^CV+yq,'flb')-- 20o0iOa 

o8y*o*o  -  (^^)i  (yö0o2+yo7ö^ ) 

AkL  *v  Math,  u,  Phy».    2.  Rtihe,  Teil  HI.  13 
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Durch  Anwendung  von  3.  und  14.  ergeben  sich   alle   übrigen 

Gleichungen  des  Systems: 

XIII. 

23. 

-«vv^-  C*u^)*(3Vö^--yörö7) 
ojtt-  (^ywö^-vö^') 

Erhebt  man  die  erste  Gleichuug  in's  Quadrat,  multiplicirt  mit  3 
und  zieht  davon  das  Quadrat  der  2ten  Gleichung  ab,  so  bekommt 
man: 

XIV. 

30,'- Oa'*  _  r»09i&f\i  O0'Ot'—3O0Ot 


2         -V.     2     J 


#o** 


24. 


3O0»-O0'»       f»0Wf\l  0%'Oi  -30,0, 


1  _  rw»\ 


2.  V      2     ^7  $,#, 

30,»- O,'*  _  r&o&t»s\$  O0'Ot'—3O0Oa 
2         —  V.     2      _/  *„*, 

Ans  23.  gewinnt  man  noch  weitere   Relalionen,  indem  man    die 
erste  Gleichuug  mit  3  multiplicirt  und  die  zweite  davon  abzieht: 

XV. 


25. 
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25. 


-<o.-<V>  -V®{*Pt 

-<»,-<v>  -|^5(W 


^0  ^5  \        *        /  | 

Durch  Combination  von  25.  mit  11.  folgen  die  eleganten  Relatiouen : 

26.    OsO,'-O,Os'-.2»0(^)i 

O0O8'-O8O6'=2»2(^)i 

and  durch  Multiplication  aller  3  erhält  man: 

27.    (Ooo;'-O,O0')(O3O8'-O,O8')(O0O3'-O,O0')  ~  4VW 

Combinirt  man  das  System  26.   mit  dem  System  V.  in  §  2,  so 
gelangt  man  zu  den  Gleichungen: 

28.    30,08+O8'O8'~2^(^)i 

Ans  23.  flicssen  mit  Hülfe  von  16.  folgende  Beziehungen: 

XVII. 


»•  VOM  VW=  (^-^(VW-Vö^') 


13» 
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Durch  Addition  und  Subtraction  erhält  man  aus  23.  und  29.: 

XVIII. 

T^Wög+vtf,')  -  (*^)^+yw<^V<v> 

yäs^vK+y  <y  -  (^48-^)*^y3ö;+yö7)(y3cr,H-yö7) 
-y^Ä^3ö-_yö7)=(*^y  (ysöjj-y^xysöi  -yo?> 
-y5.>,*;(y^i+ytv)  -  (*^-9*<y5HWxvv-v*v> 

-y^,WV-V<v>  -  (^QVo--ycv)(yö,+y*Y) 

30. 
-yö07Ä^(y3O0+yc>0')=(^M^i(y^+yö7)(y3^-y'<V) 

yö^^(yn-y^)=(-*,'^9i(y3ö3-y^)(y3ö1+ytv) 
yö^,"5;<yöd-y  <v>  -  (^Oi(y^+y^xy^-y~0o7) 
-Y<w^<yö,-y<yj  -  (^9i(yo»-y^w^+y^) 

y^A(V3o;+yö^-^^)*(y3^+yöso(y3^+yö0') 
-y  wW3<>»-y<Y;  _  (^)4r(ypi-yö7)(y3ö"-yö0-7) 

Durch  Multiplication  ergicbt  sich: 

XIX. 

-2yo0^  =  (y?>8  -y^cy^'+yö^cy^+yö,7) 

31.  __ 

—*Vojot'oj  =  (y3os+voso(y3o0-vö0')(y3oi-yo,') 
2y7vö7ö3-'  =  (y^— y^fy^+yg^ofygöj+y^) 

und  durch  Multiplication  hieraus: 
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XVI. 

(3O8-Os')(3O,-O,')(3O0-O0') 4O0'os'o8' 

32. 

(°t  - °s')(Os-<Y)(O0-  <V)  =  4O0O2O8 

Es  ist  nach  23.: 
VMW- W<W-  (^^)f  j(30008+4T/0000'0,Os' 

+o0'O,')*0-(3oso8-4yogo,'oso/+yiVös7^»}*s 

2»t«V<W-»W  W-  (?£■&)*  {(2o0O,'+2O8O0' 

-MV  o0  cy  eyvte0-(2o8os'+2o8cy  -  4yoscyo8o8')#8}  *, 

Snbtrahirt : 
W<W-WW-  (^-s)*  [(2O0O8'+2O8O0'-3O0O, 

-  Oo'0,')*o-(20808'4-20A'-30J08-O8'08')*8}  », 
Da  nun  nach  IV.  in  §  2.: 

«s(03-0»')=>,(0,-0,')+*o(00-°o') 
so  ist: 

+3#2<V+#*<V2jtf» 

VO,O8'-#8«O0O0'=  f^2)1  {30,»-40,08'+0,'*} 
Es  ist  aber  nach  25.: 
30s8-4<W-f<y*  -  (80t— 0,'X<V-<Y) 

v7  °  °   3  3  V     2     J 
und  demnach: 

Dann  erhält  man  das  System: 
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XXIIL 

V<W-V<W~  2*1  (j^yVo0o0>otos- 

33.    V<W-0,*<W-  2*0  (^*)fyo,Ot>0,  0,~ 

^»O6O0'-K0»O2O,'-=  2*.  (^*)VooOo'0,Ot- 
nnd  durch  Anwendung  von  26.: 

*•  r  O0O0'     *s  K  0,0,'      °«0»     °<>0» 


»■'j/||+v|/|j|-o,o„.-W 

Die  Zahl  der  auf  diese  Methode  zu  gewinnenden  Relationen  ist 
hiermit  selbstverständlich  noch  nicht  erschöpft.  Ich  sehe  indes  von 
weiteren  Beziehungen  ab,  unterlasse  es  auch,  die  Transformation  3  t er 
Ordnung  für  die  Systeme  II.  und  III.  dieses  Paragraphen  vollständig 
durchzuführen,  indem  ich  glanbe  gezeigt  zu  haben,  wie  fruchtbar 
unsere  Methode  nach  dieser  Richtung  hin  ist 


S6. 

Die  Transformation  fünfter  Ordnung. 

Man  erhält  sämtliche  Producte  der  Transformation  5ter  Ordnung 
wenn  man  in  dem  System  VII.,  §  4p  =  5  setzt. 

I. 

#3(*,*)*s(4M*)  -  ^3(0,20t)$3(5a, 5t) 

#,(*,t)*,(4Mt)  -  to(0,20r)tf,(5*,  5r) 
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i. 

*,(*,*)*,(x,t/«)  -  |*,(o,  £)*,(6r,5*) 

+ io2*»  v0'  — 20 — r*  [*>  — 5~  j 

4.  *  w  /n   *-128H-130\      /     r+32<>\ 
+  Ü*M0,  20 JM*'  ~~ 5~j 

hni 
5ä* 
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I. 

*o(«,*)*i(«i  ^t)-^  4»t(o,6^)»1(6«l6t) 
7wi 

(p  von  0  bis  4) 

Es  kommen  in  der  Transformation  4ter  Ordnnng  ferner  Re- 
präsentanten von  der  Form:  d-a{2x,t)  vor.  Um  nnn  die  Producte 
dieser  Repräsentanten  mit  den  fundamentalen  Thetafnnctionen  zu  er- 
halten, geht  man  von  folgenden  Gleichungen  aus: 

*,<2*,4t) +*,(*», 4«)  -  #»(*>*) 
*8(2o;,  4t)  -  d-t(2x,  4t)  =  »0(x,  r). 

a.  ^3(4z,4t)+*s(4i.4t)  =  *j(2x,t) 

b.  *s(4«,4t)  -  **(4*,4*)  =  *0(2*,t) 

Aus  den  vorigen  Gleichungen  folgt  noch: 

£s(2*,4t)  -  **,(*,  t)  -!*,(«,«) 
t/4    statt    t  gesetzt. 

c.  »s(2x,  r)  -  p3(*,«/4)  ~  i*o(«,*/4> 

Diese  3  Rnlationen  wenden  wir  an: 

*8(i,t)*8(4«,4t)  =  ^3(0,20t)*s(5*,5t) 

,    lijn    4r-32J?\       /      T+32p\ 

*s(*i  *)#»(4*,  4t)  =>  i*»(0, 20r)^$(5a;,  5t) 
Addirt  und  subtrahirt: 
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*,(x,t>»s(2*,t)  =  i*,(0,5r)*,(5*,5*) 


10 
Weiter  ist: 


+  10,5^1°'  "irjM*'  -6""J 
*3(x,  t)#s(*,  r/*)  =  4*s(o,  jy,(6r,  5r) 

*s(*,*)fr0(*,*/*)  -  i*o(o,    iy3(bx,bt) 

Snbtrahirt: 

frs(*,*)*»(2*,r)  -  S2(0,5r)tf8(5*,5t) 

Durch  Substitution  halber  Perioden  erhält  man: 

&,(*,  t)*s(2x,  t)  =  CoSv,(5*,  bi)+Sei&Jx,  Xj^) 

*o(*,  *)*»(2*.  *)  =  *o*o(5*,  5r)+^Cl&0  (s,  — |^) 
A. 

»,(«, f^  r)  =  ^,(5*, 5r)+2Cl*,  (*,  ^~?) 

»i(«,«)»,(a^T)-  *0*i(5*,5*)+^i&i  (*,  ^~?) 

c0  =  4»8(O,5r) 

1       /      T+32e\ 

»s(*,r)»0(2ä!,T)  =  ^)»,(ö«S,6t)+£c1»,(«,  ^~?) 


Digitized  by 


Google 


202  Roh  de:  Zur    Transformation  der  Thetafunclionen. 

/ 
B.  -V*,*)V2*,*)-<^(5o%6t)+äa(*,  x+*^ 

-V*,*)*o(2*,*)  -  cMbx&H-Z^x,  ^^) 
«o  -  J*o(0,5t) 

V*,*)*,(2*,*)  -  Co&8(5*,5r) +.£*,*,(*,  !:*J?£) 

-«►„(*.  *)*»(2*,*)  -  «^„(^tJ+ä,*^«,  ^— ) 
C. 

Co  -  J*«(0,5t) 

Um  nun  die  Potenzen  nnd  Producta  fünfter  Ordnung  zu  bilden, 
mus8  man  zunächst  diejenigen  der  4ten  Ordnung  berechnen. 

Es  ist: 

V(*.*)  -  4*8**3(2*,*) +i*os*o(2*,T)-i**«»,(2*,r) 
V(*,*)  =  W*»(2*,t)  -*V»o(2*,*)+*W(2*,*) 
V(*,*)  =  WWtrf-Po^oV*,*) -¥**»*(**,*) 

Vfo  *)*»(*,*>  =  W^H-«!»»  (*,  ^x) 

*o8(*5*)*i(*,*)  -«o*i(*^/4)+«i*i(«,   !=J") 

V(*. *)«»(*,*)  -  «?o*t(*.*/«)-Ci»t(*,  ^) 

V(*, r)»0(x,x)  =  <*»,(*,  r/4)  -«,»,  (*,  5±?) 
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tf,»(*,«)*i(*,  t)  =  ^  (4»,  4r)-cA  (2«,  2-^p) 
e<>  -  V(0,4t) 

*o"fc*)*i(**>-**i(«i  ^)-K*i(«.  ^) 

#,»(*,  *)*o(<M)  =<***(*,   ^)-«a(«<i  ^) 

16«  4 
16«  4 

V(«,  »)*.(«,  *)#*(*,  *)  -■  «to*i(«s  */4>-K*i  («f    4  ) 

*8,(*,»)*0(*,*)*l(*,*)=«0*l(*,«/4)-K*1  (*,    ^) 

/      t_(_2\ 
-*!*(«,  t)#,(st,  r)*8(*,  x)  —  c0^»(a;,  t/4)—  c,#,  (*,  -j-  j 

-Vfo  *W*.  r)*o(*,  *)  =  «6*i(«,  */i)-*i*i  (*.  ^p) 
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16e~4 

c,  -  -^„*(0,*/4)S8  (o,  ?±-2) 
16«T 

V(«»  *)*o(*,  *)*»(*, *)  =  ^5-0(4*,  4t)-Ci^(2x,-2-^"-) 
V(*>  *W*,  t)*,(x,t)  -  Co^(4x,  ij+c&fa,  ^^j 


*4 


V(«,  *)*»(*,  *)*,(*,  *)  =  «b*,(*,    ^)  +  *l*l(*,    ^) 
— *9i*(*,T)«a(*>*)*l(«,*)  =  ^(«J    ^4-)   ~«1*1  (*,    ^J") 

i 


Roh  de;  Zur  Transformation  der  The  taf und  tonen.  205 

»•"(*.  »JVC*  *)  =  iVs**o(2*,T)  +  iV#s»s(2*,*) 
M«, *)V(*,*)  -  IW^C*.*)  -*Ws(2*,t) 

V(*,  *)»»*(*,*)  =  F«V»»(2*,t)+****Vo(2*,t) 

*,»(*,  *)V(*,*)  -  J*sV#A')-i*M(2«.') 

*»(*,*)*,(*,*)»<>(*,  *)*,(<«•,*)  -  i»oVs»i(2a,r) 

Mit  Hülfe  dieser  Beziehungen  können    wir  die  Transformation 
5ter  Ordnung  durchfahren.    Wir  erhalten: 

#s6(*,r)=i*JI5frj(*,*)»s(2ir,t)+J*8(!r,t)V*o(2*,t)+f»j!s»s(*,t)(*j(2x,T) 

-*W»(P.6*)»,<5*,5*)  + jif&s(o,  ^-^O,  (r,  ^-')) 

+l*,»(»o(0,6t)ff,(&r,  5r)  -Hfe*o(o,  ^-)frt  (*,  !±|-)) 
= J(»88*»(0, 5t) + V#o(0, 5*) + V*»(0,  5t))»8(5*,  5t) 

,V(x,t)  -<%»b<5«,6T)  + £«,*,(*,  ^±|^) 
V(*,*)  =  ^(ßde.örJ  +  Ä.fli  (*,  — P) 

,-i(v»,(o,'+^)  +  W(o,^) 

+V»,(o,  «)) 

*•«(«,  *)**(*,*)  =  "o^(5*,5t)  +  2c,*,  (*,  ^=Ä) 
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V(*,*)»l(*,T)  -  ^(fc^  +  Ä,»,  (*,    !+??•) 

V(»,  *)*»(*,  r)  -  ^(ö*,  5t)+  Ä^j  L  Z&*9\ 

*iV,»)».(a:,T)  -  Co^o^ö^  +  Ä,»,,^,  ^~*) 
«%  -  J(V*»(0,5r)— V*o(0, 5r)  +  *j,»»,(0,5t)) 

'.  =  ä(v».(o,  tt^)-W(o,  Üfs) 

+^,(o,  •*•*)) 

V(*.  W«,  t)  =  «^„(5*,  5t)  +  Ä,*0  (x,  I±|??j 

Vfc *)»,fc r)  -  *,»8(5x,5t)  +  ZCi»,(x,   ^+|?-^ 

V(*,  *)»,(*,  t)  =  ^(Öx.öt)  -f-  2:«.,*,  (*,   ^Ä) 

Vfc  t)*8(i,t)  =  c0#,(5*,5t)  +  ZCl^  L,  ^1^) 
Co  =  i(V»s(0,5T)  +  V»o(0,5t)-  V»,(0,5t)) 

-V,(o,  <+??-')) 

Vfc*)*i(*,*)  =  «ö*t(8«,6»)  +  &,»,  (*,   -~Ä) 
V(x,T)d0(x,  t)  =  c090(bx,  5t)  +  £Cl%  (x,  T+f°\ 
*A*,  *)#,<*,  t)  =  ^8(5x,6t)  +  ä^,(x,   r-±SM 
C  =  i(  V^8(0,  5t)  -  »0s»o(0, 5t)  _  #gs#j(0)  5t)) 

«.-i(v»,(o,'Ä)-W(o,^) 
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#„»(*,  W(*,  t)  =  V>0(5*, 5t)+  2?c,#0(<t,  ^=p) 

V(*«*W(*,r)  =  <^(5*,5t)4-  üe^z,  ^±|2^ 
<*  -  i*A(*A(0,5r)+d-,*s(0,5T)) 

*„*(*,  *)<V(*,*)#o(*,*)  -  c0*0(5*,5r)+  ^#0(1,  ^~8) 
f •*(*,*)*1V,  *>»»(*, r)  =  <^,(5*,5*)+  S4*,  (*,   ^^g**) 

V(*,  *)V(*,  *)**(*,*)  =  *0Of(5s,5T)  +  Ä^,(*.  — !p) 
"0  -  i*»*»(V«(0,5r)-*8*2(0,5t)) 

VK*)V(«,  *)  -  **.(6.,6r)  +  &,«*  (x,  ^Ä) 

*»•<«,  *)V(*S*)  =  «6*o(5*,5r)+  Ä^  (*,  ^Ä) 

-*,»(*,  t)V(*,t)  -  «b»i(5«,6«)  +  Äk*,(«l  ^*) 

«b  -  i*o*s(V8(O,5T)+»s0o(O,5*)) 
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V(*,T)*0^,t)^(*,r)=:c0O8(5!r,5T)  +  2Cl»s (x,  r+^ 
V(*,*)V(*, *)•*!<*, t)  -  c0^{bx,bx)  +  ZCl^x,  ^Ä) 

~V(*,*)V(*,  *)#<>(*,*)  =  cMbxM+Zc&lx,   r-±f°} 
"o  -  i'Va(»o&)(0,5T)  -  S3fr0(0,5r)) 

V (*,  *)  M*, r)  =  c0Öa{bx, 5t)  -f  2^»,^«,  T±~?) 

-#,»(*,  *)V(*,*)  =  C„^(5«,5r)+2?C]^(j;,  ^±|?*) 
«o  =  i*o*t(*i*o(0,  5t)  —  »o*8(0,  5t)) 

V(*,T)V(*,*)»s(*,t)  -  «ö»-.(6«,6»)+Äi»«  (*,  ^i-^ 

V(*,*)V(*,  *)»„(*,*)  =  c0*0(5x,5T)+2:cJfr0  C«,  -±|?i\ 

-*i"fc*)V(*,"T)*i(<rFT)  =  «ö*1(&r,6T)+-S»l»1  (x,   ^t^) 

c0  =  i»o**(*«*o(0|6*)  +  *o*tWi6*)) 

«  =  2Vo<^o(o,  '-±!2-p)+V,(o,  1+**)) 
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Wie  beim  Fall  p  =  3,  so  besteht  auch  hier  eine  Lücke.  Es  können 
nämlich  die  Producta  von  der  Form:  »^a(ar,T)^(a:,r)^y(rr,T)^(a:,T) 
wo  S  beliebig  ist,  « ,  ß  und  y  aber  verschieden  von  einander  sind, 
nicht  durch  die  Repräsentanten  ausgedrückt  werden,  sondern  man 
muss  wieder  die  Klein'schen  Functionen  einführen. 

Ich  versuche  jetzt  die  Transformation  5ter  Ordnung  für  3  Re- 
präsentanten durchzuführen.  Dazu  bediene  ich  mich  einer  Formel, 
die  leicht  aus  V.  in  §  4.  folgt.    Dieselbe  lautet: 

W*>*)*&***)  -  #3(0,5T)tfa(5*,5r) 

+k,?u  ?  -<"•*.(»■  -mr  "•<* -?) 

Nun  kann  man  mit  Hülfe  der  Jacobi'schen  Relationen: 
.     /      t4-32\  ,    iÄ  /      t+2.32\ 

HMW+   *(*=»)  +  .>(.,*£«) 

+♦,(«,  !±|^)  +  *8(x,  ?±^)-6»f<«fc,6T)-0 

und  der  entsprechenden  Relationen  für  die  Nullwerte  der  Argumente 
aus  der  obigen  Gleichung  3  Repräsentanten  eliminiren.     Wenn  wir 

/      t+2.32\       ,       /      t+3.32i 
z.  B.  #s(a?,T/6),  #3U,  — ^ — )  und  #8ls,  —  ^ — J  samt  den  ent- 
sprechenden Repräsentanten  für  die  Nullwerte  eliminiren,  so  erhalten 


wir: 


»i{',»Wfc,*)=»i(0,W^W  -  2«(l-«j* 


(«*»,(«,  ?±12)  _*,(*,  Lb*-i?)+(1„Bf)*f(fe,6t)) 

Area.  4er  Math,  o.  Phy..  3.  Baihe,  Teil  III.  li 

/Google 
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+ (i-.t)»,(o,  6„)(»,  (_  *-±??)-^(,,  =t^?) 

_(a+3,+„.)»l(o-„)_(!±.«L'(,,(0,  <±§?) 
+».(o,  Stf^)))»,««» 

-  (^W>+fl_v,(o,  «4??) 
-«£*(*  **=))•>(*  3?) 

Ebenso  kann  man  alle  analogen  Formeln  aufstellen  und  daraus 
die  Potenzen  und  Producte  der  5ten  Ordnung  gewinnen,  wobei  die 
Cocfficienteu  der  Repräsentanten  rationale  Functionen  für  die  Null- 
werte  der  Argumente  sind. 

Durch  Vergleichung  dieser  Coefficienteu  mit  den  in  §  3.  berech- 
neten findet  man  eine  Anzahl  von  Beziehungen  zwischen  den  ur- 
sprünglichen Functionen  und  3  Repräsentanten  der  5ten  Ordnung. 

Ich  unterlasse  es  jedoch,  dieselben  aufzustellen,  da  einerseits  die 
Relationen  sohr  complicirte  Gestalten  annehmen,  und  andererseits 
das  Princip  klar  ist,  nach  dem  sie  gefunden  werden  können. 

Aus  den  in  diesem  Paragraphen  aufgestellten  Transformations- 
gleichungen fiiessen  für  die  Nullwerte  der  Argumente  eine  grosse 
Anzahl  meistens  unbekannter  Formeln. 

Wir  führen  dazu  die  schon  teilweise  von  Göring  angewandten 
Bezeichnungen  ein,  da  dieselben  für  diesen  besonderen  Fall  den  bisher 
angewandten  vorzuziehen  sind. 

Wir  setzen: 
*s(0,*)  -  P        *3(0,5r)  -  P       *3  (o,  ^jp*)  =  Pf 

*i(0,  t)  =  r        *,(0,  6t)  =  R       *2  (o,  ^—)  =  Rq 
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»»(0,  *)  =  q         *o(0, 5t)  •=  Q         8-o  (o,  ^jp*)  -  Qf 

Dann  erhält  man  folgende  Systeme: 

b(p*P+q*Q+r*R)P+2(pSP0+CLsQ(!+r3R<>)P(>  -  20p5 

1.  5(psP+2sQ+rsÄ)Q-|-S(i>8-Pe-l-99Qf-H-5Äe)Q(.  =  20g* 

5(p»P+g8Q-frsÄ)A+r(psPe+g3Q?+r8Äe)Äe  =  20r5 

5(psP-«sQ+r»Ä)/?+2(psP(.-asQ?+rs^?)Äe  -  20p4»- 
Ö^P-gSQ  -r»i?)Ä+2:(päPe-  gSQ^sjR^  =  20q*r 
h(p3P+q3Q-r3R)Q+£(p3Po+q3Qo-r3R0)Qp  =•  20p*2 
2.  b(piP-q3Q-r3R)Q+£((psPQ-q3Qv-r'iR0)Qv  —  20r<g 
5(pJP+gJQ— r^P+^p^+g^-r»^^  =  20g*p 
5(p8P-5sQ-fr3Äji>+^(l'3^-23Q?+',SÄe)/>  —  20rV 

b(psP-q3Q-raR)P+2(p3Po  -  q3Qv-r3RB)Po  —  0 

3.    5(psP— g3Q+rJÄ)  Q+  £(  p3Pe— g3Qe+rsi?e)  Q?  =  0 

5(p»P-f  o3*}— r3Ä)^+^(psP(.+33Qe-'-3P<,)Ä<>  =  0 

4. 
25(päp-gaQ+r8fi)PQÄ4-^(psPp— gSQ^-f-rSie^P^^  -  20g4pr 
25(päP-fg3Q— r3P)PQß+2:(p3PP+gsQ(>— r'R^PpQpEp  =  20r5pg 
25(p*P-gSQ  -r«Ä)PQÄ+l?(p8Pe— g3^— t^R^PpQoRp  =  20p6gr 

5.     25(p3P+g8Q-fr3Ä)PQÄ+i:(psP(.+g3Q?+'-3-R(,)P?QfB<,  -  0 

b(rP+pR)P+2(rPp+pRp)Pp  =-  20pV 

5(gP+pQ)P+-S(gP(.+pQf)Pe  -  20p3g 
5(gP-h>Q)Q+-£(gPr|-pQ?)Q?  =  20g*p 

6.  b(rQ-qR)Q+2(rQp—qRp)Qp  =  20g2r 
b(rP+pR)R+£(rPp+pRp)Re  —  20r*p 
5(r  Q-gE)/e+2;(rQe  -qR9)R(, 20r!g 

5(rQ-gÄ)P+^(rQe-gfie)Pf  =  0 
b(xP—pR)P+2(rPe—pRp)Ptt  =  0 
5(gP— pQ)P+-£(gPf— pQf)P(.  —  0 
b(rP+pR)Q-t-2(rP0+pR0)Q(,  -  0 
7.  5(gP-pQ)Q+i:(gPe-pQ(,)Q«.  =  0 
5(ra+gP)Q+-S(rQe+gP(,)Q<>  -  0 
öfaP-l-pQjÄ+^gPe-l-pQ^  -  0 
5(rP-pÄ)Ä+^(rPp— pRB)Re  =  0 
S^Q-fgÄ^-f^rO^-f  gÄp)Äf  =  0 

14* 
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2b(rP+pR)PQR+2(rPi,+pRQ)P(>QQR(>  -  0  . 

8.    2b(qP-\-PQ)PQR+2:(qPQ+pQ(!)PeQ9RQ  -  0 

2b(rQ-qR)PQR+2(rQ(>— qR^)PQQQRq  =  0  ! 

b(rP-pR)Q+2:(rPQ^pRQ)Q^  =  20pqr  \ 

9.    5(gP-jpQ)JR:+-S(3Pe-i)Qc)Äe-2()pgr 
b(rQ+qR)P+2(rQQ+qRQ)PQ  -  2Qp2r 

25(rP— pR)PQR+Z{rP^~pR^PQQ^R9  «  20pV2 

10.    25(^7'- 2>Q)PQÄ+^^-~^Q^^Q^c  ö  20p V»* 
25(rQ+ÖJR)POR+2;(rQ(i+g2^)PeQ^ 20p«2r2 

Eine  Anzahl  äusserst  eleganter  und  einfacher  Beziehungen  finden 
wir  noch,  wenn  wir  in  den  Formeln  für  dio  Productc  von  der  Form : 

x  =  0  setzen.    Wir  gelangen  dann  zu  folgenden  Relationen: 

5P*+Pi  Pf  «10p* 
11.    5Q2+  £  Q<?  —  lfy2 

Die  erste  Gleichung  dieses  Systems  ist  schon  in  einer  von  Jacobi 
aufgestellten  Formel  enthalten.    Diese  letztere  lautet: 

M  ü+J(256c2(l—c2)—26)3f0+llJM*— 12Af3+7Af2-2JW+J  —  0. 

Weitere  Gleichungssysteme  sind: 

bPQ+2P9Qe  -  lpps 
12.    5PÄ  +  -SPpÄp  *-  10pr 
bQR+ZQgRp  —  —10gr 
und: 

25P2QÄ+£7y{Q(>Ä(,  =  10p  V 

13.     257^*7*+  ZP9<lfR9 lQp2*r 

257'Otf *  +  SPqQqRq*  =  -  lQpgr2 
Aus  dem  System  11.  ergeben  sich  noch  folgende  Beziehungen: 

14.  b{p*P*—tfV  —  *R^+2{p*P9*—fQ**-*W—Q. 

b(p*P*+q*Q*+r*R*)+2(p*Pe*+q*QQ*^*RQ^  -  20p* 

15.  5(2>2P2+<z2Q*-r27£2)+£(^ 
5(p2P2  —  22Qa-fr2/e2)+-S(i?2Pß2— 22fy2-fr2Äe2)  -  20r* 
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16.     b{r*P*-p*R*)+2(r*PQ*— p*R9*)  =  0 

Endlich  gewinnt  man  aas  12.  die  Relationen: 

17.  &(pbQR^PR^PQ)+2(p*QeR(>^P9RQ+rSPQQ9)  =  o 
und  zuletzt: 

18.  b(rbPQ+tfPR-pbQR)+2(r*PQQ9+q*PQR9--pSQeR(>)  —  2QpV 
ÖC^PQ—^PÄ-hj^ÄJ+^r^Qp— ^PqRq+pSQqRq) 20gV 

Sämtliche  auf  diese  Weise  gefundenen  Relationen  zeichnen  sich 
durch  Uebersichtlichkeit  und  Symmetrie,  einzelne  auch  durch  Ein- 
fachheit aus.  Ich  will  jetzt  abbrechen,  da  ja  die  Methode  gegeben 
ist,  für  eine  jede  ungerade  Primzahl  Beziehungen  zwischen  den  Re- 
präsentanten aufzustellen. 
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XL 

Miscellen. 


1. 

Ueber  complementftre  Punkte. 

Sind  in  Bezug  auf  das  Axendreieck  ABC 

Pa     pb     pc 

die  trimetrischen  Punktcoordinaten  (proportional    den  Scitenabstäu- 
den)  des  Punktes  P;  so  wollen  wir  den  Punkt  mit  den  Coordinaten : 

Pb+pc     Pc  +  Pa     pa-\~pb 

den  zu  P  complementären  Punkt  nennen. 

Die  Construction  des  Punktes  pb-\-pe  ist  folgende: 

P  =  p«  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC,  J  das  Inkreiscentrum  desselben.  Die  Harmonikale  (gerade 
Polare)  von  J  treffe  AP  in  8.  AJ  schneide  BC  in  Ja.  Die  SJi 
begegnen  sich  im  Punkte  Pt  =  pb  +pc- 

Es  ist  nämlich  J=  1,  1,  1.  Dieselbe  Form  hat  die  Harmoni- 
kale von  J.    Ferner  ist: 

AP=0  pc  — pb 

fi  =  pb  -\-pc    —pb  —pc 

Ja  ==  0  1  1 

%Ja  =pb—pc     pb-\~Pc  —  (pb  +  Pc)- 

Die  HJa  treffen  sich  im  Punkte  P3  =  ^6-f-/>c. 
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CoB8truiren  wir  zu  Pt  den  complementären  Punkt  P2,  so  ist 

Ps  sei  complementär  zu  P2,  P4  zu  P3,  . . .  Ptt+i  zu  P„.    Sei  nun 
dann  erhalten  wir: 

Pn+l  =  g>Mp6  +Pc  +Pa+  <Pnpc-{-pa-\-pb 
=  tya  +  (1  +  <pn)  (  P6  +pc) 


Also  ist: 


=  (1+^,)**+*»+* 


9>«+i  — 


l+* 


'n 


Demzufolge  ist  g>0  — oo,  qp1  «  0  und  für  die  folgenden  Werte 
von  q>  erhalten  wir  die  Reihe: 


2 

2 

6 

10 

22 

42 

86 

170 

1* 

3' 

5' 

ii' 

21' 

43' 

85' 

171' 

Die  Reihe  der  Nenner  rw  der  Brüche  <pr  ist  definirt  durch  die 
Gleichung 

nr  «2nr-i  +  (—  l)r-l 

Aus  derselben  folgt: 

Kr=2'-S  +  2r-3  —  2»-4-f-   ...   +(— l)r-l 
=  2"~*     .|_  2r-3  _  2*-4  +   .  . .  +  (—  l)r-l 

«=  2'-1     —  2*-2  +  2»-3—  ...  +(—  l)'-i 

2» -(-!)' 
—  3 

Allgemein  ist: 

2[2»-*-(—  l)"-1] 
V"—       2»-(-l)* 

^H  nähert  sich  bei  wachsenden  n  der  Einheit.  Der  Punkt  Poo  wird 
also  der  Punkt  pa+p&-f-2>c  =  1.  Je  öfter  also  die  angegebene  Con- 
struction  wiederholt  wird,  desto  näher  gelangt  man  zum  Inkreis- 
centrum. Da  die  angegebene  Construction  durch  Projection  sich  nur 
insofern  vorändert  als  der  Punkt  J  ein  beliebiger  Punkt  Q  des  Drei- 
ecks ABC  wird,  können  wir  folgenden  Satz  aussprechen: 

Es  seien  P,  Q  zwei  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  des  Drei- 
ecks ABC.  Trifft  AQ  die  BC  in  Qaf  die  Harmonikale  von  Q  die 
AP  in  Ä;  so  schneiden  sich  dio  H  Qa  in  einem  Punkte  P,.  Wird 
dieselbe  Construction  statt   mit  P  nun  mit  P,  wiederholt,  so  erhält 
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man  einen  Punkt  P2.  Wird  ebenso  mit  P2  wie  mit  P,  construirt 
und  dieses  Verfahren  fortgesetzt,  so  nähert  sich  immer  mehr  der 
Punkt  Pr  dem  Punkte  Q. 

Die  Verbindungsgerade  eines  beliebigen  Punktes  P  =  p«  mit 
seinem  complementären  Punkte  Pt=pb-\-pc  ist  die  Gerade  pb—pc 
Diese  geht  aber  auch  durch  das  Inkreiscentrum  J;  also: 

Ein  beliebiger  Punkt,  der  complementäxe  desselben  und  das  In- 
kreiscentrum liegen  in  einer  Geraden. 

Jeder  Punkt  der  Geraden  PJ  hat  die  Form 

<PPa-\~Pb+pc 

und  ihm  entspricht  complementär  der  Punkt 

Die  Parameter  der  Doppelpunkte  der  beiden  Punktreihen : 

2 

*    IT» 

ergeben  sich  aus: 

2 

und  sind:  +1,  —2.    Die  Doppelpunkte  haben  also  die  Formen: 

Pa  +pb  -\~pc  —  2pa  -\-pb  +pc 

Da  ausserdem 

2(-2pa+pb+pc)-0, 
haben  wir  den  Satz: 

Auf  jeder  durch  das  Inkreiscentrum  eines  Dreiecks  gehenden 
Geraden  gibt  es  ausser  dem  Inkreiscentrum  noch  einen  Punkt,  der 
mit  seinem  complementären  zusammenfällt;  derselbe  liegt  zugleich 
auf  der  Harmonikaien  des  Inkreiscentrums. 

Die  Punkte  P  =  p^  Q  =  pbpc  heissen  reciproke  Punkte.  Der 
complementäre  Punkt  Q1  von  Q  =  pbpc  hat  die  Form : 

pCpa"\-papb  "=*  pa(pb  +Pe) 

Derselbe  kann  direct  durch  folgende  Construction  erhalten  wer- 
den : 

P  =  pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC,  J  das  Inkreiscentrum  desselben.  A  J  treffe  BC  in  Ja,  AP  die 
JbJc  in  A\    Die  A'Ja  schneiden  sich  im  Punkte 

Q2  =  pa(pb  +Pc)- 
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Es  ist  nämlich: 

AP  =      0 

Pe 

—  Pb 

Ja=       0 

1 

1 

J*/c==-l 

1 

1 

Af  —pb+pc 

Pb 

Pe 

A  Ja  =  pb — pe 

—  (pb+pc) 

Pb+pc 

217 


Die  A'Ja  treffen  sich  im  Punkte  Qt  ^pa(pb-]rpc). 

Schliesslich  sei  noch  auf  einen  Zusammenhang  der  complcmon- 
tären  und  reciproken  Punkte  hingewiesen.  Trifft  AP(P  =  pa)  die 
BC  in  Pa  und  sind  Pa  die  complementären  Punkte  der  Pa,  so  schnei- 
den sich  die  APa'  in  Q  =  pbpc. 

Es  ist  nämlich: 

Pa  =0  pb  pe 

Pa=pb-{-pc  pe  pb 

APa'  ==  0  pb  —pe 

Die  APa   treffen  sich  in  Q=pbpe> 

Es  kann  also  der  zu  einem  gegebenen  Punkte  reciproke  Punkt 
auf  folgende  Weise  construirt  werden: 

P  =  pa  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks 
ABC,  ./  dessen  Inkreiscentrum.  AJ  treffe  BC  in  Ja,  die  Harmoni- 
kale von  J  die  AP  in  91.  Die  Verbindungsgeraden  der  Schnitt- 
punkte (yiJa,  JbJe)  mit  den  Gegenecken  gehen  dnrch  den  Punkt 
Q  =  pbpc. 

Wien,  October  1885. 

Emil  Hain. 


Einige  Sitze,  die  sieh  auf  reguläre  Polygone  beziehen,  und  daraus 
sieh  ergebende  trigonometrische  Relationen« 

I. 

Bevor  wir  auf  unser  Thema  näher  eingehen,  sei  es  uns  gestattet, 
einige  Bemerkungen  über  die  Symmetrieaxen  einer  algebraischen 
Curve  zu  machen. 

Zu  irgend  einer  algebraischen  Curve  werden  im  allgemeinen 
nicht  notwendig  eine  oder  mehrere  gerade  Linien  gehören,  welche 
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die  Curve  in  zwei  gleiche  Hälften  teilen.  Sind  jedoch  solche  Linien 
—  Symmetrieaxen  der  Cnrve  —  vorhanden,  so  werden  dieselben  ge- 
wissen Bedingungen  unterworfen  sein.  Zunächst  müssen  sie  sich, 
einem  bekannten  Theorem  der  alg.  Curven  zufolge,  in  einem  und 
demselben  Punkte  schneiden. 

Was  ferner  x  die  Anzahl  derselben  anbelangt,  so  ergiebt  sich, 
dass  zu  irgend  einem  Element  (Punkt  oder  Tangente)  der  Curve  aus 
Gründen  der  Symmetrie  mindestens  die  doppelte  Anzahl,  als  die  Curve 
Symmetrieaxen  hat,  solcher  Curvenelemente  einem  Kreis  um  den 
Schnittpunkt  der  Symmetrieaxen  angehören. 

Daraus  folgt  sofort,  den  Kreis  und  die  gerade  Linie  ausge- 
nommen, dass  keine  Curve  mehr  Symmetrieaxen  besitzen  kann,  als 
ihr  Grad  oder  ihre  Gasse  beträgt.  Ist  dies  dennoch  der  Fall,  so 
zerfällt  die  Curve  notwendig  in  concentrische  Kreise.  Dies  ermög- 
licht es  uns  folgenden  Satz  auszusprechen: 

„Jede  Curve,  die  mehr  Symmetrieaxen  zulässt,  als  ihre  Ordnung 
„oder  Classe  beträgt,  besteht  notwendig  aus  einem  oder  mehreren 
„concentrischen  Kreisen". 

IL 

Der  oben  entwickelte  Satz  ermöglicht  es  uns  bei  ganzen  Gruppen 
geometrischer  Oerter,  die  sich  auf  reguläre  Polygone  beziehen,  im 
voraus  schon  zu  behaupten,  dass  dieselben  aus  Kreisen  bestehen. 
Alle  diese  Oerter,  welche  sich  auf  alle  Seiten  des  Polygons  gleich- 
artig beziehen,  besitzen  nämlich  notwendiger  Weise  so  viele  Sym- 
metrieaxen als  das  Polygon  Ecken  oder  Seiten  hat 

Sind  so  z.  6.:  av  a2,  «3  ...  an  die  Entfernungen  eines  Punktes 
P  von  den  Seiten  und  ßt ,  ßt  . . .  ßn  die  Entfernungen  des  Punktes 
von  den  Ecken  des  Polygons,  so  zerfällt  jede  der  Curven : 

<p(a)  =  cfjP  a%*  or8r  +  -  ««'  +  «ap  aaq  •••«/+  -  +  «*?  aiq  •••  *»-i* 

=  const  (p + g.  +  ».*  <  n) 
und 

1,(01)  =■  ßf*  ß& ...  ßj*  +  ßjtßj* ...  ß*  +...  +  ßn*  ßi*  ...  ßn-l* 

= const  (p  +  2+-'<D 
in  concentrische  Kreise. 

Hiebei  haben  wir  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  der  Mittel- 
punkt des  Polygons  von  sämtlichen  Seiten  gleichartige  Entfernung 
hat 
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Fassen  wir  dieses  Resultat  zusammen,  so  finden  wir  folgenden 
Doppelsatz: 

„Beschreiben  wir  um  den  Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  irgend 
„einen  Kreis,  so  hat  jede  Function,  die  durch  cyklische  Vertauschung 
„der  Entfernungen  eines  Punktes  des  Kreises  von  den  Seiten  oder 
„die  durch  die  Quadrate  der  Entfernungen  des  Punktes  von  den 
„Ecken  des  Polygons  gebildet  wird  einen  festen  Wert,  der  Punkt 
„möge  auf  dem  Kreise  liegen,  wo  er  wolle;  wenn  nur  der  Grad  der- 
selben kleiner  als  die  Seitenzahl  des  Polypons  ist";  oder: 

„Jede  auf  die  obige  Art  entstandene  Function  eines  Punktes  in 
„Bezug  auf  ein  reg.  Polygon  ändert  sich  nicht,  wenn  das  Polygon 
„um  seinen  Mittelpunkt  gedreht  wird". 

Von  den  vielen  Folgerungen,  die  sich  als  specielle  Fälle  aus 
dem  allgemeinen  Satz  ergeben,  sei  nur  erwähnt,  dass  z.  B.  aus 

q>(ä)  =»  «i«8+«2a3+  •••  a»*i  ■■  const 

2n 
folgt,  wenn  wir  sämtliche  Glieder  mit  sin  —  multipliciren. 

Fällen  wir  von  irgend  einem  Punkt  eines  Kreises,  der  um  den 
Mittelpunkt  eines  reg.  Polygons  beschrieben  ist,  Lote  auf  die  Seiten 
des  Polygons  und  verbinden  deren  Fusspunkte,  so  entsteht  ein  Po- 
lygon von  constautem  Inhalt.  (Es  ist  dies  ein  spec.  Fall  eines  Stei- 
ner'schen  Satzes,  in  dessen  Abhandlung  über  Fusspunktscurven). 

Multipliciren  wir  ferner  <p(a)  mit  einer  eotsprechenden  Potenz 
der  Seitenlänge  des  Polygons,  so  finden  wir  überdies,  dass  an  Stelle 
der  Entfernungen  eines  Punktes  von  den  Seiten  des  Polygons  die 
Dreiecke  treten  können,  welche  der  Punkt  mit  den  Seiten  des  Po- 
lygons bildet. 

Wird  ferner  der  Wert  von  tp(a)  oder  y(ß*)  zu  Null,  so  können 
wir  die  Gleichung   q>(a)   oder   ^(ß^)  durch  irgend  eine  Potenz  von 
o,flf8a3  ...  er»  resp.  ßi2ßi*ß3*  ...  ßn*  dividiren  und  erhalten  alsdann 
ebenfalls  als  Oerter  bestimmte  Kreise.    So  stellt  z.  B.: 
1.1.         1 

«1  <*2  **» 

die  Kreise  dar,  welche  um  den  Mittelpunkt  des  Polygons  beschrieben 
sind  und  die  durch  die  Schnittpunkte  je  2  er  Seiten  eines  Polygons 
gehen. 

Ist  z.  B. :  P  eiu  Punkt  des  Umkreises  des  reg.  Dreiecks  ABC, 
so  wäre,  wenn  PAX ,  PB1  und  PCt  die  Entfernungen  des  Punktes 
wn  dessen  Seiten  sind: 
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P^  ^  P^  ^  PG^ 
oder: 

£  ^£P^  &  4CP  ^  J?CP 

Ebenso  ist  der  Hauptsatz  noch  giltig,  wenn  an  Stelle  der  Func- 
tion <p(«)  oder  i/>(ß2)  tritt,  jedoch  ist  hiebei  stets  zu  achten,  dass 
alsdann  keine  der  n  Symmetrien  verloren  geht. 


III. 

So  mannigfaltig  auch  diese  Sätze  in  Bezug  auf  reguläre  Poly- 
gone sind,  um  so  interessanter  sind  dennoch  die  Folgerungen  in 
goniometrischer  Beziehung,  indem  dieselben  uns  gestatten  ohne  wei- 
teres eine  Fülle  von  Relationen  aufzustellen. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  y(«)  unter  den  gegebenen 
Beschränkungen  einen  Kreis  darstellen  muss,  die  Constante  möge 
irgend  welchen  Wert  haben,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass  <p(a)  oine 
Function  der  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkt  des  Polygons 
sein  muss,  oder  mit  andern  Worten,  dass,  wenn  die  Gleichungen 
der  Seiten  des  Polygons 

a8iha-|-ycosa — p  =■  0 

ssin  r^+«)+yC08(-£+<y—  P  ssa° 


a:sin^-fa)+yCOS^-faJ-i)  =  0 


u.    s.    w. 

sind,  die  Gleichung  <p(a)  eine  ganze  rationale  Function  von  x%-\-y% 
sein  muss.  Daraus  folgt  sofort,  dass  sämtliche  Glieder  der  Function 
q>(a\  welche  nicht  sowohl  x  als  y  in  gerader  Potenz  enthalten,  ver- 
schwinden müssen,  oder  mit  andern  Worten,  wir  erhalten  aus  jeder 
der  Gleiehungen  ?(«)  eine  Reihe  trig.  Relationen. 

So  geben  z.  B. 
1)  «i  +  «2  +  «3  +•••  <*»  =  ?(«) 

sma+sinl  — |-a  )  -f-sinl — |-«  )+...sml n-f-a  j  -=0 

/2n  ,     \   ,         (Atz  ,     \   ,  /2n-2      .     \      ^ 

COSa-j-COsf  — +0fl  +  COsl  —  +  a  J+...C08( «  +  «)«0 
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2)  «1*2  + «2*3  +   •••    «»«1  —  V(«) 

sin  «  cos  (  -*+  * J  +  sin  (^+  «Jcosf  — +  «J 

+  sin  I |-a  lcosC f-aH-...sinl rc-f-a  I  cos  or  =  0 

3)  «l«3  +  «2tt4  +  a3«5  +    ••■    =  9(«) 

sin  et  cos  (-^+  «  J  =  sin  (-^+  ö)cos(-^  +«J  + ... 

+  ...siii('-^«+ff)cos(-^+ffj  -  0 

4)  «l«4  +  «2«5  +    •••    —   9>(«) 

sin  ff  cos  I |-«l  +  siuf \-a  jcosl (-«  )  +  ... 

.  /2n-2     ,    \      /4*  ,    \ 
+  ...sm^-— —  *+«^cos^—  +ctj  «=  0 

U.      8.      W. 

5)  ff!8  +  «2S  +  0r33+   •    •   +  «*3  —  9>(«) 

sin8ff+sins  ( |-aj+8in8( |~ffJ+...-fsin8( rc+ffj  =  0 

cos3«+cos*  f f-«  J+cos3( —  +«  )+..+cos3( n  -\-aj  =  0 

sin2«  cos  «+ sin*  f \-aj  cosf (-«)+... 

.  , /2n— 2      ,     \         /2n— 2      .     \        ^ 
+ ...  sin8  ( rc  +  ffj  cos( 7r  +  ff  )  =  0 


u.    s.    w. 
Allgemein,  ist  stets 

wenn  a  von  0  bis  n  sich  ändert,  p+?  <0*  ißt,  und  p  und  3  nicht 
beide  gleichzeitig  gerade  sind,  «  möge  alsdann  einen  Wert  haben, 
welchen  es  wolle,  und  b  irgend  eine  ganze  Zahl  sein. 

IV. 

Wird  ferner  der  Halbmesser  des  Polygons  unendlich  klein,  so 
sind  dennoch  alle  die  angewandten  Schlüsse  giltig,  und  wir  können 
an  Stelle  der  a  in  g>(#),  die  mit  einer  Constanten  multiplicirten  Si- 
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nusse  und  Cosinusse  der  a.  —  +  <*> hff  u.-s.  w.  setzen  und  er- 

halten  hieraus  unter  Berücksichtigung  der  in  III.  entwickelten  Re- 
sultate, z.  B. : 

sin*a+sin*  (-* +  «)+sin2*(^  +«)+... 

+...sin24 n-\-aj=cOTßt 

)2p<n 

C082Pa-fcOS?p(   -+aJ+COS2P(  —  -f«J-f... 

0/2n  -  2      ,     \ 
+...cos2H n-\-u  J«  const 

sin^cos^a-fsin2*  (-^+«)cos2*  (  —  +«)+.. 

+...sin2*i 7C+«  Jcos2«(— « — »+«  )  —  const  (2jp-f  2g  O) 

u.    8.    w. 
Allgemein  ist  stets: 

S**  (*? +•) cos2<  l5^ "+ •)  - const  ("+«<0 

Wir  glauben  kaum  noch  hinzufügen  zu  müssen,  dass  mittelst 
dieser  entwickelten  Relationen  sich  eiue  ganze  Reiho  transcendenter 
Gleichungen  lösen  lassen. 

So  liefert  z.  B.  die  Gleichung 

l  +  C0S8a:-)-C0832a;  +  c0833iC  +  C0884a;  tt  ö 

2it 

für  x  den  Wert  — ;  die  Gleichungen 

o 

cos  2a;  —  sin  x  —  £ 
und 

cos8  2s  —  sin8«  =»  $ 
für  x  den  Wert  j^  u.  s.  w. 

Weingarten,  im  Okt.  1885. 

B.  Sporer. 
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3. 

Zur  Theorie  der  Kegelschnitte. 

I  Die  Gleichung  y*—  2mx  +  nx2  ■»  0  gehört  einer  Kegelschnitts- 
Hnio  K  an,    welche  die  Achse  OY  in  O  berührt,    den   Mittelpunkt 

0,   — )   und  den  Durchmesser  ON=  —  in   der   Achse   OX 
n)  n 

liegen  hat.     K  ist  für  n  «  0  eine  Parabel ,   für  n  >  0  eine  Ellipse, 

für  n  <  0  eine  Hyperbel.  Ist  P  ein  Punkt  der  Linie  K  und  OQ*=*x0, 

QP  «  y0,  dann  trifft  die  Gerade  NP  die  Ordinatenachse  OFin  einem 

Punkte    Ä,    der  so   liegt,  dass    sich     OR:  ON  =  PQiQN    oder 

OR  :  —  =y0:  (—  -  <r0  )  verhält,  also  Oß  =  -^°—  ist.     Da  P 
auf  J5T  liegt,  so  muss  y02  — «0(2tn  — «a-0)«0  und  0/2= sein. 

Die    Tangente    T  an    Ä    im    Punkte    P  hat   die    Gleichung 

(& — Ä0)(Äm+wo)  +  (y-"yo)yo  =  Oj  woraus  für  den  Schnittpunkt 
S  von  T  mit  OY  die  Ordinate  Oä  =  y°  —"**<> -h'go_  fol^,   Berück. 

y° 
sichtigt  man,  dass  ?0,  y0  der  Gleichung  von  K  genügen,  so  ergibt  sich 

OS  =  — -  und  somit:  OS  =»  -$-,    Die  durchgeführte  Rechnung  gilt 

sowohl  für  rechtwinklige,  wie  für  schiefwinklige  Coordinaten,  und  wir 
können  deshalb  sagen: 

Die  Tangente  im  Punkte  P  einer  Kegolschnittslinie  halbirt  jene 
Strecke  OR  auf  der  Tangente  im  Endpunkte  O  eines  Durchmessers 
OiV,  welche  zwischen  O  und  der  Geraden  NP  liegt. 

Dieser  Satz  lehrt  uns  die  Gonstruction  der  Tangente  im  Punkte 
P  eines  Kegelschnittes,  von  dem  noch  ein  Durchmesser  ON  und  die 
Richtung  des  conjugirten  Durchmessers  bekannt  sind-,  sowie  auch 
die  Gonstruction  des  Berührungspunktes  der  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes, von  welchem  noch  ein  Durchmesser  ON  und  die  Richtung 
des  conjugirten  Durchmessers  gegeben  sind. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  dann  weitere  Punkte  und  Tangenten 
der  Linie  K  nach  dem  Verfahren  gefunden  werden  können,  welches 
früher  (Neue  Construction  etc.  Arch.  S.  108—110)  besprochen  wurde. 
Die  Methode  modificirt  sich  nur  so,  dass  0,N,P  an  die  Stelle  von 
A,  B,  C  treten,  und  anstatt  der  durch  C  zu  AB  gezogenen  Parallelen 
die  Tangente  in  P  zu  benutzen  ist  Nähares  hierüber  wollen  wir  an 
anderem  Orte  veröffentlichen. 
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II.  Die  Polargleichung  der  Kegelschnittslinicu  hat  die  Form 
r(l-J-gcostt)  ■=  p,  wenn  der  Pol  O  ein  Brennpunkt  ist,  und  die  Haupt- 
achse des  Kegelschnitts  in  der  Polarachse  OX  liegt,  p  ist  die  Hälfte 
des  Parameters  VW,  und  man  hat  eine  Ellipse,  wenn  #<l;einc  Pa- 
rabel, wenu  g  =  l;  eine  Hyperbel,  wenn  q  ]>  1  ist 

Die  Tangente  T  im  Punkte  P...  (ru  m,)  hat  die  Gleichung 

r[((Z  "f~ cos  "i)  ri cos  u  "f"  ri  aiü  ^i  8*n  tt]  =  Pri 
und   schneidet   die   Gerade  VW  in   einem    Punkte  £,   für   welchen 

7C  .  P 

u  =  o   und  r  =  O/S  =»  -r* —  ist. 
2  sinuj 

Es  besteht  deshalb  die  einfache  Relation:  p  =  OS  sin  w,,  und  die 
Parallele  zu  OX  durch  den  Endpunkt  \  des  Parameters  VW  muss 
auf  dem  Radiusvector  OP  des  Berührungspunktes  jP  dasselbe  Stück 
abschneiden  wie  die  Tangente  T  auf  der  Geraden  O  V\  u.  zw.  ist  es, 
weil  q  in  der  Formel  nicht  vorkommt,  ganz  gleichgiltig ,  welche 
Kegelschnittslinie  vorliegt.  Diese  Tatsache  lässt  sich  bei  vielen  Con- 
struetionsaufgaben  mit  Vorteil  verwenden. 

Obige  Formel  begründet  aber  auch,  da  sin«!  und  sin(rc — t^) 
gleich  sind,  folgenden  Satz  und  dessen  Umkehrung. 

Wenn  Kegclschnittslinien  denselben  Parameter  VW=*  2p  haben, 

dann  berühren  die  von  einem  Punkte  S  der  Geraden  VW  an  alle 

Kegelschnittslinien  gezogenen  Tangenten  in  Punkten  zweier  Geraden, 

die  durch  den  gemeinsamen  Brennpunkt  O  gehen  und  mit  der  Haupt- 

P 
achse  ^Vinkel  bilden,  deren  sinus  gleich  -r-=  ist. 

Zu  den  Kegelschnittslinien  ist  selbstverständlich  auch  der  Kreis 
mit  dem  Durchmesser  VW  zu  zählen. 

Pola,  im  November  1885. 

Fr.  Schiffner. 
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Verlag  von  Friedrieh  Vieweg  &  Sohn  in  Braunschweig. 

(Zu  bezichen  durch  jede  Buchhandlung.) 
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Der  elektromagnetische  Telegraph 

in  den  Hauptstadien"  seiner  Entwickelnng  und  in 
seiner    gegenwärtigen    Ausbildung    und    Anwendung,     nebst    einen 

Anhange  über  den  Betrieb  der  elektrischen  Uhren. 

Ein  Haudbuch    der    theoretischen  und  praktischen  Telegraphie  füi 

Telcgraphenbearate,  Physiker,  Mechaniker  und  das  gebildete 

Publicum  von 

Dr.  U.  Schellen. 

Bearbeitet  von  Joseph  Kareis. 

Sechste  gänzlich  umgearbeitete  Auflage.    Mit  zahlreichen  Holzstichen. 

gr.  8.    geh.    5.  Lieferung.    Preis  4  Mark  20  Pf. 
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Theorie  der  Mathematik  und  Physik 

toh 

Dr.  phil.  K.  Kroman, 

Professor  d.  Philosophie  a.  d.  Unirereitit  in  Kopenhagen. 


Von  der  könisrl.   däu.  Akademie  der  Wissenschaften   mit  der  goldenen 
Medaille  gekrönte  Preisschrift. 
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Dr.  phil.  R.  y.  Fischer -Bemon, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Kiel. 

Preis  10  Mark. 
Im  Verlage  von  Aug.  Stein  in  Potsdam  erschien: 

Sammlung  von  arithmetischen   und  algebraischen  Fragen 

und  Aufgaben,  verbunden  mit  einem  systematischen  Aufhau  der 
Begriffe,    Formeln    nnd  Lehrsätze   der   Arithmetik   für  höhere 
Schulen  von  Dr.  II.  Schubert,  Oberlehrer  in  Hamburg.    2  Hefte 
zu  je  1,80  Mk.    Resultate  dazu  80  Pf. 
System   der  Arithmetik  und  Algebra  als   Leitfaden  ftr 

den  Unterricht    in    höheren  Schulen   von  Dr.   H.   Schubert, 
Oberlehrer,    geb.  2  M. 
Urteil  d.  „Blätter  f.  d.  bayer.  Realschulwesen"  1885,  Heft  4: 

Eine  ganz  vorzügliche  Sammlung,  geeignet  mit  der  Heis'schen  in  Kon- 
kurrenz zu  treten,  da  sie  mit  dieser  einen  Vergleich  in  keiner  Weise  «u 
scheuen  hnt.  Für  Schulzwccko  dürfte  sie  sogar  um  ihrer  streng  nach 
den  Schwierigkeiten  der  einzelnen  Aufgaben  getroffenen  Anordnung  und, 
weil  mit  ihr  zugleich  ein  kurzgefasstes  Lehrbuch  der  in  den  Aufgaben 
angewandten  Lehrsätze  verbunden  ist,  den  Vorzug  verdienen. 
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Diophantos  of  Alexandria;  a  study  in  the  history  of  greek 
algebra.  By  T.  L.  Heath,  B.  A.  Scholar  of  Trinity  College,  Cam- 
bridge. Editod  for  the  Syndics  of  the  university  press.  Cambridge 
1885.  Deighton  Bell  and  Co.  London,  C.  J.  Clay  and  son.  Leipzig, 
F.  A.  Brockhaus. 

Als  Hanptteil  des  Boches  ist  derjenige  betrachtet,  welcher  von 
der  Lehre  des  Diophantos  handelt,  während  das  übrige  als  historische 
Einleitung  bezeichnet  ist  Diese  sacht  zuerst  das  Jahrhundert,  in 
welchem  er  lebte,  durch  Schlüsse  aus  einzelnen  Stollen  zu  ermitteln. 
Einige  Data  aus  seinem  Leben  sind  durch  ein  Epigramm  erhalten. 
Die  Zeit  der  Bearbeitung  seiner  Werke  hingegen  ist  in  weitem  Um- 
fange ungewiss.  Sie  blieben  damals  unbeachtet  und  fielen  in  Ver- 
gessenheit Nach  vorläufiger  Annahme  wird  er  als  Zeitgenosse  des 
Pappos  in  die  letzte  Hälfte  des  dritten  Jahrhunderts,  100  Jahre  vor 
Thcon  und  Hypatia,  gesetzt.  Man  weiss  überhaupt  von  3  Werken 
des  Diophantos:  von  13  Büchern  der  Arithmetika,  dem  Werke  über 
die  Polygonalzahlen  und  den  Porismen.  Von  jenen  13  Büchern  exi- 
stiren  noch  6,  von  der  Schrift  über  Polygonalzahlen  nur  ein  Frag- 
ment, Porismen  finden  sich  nur  in  der  Arithmetik,  das  Buch  selbst 
scheint  verloren.  Es  wird  vermutet,  dass  die  verlorenen  2  Werke 
Teile  der  Arithmetik  gewesen  sind.  Im  Vorliegenden  geht  ein  Capi- 
tel  sehr  vielseitig  auf  die  Untersuchung  dieser  Schriften  im  allge- 
meinen ein,  das  nächste  stellt  die  alten  Schriften  über  Diophantos 
zusammen.  Von  da  an  beginnt  die  Darlegung  seiner  Lehre  selbst 
Diese  betrifft  die  Auflösung  der  Gleichungen,  und  zwar  der  bestimm- 
ten bis  zum  3ten,  der  unbestimmten  bis  zum  6ten  Grade.    Die  Ge- 
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suchte  heisst  dQi&pog,  ihr  Quadrat  övvaiug,  xtXQay&vos,  ihr  Kubus 
xvßog,  abgekürzt  geschrieben  und  daraus  die  4te,  5te,  6te  Potenz, 
multiplicativ  zu  verstehen,  zusammengesetzt,  die  Ote  Potenz  povag. 
Die  Coefficienten  werden  hintor  diese  Potenzen  in  gewöhnlichen 
griechischen  Zahlzeichen  gesetzt;  die  Terme  folgen  ohne  Pluszeichen 
auf  einander;  für  minus  existirt  die  Abkürzung  A«^,  auch  t/;;  das 
Zeichen  für  die  Gesuchte  ist  das  Schlusssigma.  Die  bestimmten 
Gleichungen  gelten  für  aufgelöst,  sobald  nur  eine  Radicirung  bleibt 
Deren  Ausführung  fehlt;  es  werden  nur  Grenzen  für  die  Wurzeln 
angegeben,  doch  muss  der  Begriff  der  Irrationalen  vorausgesetzt 
werden.  Von  Mehrheit  der  Lösungen  ist  nie  die  Rede,  und  zwar  ist 
die  angenommene  Lösung  stets  positiv.  Ebenso  wonig  ist  der  Ge- 
danke zu  erkennen,  dass  gewisse  Classcn  von  Gleichungen  lösbar 
seien.  Es  werden  nur  numerisch  bestimmte  Beispiele  behandelt,  und 
zwar  im  Anfang  die  am  leichtesten  lösbaren  Fälle  gewählt  Die  Lehre 
von  den  unbestimmten  Gleichungen  besteht  aus  Aufgaben,  welche 
fordern,  Functionen  einer  oder  mehrerer  gesuchter  Rationalzahlen  zu 
Quadraten  oder  Kuben  zu  machen.  Es  werden  öfters  mehrere  solche 
Forderungen  au  das  System  gestellt.  Die  Porismen  unterscheiden 
sich  von  diesen  Aufgaben  als  zahlentheorctischo  Lehrs&tze.  Von 
diesen  sind  einige  aufgeführt.  Der  Verfasser  stellt  nun,  nach  Charak- 
tcrisirung  der  Methoden  des  Diophantos,  dessen  Leistungen  zusammen 
mit  seineu  Vorgängern,  dann  mit  der  nachfolgenden  Algebra  der 
Araber,  und  gibt  zuletzt  Auszüge  aus  allen  6  Büchern  der  Arithmetik. 
Die  Schrift  von  Heath  verdient  durch  Sorgfalt,  Vielseitigkeit  und 
richtige  Auswahl  des  Beachtenswerten  hohe  Anerkennung.  Von  ihren 
Vorgängern  ist  eine  grosse  Anzahl  aufgeführt,  wiewol  nur  auf  wenige, 
wiederholt  nur  auf  Nesselmann  „Die  Algebra  der  Griechen44  Berlin 
1842  Bezug  genommen.  H. 

Verba  filiorum  Moysi,  filii  Sekir,  id  est  Maumeti,  Hameti  et 
Hasen.  Der  über  trium  fratrum  de  geometria.  Nach  der  Lesart 
des  Codex  Basileensis  F.  II.  33  mit  Einleitung  und  Commentar  her- 
ausgegeben von  Maximilian  Curtze,  M.  A.  N.,  Oberlehrer  am 
Königl.  Gymnasium  zu  Thorn.  Mit  in  den  Text  eingedruckten  Holz- 
schnitten.   Halle  1885.    Leipzig,  Wilh.  Engelmann. 

Das  Buch  der  drei  Brüder  besteht  aus  19  Sätzen  über  den  In- 
halt des  Dreiecks,  des  Kreises,  des  Kegels,  der  Kngel  und  der  Ober- 
flächen beider  nebst  Beweisen;  ursprünglich  arabisch  geschrieben, 
ist  es  in  lateinischer  Uebersetzung  von  Gerhard  von  Cremona  hier 
publicirt  in  den  Nova  Acta  der  Ksl.  Leop.-Carol.  Deutschen  Akademie 
der  Naturforscher  zu  Halle.  Die  3  Verfasser  lebten  in  der  ersten 
Hälfte  des  9.  Jahrhunderts  und  empfiengen  ihre  Ausbildung  am  Hofe 
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des  Kalifen  Almamun,  wo  ihr  Vater  Musa  ibn  Shakir  eine  hoho 
Stellung  erhalten  hatte.  Sie  erklären,  dass  sie  in  ihrem  Bache  nur  solche 
Satze  ausführlich  geben  wollen ,  welche  in  der  damaligen  Zeit  noch 
unbekannt  waren,  wenn  sie  auch  die  Alten,  d.  h.  dio  Griechen  schon 
bewiesen  hatten;  sie  betonen  aber  energisch,  dass  die  von  ihnen  ge- 
führten Beweise  der  Sätze,  mit  angegebenen  Ausnahmen,  ihr  geistiges 
Eigentum  seien.  In  der  Einleitung  wird  dies  zum  Teil  bestritten 
und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  die  Beweise,  denen  wir  den  Vorzug  vor 
den  im  Altertum  bekannten  geben  müssen,  nur  der  Originalgestaltung 
der  Theorie  des  Archimedes  entsprechen.  Was  indes  für  diese  Ver- 
mutung angeführt  wird,  zeigt  nur,  dass  die  Araber  ihr  Studium  auf 
die  Geometrie  der'  Griechen  gegründet  haben,  spricht  aber  nicht 
im  mindesten  gegen  ihre  eigene  Productivität ,  so  sehr  sich  auch 
darin  die  Art  des  griechischen  Verfahrens  zu  erkennen  gibt.  Am 
Scbluss  hat  der  Herausgeber  für  jeden  der  19  Sätze  Erläuterungen 
hinzugefügt,  welche  dem  Verständniss  sehr  zu  statten  kommen. 

H. 

Die  Entwickelung  der  Mathematik  in  den  letzten  Jahrhunderten. 
Ein  Vortrag  beim  Eintritt  in  deu  akademischen  Senat  der  Universität 
Tübingen  am  29.  April  1869  gehalten  von  Dr.  Hermann  Hanke  1, 
vorm.  ord.  Professor  der  Mathematik  in  Tübingen.  Zweite  Auflage 
mit  einem  Vorwort  von  Dr.  P.  du  Bois-Reymond,  ord.  Professor 
der  Mathematik  an  der  Universität  Tübingen.  Tübingen  1884. 
Franz  Fues.    27  S. 

Die  erneute  Ausgabe  dieses  Vortrags  kann  man  wol  von  mehr 
Gesichtspunkten  rechtfertigen  und  willkommen  heissen  als  von  dem, 
welcher  in  der  Vorrede  allein  geltend  gemacht  wird.  Der  Tendenz, 
fnr  welche  er  begeistert  eintritt,  kann  man  zustimmen  oder  nicht; 
immer  ist  es  ein  Gewinn,  dass  sie  sich  so  offen  darstellt,  wie  es  hier 
geschieht.  Die  Zustimmung  betrachtet  die  Vorrode  als  selbstverständ- 
lich; dagegen  erscheint  ihr  die  andauernde  Befriedigung  mit  dem  ob- 
jeetiven  Urteil,  und  von  dieser  Seite  der  Wert  für  spätere  Zeit  frag- 
lich. In  der  Tat  stellte  sich  einer  befriedigenden  Charakterisirung 
des  neuesten  Eutwickelunsgganges  der  Mathematik  mehr  als  eine 
Schwierigkeit  entgegen.  Nicht  nur  war  der  Vortragende  durch  die 
Rücksicht  auf  seinen  Hörerkreis  an  niedere  Voraussetzungen  des 
Verständnisses  gebunden ;  sondern  er  hatte  auch  ein  Thema  gewählt, 
das  im  Grunde  zu  einem  reifen  Urteil  einen  Blick  in  die  Zukunft 
der  Wissenschaft  erforderte,  da  ja  dio  Bedeutung  der  neuesten  Lei- 
stungen sich  durch  Ziele  bestimmt,  die  noch  nicht  erreicht  sind,  und 
eriahrungsmässig  die  actuellen  erfolgreichen  Wege  sich  weit  vom 
ursprünglichen  Ziele  entfernen.    In  solcher  Lage  bietet   sich  dem 
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Redner  die  Auskunft  dar,  seine  Urteile  so  allgemein  und  unbestimmt 
zu  fassen;  dass  er  im  ungunstigsten  Falle  doch  immer  Recht  behält 
Hankel  tut  das  Gegenteil :  er  spricht  seine  Meinung  deutlich  und 
präcis  aus ;  meistens  in  treffender  Weise ;  wo  sie  aber  auch  bestritten 
werden  kann,  ist  doch  stets  damit  der  Weg  zur  Entscheidung  ge- 
bahnt Der  Vortrag  besitzt  einen  objeetiven  Inhalt,  der  ihm  wol  mehr 
dauernden  Wert  sichert  als  jene  gerühmte  Warme  der  Begeisterung. 
Wozu  letztere  den  blind  folgenden  Hörer  antreibt,  das  ist  eine  Ein« 
seitigkeit,  von  der  wir  nicht  wünschen  können,  dass  sie  die  herr- 
schende werde.  Wer  aber  unparteiisch  den  oft  nur  im  Nebensatz 
eingeführten  Einwand  gleich  der  befürworteten  Ansicht  prüft,  der 
wird  finden,  dass  Hankel  nicht  die  andre  Seite  im  dunkeln  zu  lassen 
bemüht  ist,  sei  es  auch  dass  er  manche  Einwände  übersehen  haben 
mag.  Hankel's  Hauptsatz  ist:  Die  Mathematik  schafft  erst  aus  sich 
heraus  die  Welt,  in  der  sie  forscht.  Als  von  aussen  gegeben  erscheint 
nur  Raum,  Zeit  und  Grösse,  und  diese,  meint  der  Unkundige,  ent- 
halten kein  Problem.  Daher  gilt  letzterem  die  Mathematik  für  eine 
geistlose  Trivialität,  während  andere  Wissenschaften  an  Problemen 
arbeiten,  die  jedermann  einigermassen  bekannt  sind.  So  erklärt  denn 
der  Verfasser  den  Ruf,  in  welchem  die  Mathematik  bei  der  Mehrzahl 
der  Gelehrten  stände,  die  Geringschätzung  die  ihr  überwiegend  ent- 
gegenträte, einzig  dadurch,  dass  die  Bekanntschaft  mit  der  Mathe- 
matik von  Seiten  der  Schüler  und  Gelehrten  in  anderm  Fache  auf 
die  Elemente  beschränkt  ist,  so  dass  denselben  der  reiche  Geistes- 
inhalt ganz  verborgen  bleibt  Da  der  Verfasser  sogleich  darauf  über- 
geht, die  Studirenden  der  Mathematik  auf  den  Universitäten  seien  in 
dieser  Hinsicht  besser  gestellt,  so  brauchen  wir  bei  der  Einseitigkeit 
jenes  Erklärungsgrundes  nicht  zu  verweilen.  Doch  knüpft  sich  daran 
die  ununterbrochen  durchgeführte  pädagogische  Ansicht,  bei  den  Ele- 
menten dürfe  man  sich  nicht  zu  lange  aufhalten.  Zu  den  Elementen 
rechnet  man  aber  vielleicht  alle  Organe  der  Wissenschaft,  so  dass 
der  erteilte  Rat  dahin  aufgefasst  werden  kann,  man  solle,  ohne  erst 
viel  Zeit  und  Mühe  auf  diese  zu  verwenden,  über  sie  hinweg  zu  den 
höchsten  Problemen  eilen,  da  sie  ja  bei  den  Fortschritten  der  Wissen- 
schaft bald  entbehrlich  würden.  Diese  Deutung  bestätigt  sich  weiter- 
hin immer  mehr:  in  der  Tat  euthüllt  sich  durchweg  die  Tendenz, 
das  gründliche  Studium  dessen,  was  jetzt  noch  für  das  Gentium  der 
Wissenschaft  gehalten  wird,  als  minder  wichtig  erscheinen  zu  lassen. 
Der  Verfasser  ist  nicht  der  erste,  welcher  in  Schwärmerei  für  die 
neuesten  Producte  der  höhern  Mathematik  behauptet:  der  „königliche 
Wegu  zum  Verständuiss  der  Mathematik,  von  welchem  bekannter- 
massen  Euklid  zum  Ptolomäus  sagte,  dass  er  nicht  ezistire,  sei  ge- 
funden, d.  h.  das  mühevolle  Erlernen  sei  nicht  mehr  nötig.  Auch 
hier  hat  er  das  Gegenteil  nicht  verschwiegen,  nur  steht  es  ai  an- 
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derer  Stelle;  er  hat  dem  Hörer  völlige  Freiheit  gelassen,  ob  er  den 
lockenden  Illusionen  folgen  will.  Die  Geschichte  der  Mathematik 
wird  mit  einem  Blick  in  das  Altertum  begonnen.  Die  Beispiele  von 
Thaies,  Pythagoras,  Piaton,  Enklides  sollen  den  Satz  dartun:  die 
Mathematik  als  Wissenschaft  verdankt  ihren  Ursprung  nicht  prakti- 
schen Forderungen  ägyptischer  Staatswirtschaft,  sondern  dem  idealisti- 
schen Bedürfnisse  griechischer  Philosophen.  Hätte  Hankel  statt  der 
Landesvermessung  die  Astronomie  auf  Seiten  der  praktischen  For- 
derungen angefahrt,  so  würde  die  Behauptung  wol  nicht  so  unbe- 
denklich erschienen  sein.  In  Wirklichkeit  haben  wir  es  stets  mit 
mehr  als  einer  Ursache  zu  tun:  der  Baum  kann  nicht  ohne  Sonne, 
aber  noch  viel  weniger  ohne  Erde  wachsen  und  gedeihen.  Dass  die 
ideelle  Forschung  die  Leitung  durch  den  praktischen  Nutzen  nicht 
entbehren  kaun,  zeigt  sich  an  mancherlei  Yerirrungen  der  Speculation. 
Auch  der  Verfasser  erwähnt  solche,  nur  gibt  er  der  Bemerkung  keine 
Folge.  Zwischen  der  alten  und  neuen  Mathematik  setzt  er  den 
charakteristischen  Unterschied,  dass  die  Alten  stets  speciell  und  einen 
Fall  nach  dem  andern  untersuchten,  und  ausschliesslich  synthetisch 
fortschritten.  Das  analytische  Verfahren ,  welches  die  Probleme  un- 
mittelbar allgemein  auffasst  und  die  zur  Lösung  erforderlichen  Organe 
zu  schaffen  sucht,  ist  ein  Product  der  Neuzeit,  von  Descartes  die 
Bahn  dazu  eröffnet  Als  hervorragendstes  Beispiel  wird  das  Problem 
an  eine  beliebige  Curve  Tangenten  zu  ziehen  genannt,  welches  die 
Differentialrechnung  als  Organ  hervorrief.  Es  ist  bezeichnend  für 
die  Tendenz  der  Schrift,  dass  der  Verfasser,  obgleich  er  Newton  mit 
Leibniz  gleichen  Anteil  an  der  Entdeckung  zuschreibt,  doch  die 
Fluxion  nur  als  Name  anführt,  von  einem  entsprechenden  Problem  der 
Mechanik  aber  kein  Wort  sagt.  Hier  wie  später  vermeidet  er  es 
sichtlich,  an  ein  Zeugniss  dafür  zu  erinnern,  dass  die  Mathematik 
Probleme  von  aussen  empfängt.  An  andrer  Stelle  werden  zwar  die 
aus  der  Astronomie  stammenden  Probleme  erwähnt,  doch  ihnen  kein 
Einfluss  eingeräumt.  Ein  wesentlicher  Fortschritt  in  der  Allgemein- 
heit der  Auffassung  war  die  Einführung  des  Functionsbegriffs  durch 
Euler.  Ihm  gegenüber  wird  in  Lagrange  der  Fortschritt  in  der  Form 
gefunden.  Hieran  knüpft  sich  ein  Hinblick  auf  die  unnütze  Menge 
des  Producirens.  Der  Verfasser  sieht  das  Verfehlte  nur  in  der  Zer- 
splitterung. In  weit  grösserem  Masse  wird  aber  wol  die  Frage  nach 
dem  Nutzen  ausser  Augen  gesetzt  bei  der  Verfolgung  von  Problemen, 
die  auf  willkürlicher  Einführung  beruhen.  Da  die  Tendenz  des  Vor- 
trags sehr  nach  einer  solchen  Production  hindrängt,  so  hatte  der 
Verfasser  allen  Grund  sich  zu  erklären,  ob  er  dieselbe  über  alle 
Grenzen  hinaus  billigt.  Zwar  geht  er  auf  die  Frage  ein,  was  die 
Willkür  begrenzt;  doch  setzt  er  dabei  einerseits  voraus,  dass  die 
Grenzen  nirgends  überschritten  seien,  andrerseits,  dass  schon,  man 
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weiss  nicht  woher,  bestimmte  Probleme  existiren,  an  deren  Lösung 
gearbeitet  wird,  z.  B.  das  Gesetz  der  Primzahlen;  in  neuerer  Zeit 
habo  man  gelernt  uneinnehmbar  scheinende  Festungen  zu  umgehen, 
man  macho  erst  Streifzüge  in  die  Umgebung  und  finde  später  den 
Punkt,  von  dem  aus  sie  zugänglich  sind.  Dies  wird  an  einer  Anzahl 
gut  ausgewählter  Gegenstände  dargetan.  Das  Folgende  charakterisirt 
die  Beteiligung  der  einzelnen  Nationen  am  Aufbau  der  Wissenschaft, 
dann  einzelne  Schritte  in  deren  Entwicklungsgang.  Eine  erschöpfende 
Vorführung  darf  man  nicht  erwarten ;  es  ist  schon  viel  geleistet,  dass 
Einiges  so  allgemein  verständlich  dargestellt  werden  konnte.  An 
grundsätzlichen  Acusserungen  kommt  nur  noch  eine  vor:  „Die  Ma- 
thematik hat  die  Tendenz  nach  allen  Richtungen  hin  ins  unendliche 
zu  wachsen.  Sio  besitzt  kein  begrenztes  bestimmtes  Ziel,  weil  sie  es 
nicht  mit  einem  positiv  gegebenen  Matcrialo  zu  tuu  hat  etc."  Alle 
3  Urteile  sind  zu  bestreiten.  Die  Tendenz  jeder  Wissenschaft  ist 
auf  ihre  Einheit  gerichtet,  wenn  sie  sich  auch  factisch  immer  weiter 
ausdehnt  Können  wir  auch  nicht  ein  Ziel  als  einziges  aufstellen,  so 
sind  doch  dip  bewussten  Ziele  immer  bestimmt  und  begrenzt  Das 
positive  Material  wird  der  Mathematik,  wenn  auch  zumteil  sehr 
vermittelt,  von  der  Naturwissenschaft  gegeben.  Der  Verfasser  äussert 
den  Wunsch,  dass  der  Bau  der  Mathematik  kein  Babylonischer  Turm- 
bau werden  möge.  Dann  hätte  er  auch  jenem  nicht  jdio  Tendenz  des 
letztern  beilegen  sollen  über  alle  Grenzen  zu  wachsen.  Es  fehlt  in 
unsern  Zeiten  nicht  an  Erscheinungen,  die  uns  Grund  geben  jenen 
Urteilen  entgegenzutreten.  Ungefährlich  mag  es  scheinen,  wenn 
Schriftsteller  ohne  Zweck  und  Ziel  Spaziergänge  in  das  unbegrenzte 
Gebiet  der  Synthesis  ausführen.  Ist  das  Ergebniss  ohne  Wert,  so 
werde  sich  niemand  die  Mühe  geben  in  ihre  Fusstapfen  zu  treten, 
jeder  spaziren  wo  es  ihm  gefällt  Doch  schon  Hankel  erkennt  einen 
Schaden  im  Ueberwuchern  der  unnützen  Production  ohne  ihn  gerade 
näher  zu  bezeichnen.  Wird  einmal  das  Ignoriren  im  grossen  zur 
Notwendigkeit,  so  richtet  es  sich  nicht  mehr  nach  dem  Wert  der 
Sache,  sondern  nach  dem  Ansehen  der  Person,  der  Fortschritt  wird 
im  dunkeln  gehalten,  und  es  entspinnt  sich  ein  Kampf,  in  welchem 
die  wissenschaftliche  Wahrheit  beiseite  bleibt.  Am  Schlüsse  wendet 
sich  der  Vortragende  an  die  akademische  Jugend  mit  der  Aufforderung 
ihrer  Kraft  zu  vertrauen,  unter  dem  Sinnspruch:  „Es  wächst  der 
Mensch  mit  seinen  höhern  Zielen."  Soll  dieser  Spruch  wahr  sein, 
so  muss  er  auch  an  rechter  Stelle  in  rechter  Beziehung  gesagt  wer- 
den. Der  Zaunkönig,  der,  wie  die  Fabel  erzählt,  sich  vom  Adler 
emportragen  lässt,  um  ihn  dann  zu  überflügeln,  wächst  nicht  mit 
seinem  hohem  Ziele.  In  ähnlichem  Falle  befindet  sich  der  Anfänger 
der  höhern  Analysis,  der  ohne  eine  Ahnung  vom  wirklichen  Inhalt 
das  ganze  Gebiet  als  Hörer  durcheilt  bis  zu  den  höchsten  Problemen; 
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er  wird  davon  keinen  Gewinn  haben,  als  aber  dieselben  mitsprechen 
zu  können,  die  Methoden  nachahmen  und  im  Vertrauen  auf  fremde 
Einsicht  an  die  Richtigkeit  der  Schlüsse  glauben,  bis  sie  sich  ein- 
mal falsch  erweisen.  In  welchem  Sinne  nun  hier  die  höhern  Ziele 
zu  verstehen  sind,  geht  ans  dem  Zusammenhang  unzweifelheft  hervor : 
nicht  von  Forschung,  sondern  von  Aneignung  vorhandener  Doctrin 
ist  die  Rede,  auf  den  Studienplan  haben  die  Ziele  Bezug.  Hankel 
erkennt  als  richtig  an,  dass  der  Anfänger  erst  in  den  Fundamenten 
recht  sicher  zu  Hause  sein  müsse,  mit  der  Einschränkung  jedoch, 
dass  es  nicht  nötig  sei  jeden  Stein  der  Fundamente  zu  kennen.  Mit 
eiliger  Erwähnung  der  Warnung  ist  es  ihm  genug,  und  die  Einschrän- 
kung anullirt  sie  völlig-,  denn  nach  ihr  braucht  sich  der  Studirende 
keine  Rechenschaft  über  die  Berechtigung  des  Verfahrens  zu  geben. 
Bezeichnend  ist  insbesondere,  dass  die  Fundamente  mit  diesem  blo- 
ssen Namen  abgetan  sind,  dass  also  von  der  Existenz  bestimmter 
Principien  der  Analysis,  mit  welchen  sich  der  Studirende  vertraut  zu 
machen  hat,  keine  Rede  ist.  Aus  alledem  ist  zu  ersehen,  dass  im 
Sinne  des  Vortrags  die  Ziele  sich  nicht  auf  eine  stetige  Entwicklung 
beziehen ,  sondern  damit  das  Mitmachen  des  genialen  Adlerflugs  ge- 
meint ist  Ueber  die  gauze  Schrift  aber  kommen  wir  zu  einem  Urteil, 
dem  von  P.  du  Bois  gerade  entgegengesetzt.  Sie  enthält  ausser- 
ordentlich viel  Tüchtiges  in  der  Charakterisiruug  der  Wege  der 
Mathematik-,  ihre  Tendenz  aber  ist  die  offenste  Agitation  für  den 
Zweck,  den  studirenden  Mathematiker  so  unselbständig  als  möglich 
zu  machen.  Hoppe. 

Bulletino  di  bibliografia  e  di  storia  dello  scienze  matematiche  e 
fisiebe.  Pubblicato  daß.  Boncompagni.  Tomo  XVII.  Roma  1884. 
Tipografia  delle  scienze  matematiche  e  fisiche. 

Der  17.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

E.  Narducci:  Ueber  den  „Tractatus  sphaerae"  des  Bartho- 
lomaeus  von  Parma,  Astronomen  des  13.  Jahrhunderts,  und  über 
andre  Schriften  desselben  Verfassers.  Tractatus  sphaerae,  1.  und 
2.  Teil. 

A.  Favaro:  Von  einigen  Beziehungen  zwischen  Galileo  Galilei 
and  Federico  Cesi  illustrirt  mit  ungedruckten  Documenten.  —  Ueber 
den  Tod  des  Marco  Velsero  und  über  einiges  Besondere  aus  dem 
Leben  des  Galileo.  —  Vorgleichung  der  Galileianischen  Manuscripte 
in  der  Sammlung  Libri-Aschburnam  in  Florenz. 

A.  Genocchi:  Aussagen  von  C.  F.  Gauss  über  die  quadrati- 
schen Formen  YY+nZZ.  —  Sätze  von  Sophie  Germain  über 
die  biquadratischen  Residuen. 
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A,  Genocjchi  und  8.  Realis:  üeber  einen  ungenauen  tote 
von  Sophie  Germain. 

Ch.  Henry:  Pierre  de  Carcavy,  Vermittler  von  Fermat,  Pascal 
und  Hnyghens,  Bibliothekar  de  Colbert  and  des  Königs,  Directoren 
der  Akademie  der  Wissenschaften.  —  Nachtrag  dazu. 

C.  le  Paige:  Correspondenz  von  Ben6-Fran$ois  de  Sluce, 
zum  erstenmal  publicirt  mit  einer  Einleitung. 

Steinschneider:  Studien  über  Zarkali. 

B.  Boncompagni:  Ueber  das  Leben  und  die  Arbeiten  von 
Francesco  Barozzi. 

Besonders  herausgegeben  sind  die  Abhandlung  von  Narducci  über 
den  Tractatus  sphaerae  nebst  Text  und  die  2  Aufsätze  von  A.  Ge» 
nocchi  über  Gauss  und  Sophie  Germain. 

Zu  ihnen  stehen  in  naher  Beziehung  2  Koten,  eine  von  Ge- 
nocchi  in  den  Atti  della  R.  Accadcmia  delle  Scienzo  di  Torino, 
vol.  XX.,  die  andre  von  P.  Mansion  in  der  Revue  des  questions 
scientifiques,  1884,  gleichfalls  besonders  herausgegeben.  Erstere  ist 
betitelt:  Due  lettere  di  C.  F.  Gauss,  pubblicate  dal  Principe 
B.  Boncompagni  —  letztere  betrifft  einen  Brief  von  C.  F.  Gauss 
an  Dr.  Heinrich  Wilhelm  Mathias  Olbers  datirt  aus  Braunschweig 
den  3.  September  1805,  publicirt  von  B.  Boncompagni  nebst  einer 
Abhandlung  über  denselben  in  den  Atti  doli*  Accademia  pöntificia  de*  | 
Nuovi  Lincei,  tom.  XXXVI. 

Beide  Artikel  enthalten  eine  grosse  Anzahl  interessanter  Notizen         i 
über  Gauss  und  andere  Mathematiker.  H. 


Sur  un  manuscrit  du  Yatican  du  XIV6  si&cle  contenant  un  traite 
de  calcul  empruntö  k  la  xnäthode  „gobari".  Lettre  de  M.  Henri 
Narducci  i  M.  Aristide  Marrc,  Extrait  du  Bulletin  des  Sciences 
math.  2e  s6rie,  t.  VII.  1883.    Paris  1883.    Gauthier- Villars. 

Der  arabische  Name  der  Methode  wird  lateinisch  durch  pulvis 
ausgedrückt  Der  Verfasser  hält  sie  für  einen  Uebergang  vom  Abacus 
zum  Algorithmus.  Alle  mitgeteilten  Stellen  des  Manuscripts  haben 
astronomische  Rechnung  zum  Gegenstand.  H. 

Bibliotheca  Mathematica  herausgegeben  von  Gustaf  Eneström. 
1884.  Stockholm,  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  u.  Malier.  Paris, 
A.  Hermann. 
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Diese  neue  Zeitschrift  erscheint  seit  1884  jährlich  in  4  Nummern, 
neben  den  Acta  Mathematica  von  Mittag-Leffler.  Sie  liefert  ein 
alphabetisches  Vcrzeichniss  der  neu  erschienenen  mathematischen 
Werke,  Abhandlungen  und  Aufsatze.  Auf  diese  folgen  noch  Referate 
und  Recensioncn  uud  manches  andre.  Unter  den  vermischten  No- 
tizen ist  zuerst  angekündigt: 

Notice  sur  un  memoire  de  Chr.  Goldbach,  relatif  ä  la  som- 
mation  des  s6ries,  publik  ä  Stockholm  cn  1718. 

Chr.  Goldbach  ist  geboren  1699  in  Königsberg,  gestorben  1764 
in  Moskau.  Von  der  genannten  Schrift  findet  sich  ein  Exemplar  in 
der  Bibliothek  der  öffentlichen  Schule  zu  Linköping,  betitelt:  Speci- 
men  methodi  ad  summas  serierum.  Sie  ist  1718  in  Stockholm  ge- 
druckt und  besteht  aus  2  Sätzen,  nämlich:  1.,  Die  Summe  der«  — 1 
ersten  Tenne  der  Reihe 


ist 


«,+  (*  —  lM^H j^-jj ^S  +  -- 

(*  — 1)1^ H j-g A^  +  . .. 

2.,  Die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  ist 


«*— 2ax+b 

lässt  sich  genau  summiren,  wenn  Va8— 6  eine  ganze  Zahl  ist 

Der  Herausgeber  macht  in  Atti  doli'  Acc.  Pont  d.  N.  Line. 
XXXVIII.  dem  Fürsten  Boncompagni  von  dem  Funde  Mitteilung. 
Eierauf  erschien  in  demselben  Bande  Folgendes: 

Intorno  alla  Bibliotheca  Mathematica  del  D'.  Gustavo  Eneström 
rapporto  di  B.  Boncompagni.    Roma  1885. 

Die  Schrift  enthält  teils  die  genannte  Ankündigung  nebst  der 
vorstehenden  Notiz,  teils  andre  Notizen  aus  der  Bibl.  Math. 

H. 


Die  Erforschung  der  Schwere  durch  Galilei,  Huygens, 
Newton  als  Grundlage  der  rationellen  Kinematik  und  Dynamik 
historisch-didaktisch  dargestellt  von  JuliusHenrici.  (Beilage  zum 
Jahresbericht  des  Heidelberger  Gymnasiums  für  das  Schuljahr  1884— 85.) 
Leipzig  1885.    4°.  40  S. 
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Es  ist  unstreitig  ein  höchst  lohnendes  Unternehmen,  eine  Ueber- 
sicht  über  die  sich  so  schnell  folgenden  Entdeckungen  zu  geben, 
durch  welche  eine  Wissenschaft  wie  die  Dynamik  aus  den  rohesten 
Anfängen  in  so  kurzer  Zeit  zu  fertiger  priucipieller  Gestaltung  ge- 
langte, daher  auch  sehr  dankenswert,  dass  sich  der  Verfasser  einer 
solchen  Arbeit  unterzogen  hat  Dass  er  zur  Darstellung  nicht  den 
biographischen,  sondern  den  theoretischen  Faden  gewählt  hat,  wird 
man  durch  den  Ausfall  gewiss  ganz  gerechtfertigt  finden.  Er  behan- 
delt nach  einander,  mit  Entwickelung  der  Ansichten  der  Entdecker: 
dio  Fallbewegung,  das  erste  Beispiel  gleichförmig  beschleunigter  Be- 
wegung; die  Wurfbewegung  als  erstes  Beispiel  der  Zusammensetzung 
der  Bewegungen;  den  Fall  auf  schiefer  Bahn  und  die  Pendclbewegung 
als  erste  Beispiele  unfreier  Bewegungen ;  die  Centralbeschleunigungen 
der  Weltkörper;  gegenseitige  Beschleunigungen  zwischen  allen  Kör- 
pern; das  Beharrungsgesetz,  eine  Folgerung  aus  der  Bewegung  ohne 
Fallbeschleunigung;  das  Gewicht  als  beschleunigende  Kraft;  das  Ge- 
wicht als  bewegt«  Masse;  die  Veränderlichkeit  der  Schwerkraft  und 
Unveränderlichkcit  der  Masse ;  die  Intensität  der  Gravitationsbeschleu- 
nigung als  Mass  der  Masse;  Kraft  und  Masse  in  der  theoretischen 
Mechanik.  Die  Abfassung  lässt  an  einfacher,  präciser  Logik  einiges 
vermissen.  Der  Unterschied  zwischen  Kinematik  und  Dynamik,  von 
dem  die  Schrift  überflüssigerweiso  und  eher  zum  Kachteil  der  Deut- 
lichkeit so  viel  spricht,  hat  in  dem  hier  behandelten  Forschungsgebiet 
kaum  Bedeutung;  er  würde  nur  bei  Zurückgehen  auf  Coppernicus 
hervortreten.  Die  ersten  Fragen  von  Galilei  sind  dynamische:  das 
Gesuchte  ist  und  bleibt  stets  die  Kraft,  obgleich  ihr  analytischer  Aus- 
druck nach  verschiedenen  Irrungen  erst  später  gefunden  ward,  und 
der  Name  Kraft  dafür  in  Geltung  kam.  In  Zusammenhang  damit 
ist  auch  der  für  alle  allgemeine  exaete  Erkenntniss  so  wichtige  Be- 
griff der  Hypothese  schief  aufgefasst,  indem  die  Abhängigkeit  von 
einer  Hypothese  als  Mangel  der  Theorie  betrachtet  wird,  während  im 
Gegenteil  die  Hypothese  eine  Errungenschaft  ist,  durch  welche  erst 
die  individuelle  Beobachtung  zur  allgemeinen  Erkenntniss  führt  Hier- 
auf beruht  auch  die  Schwierigkeit,  in  welcher  sich,  den  Schlusswor- 
ten zufolge,  der  Verfasser  bei  Bestimmung  des  Massenbegriffs  befindet. 
Er  meint,  die  Analytiker  der  Mechanik  empfänden  dieselbe  nicht, 
weil  sie  sich  nicht  mit  den  Elementen  befassten.  In  der  Tat  aber 
beruht  sie  nur  auf  ungenügender  logischer  Orientirung  und  Vorurteil. 

Hoppe. 

Julius  Klaproth's  Schreiben  an  Alexander  von  Humboldt 
über  die  Erfindung  des  Kompasses.  Aus  dem  französischen  Original 
im  Auszuge  mitgetheilt  von  Dr.  Phil.  ArminWittstein.  Leipzig 
1885.    T.  0.  Weigel.     49  S. 
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Die  Schrift  von  Elaproth  enthält  die  gesamte  historische  Unter- 
suchung der  Entdeckungen  der  Eigenschaften  des  Magnets,  auf  wel- 
chen die  verschiedenen  Verwendungen  des  Compasses  beruhen.  Witt- 
stein hat  davon  eine  freie  Bearbeitung  in  deutscher  Sprache  geliefert 
und  zu  besserer  Uebcrsicht  die  Entdeckungsgeschichte  in  die  der 
ostasiatischen,  westasiatischen  und  europäischen  Völker  eingeteilt. 
Man  ersieht  daraus,  dass  die  Frage  nach  der  Erfindung  des  Com- 
passes eine  sehr  vielteilige  ist,  und  zu  einem  genügenden  Urteil  ein 
Eingehen  auf  die  geringsten  Spuren  nicht  entbehrt  werden  kann,  da 
die  Kenntnisse  sich  nicht  stetig  fortgepflanzt  zu  haben  scheinen.  Wir 
können  hier  nur  auf  diese  Schrift,  welche  die  vielseitigsten,  gründ- 
lichsten und  sorgfältigsten  Untersuchungen  über  den  Gegenstand 
enthalt,  aufmerksam  machen,  ohne  nähere  Mitteilungen  daraus  zu 
geben.  H. 

Kurzgefasste  Geschichte  der  Arithmetik  und  Algebra.  Eine  Er- 
gänzung zu  jedem  Lehrbuche  der  Arithmetik  und  Algebra.  Von 
Richard  Klimpert,  Seminarlehrer  in  Bremen.  Mit  in  den  Text 
eingedruckten  Figuren.    Hannover  1885.    Carl  Meyer.    70  S. 

Das  Buch  handelt  am  ausführlichsten  von  den  Anfängen  des 
Zählens  und  den  Zahlbezeichnungen  im  Altertum  und  bei  den  ver- 
schiedenen Völkern,  umfasst  aber  das  gesamte  Rechnen  des  Altertums 
und  Mittelalters,  und  erstreckt  sich,  obwol  nur  in  der  Kürze,  auf  die 
Algebra  der  Neuzeit.  Die  historischen  Angaben  sind  reichlich,  jedoch 
Erklärung  und  Betrachtung  in  ununterbrochenem  Faden  verwebt,  so 
dass  in  Ermangelung  eines  Registers  das  Einzelne  nicht  leicht  nach- 
zuschlagen ist.  Will  man  es  in  dem  Sinne  als  „Ergänzung"  der  ge- 
wöhnlichen Lehrbücher  der  Arithmetik  ansehen,  sofern  es  deren 
historische  Anmerkungen  gründlicher  und  umfassender  ersetzt,  so 
geht  es  jedenfalls  über  diese  Bestimmung  weit  hinaus;  es  würde  eher 
sich  zu  einer  neben  dem  Unterricht  hergehenden  besondern  Leetüre 
eignen.  H. 

Ueber  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel  bei  Griechen  und  In- 
dern.   Von  Oberlehrer  KarlHunrath.   Hadersleben  1883.    4°.  35  S. 

Die  Berechnung  irrationaler  Quadratwurzeln  vor  der  Herrschaft 
der  Decimalbrüche.  Von  Karl  Hunrath.  Kiel  1884.  Lipsius  u. 
Tischer.    56  S. 

Die  erste  Arbeit  bespricht,  hauptsächlich  im  Anschluss  an  die 
Abhandlang  von  S.  Günther:  „Die  quadratische  Irrationalitäten  der 
Alten  und  deren  Entwickelungsmethoden"  —  kritisch  historisch  das 
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Rechnungsverfahren  der  Griechen,  und  zwar  nach  einander:  die 
Quadratwurzel  aus  2;  den  goldenen  Schnitt;  die  Quadratwurzel  aus  3; 
aus  5 ;  die  Kreismessung  des  Archimedes ;  die  Heronischen  Nährungs- 
werte;  die  Methode  der  Astronomen;  dann  das  Verfahren  der  Inder, 
und  zwar:  die  Quadratwurzel  aus  2  und  aus  3  in  den  Qulvasütras; 
die  Methode  Bhäskara's;  die  Rectification  des  Kreises  und  des  Kreis- 
bogens, die  Trigonometrie. 

Die  zweite  Arbeit  stellt  erst  die  Litteratur  zusammen  und  be- 
ginnt dann  mit  einer  Controverse  gegen  Weissenborn.  Sie  bespricht 
das  Annäherungsverfahren  der  Griechen,  Inder,  Araber  und  Abend- 
länder bis  zur  Einfahrung  der  Decimalbrüche.  H. 
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XII. 

Zur  Kubatur  der  MaWschen  Wellenflächen. 

Von 

Wilhelm  Ruchhöft 

aus  Rostock. 


Die  von  einem  leuchtenden  Punkte,  dfera  Pole,  ausgehenden  Licht- 
strahlen besitzen  nach  der  Reflexion  und  Brechung  in  beliebig  vielen, 
einfach  brechenden  Medien  die  Eigenschaft,  Normaleu  einer  Schar 
von  Parallelflächen  zu  sein,  denen  nach  Helraholtz l)  der  Name  Wellen- 
flächen zukommt.  Da  nun  Malus8)  ihre  Existenz  zuerst  nachgewiesen 
hat,  so  dürfte  die  Bezeichnung  Malus'sche  Wellenflächen  im  Unter- 
schied von  der  Fresncl'schen  Wellenfläche  eine  passende  sein3). 

Unter  Wellenfläche  möge  in  der  Folge  diejenige  zu  einem  einmal 
reflectirten,  vorher  homocentrischen  Strahlensysteme  gehörende  Ma- 
lus'sche Wellenflächc  verstanden  werden,  welche  durch  den  leuchten- 
den Punkt  hindurch  geht.  Sic  muss  der  Huyghens'schcn  Undulations- 
theorie  gemäss  augesohen  werden  als  die  Einhüllende  eiuer  Schar 
von  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  die  reflectirende  Oberfläche,  die  Basis, 
stetig  erfüllen,  deren  Flächen  sämtlich  den  Pol  in   sich  enthalten4). 

Zwischen  der  Wellenfläche  und  der  zu  derselben  Basis  gehören- 
den Fusspunktfläche  besteht  ein  inniger  Zusammenhang.    Der  geo- 


1)  cf.  Heimholte,  phys.  Optik;  vergl.  auch:  Roth  ig  „Ueber  die  durch  den 
Malns'schen  Satz  definirten  Flächen".     Crellc.     Bd.  84. 

2)  Malus,  Geom.  Optik,  Journal  de  l'ccole  polyu     Bd.  7.     1808. 

3)  Der  Verf.  wurde  mit  der  im  angegebenen  Sinne  gebrauchten  Benennung 
„Malus'sche  Wellenflache"  zuerst  in  den  Vorlesungen  des  Herrn  Prof.  Ma- 
thiessen  bekannt 

cf.  Matthiessen  „Untersuchung  über  die  Lage  der  Brennlinicu  eines  un- 
unendlich  dünnen  Strahlenbündels  gegen  einander  und  gegen  einen  Hauptstrahl" 
Acta  Math.  4.  1884.  pag.  178. 

4)  Gergonne,  Annales  T.  XVI. 

AicIl  d.  Mttli.  u.  Phys.  2.  Reihe,  Teil  III.  15 
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metrische  Ort  des  Endpunktes  R  des  um  sich  solbst  verlängerten 
Lotes  PCI,  welches  von  dem  Pole  P  auf  eine  beliebige  Tangentialebene 
der  Basis  gefällt  wird,  ist  mit  der  Wellenfläche  identisch.  Letztere 
kann  daher  auch  angesehen  werden  als  der  Ort  des  virtuellen  Bildes, 
welches  die  spiegelnde  Oberfläche  der  Basis  von  dem  leuchtenden 
Punkte  entwirft6). 

Ihre  Gestalt  ist  eine  sehr  mannigfache.  Sio  kann  in  mehrere 
sich  stets  im  Pole  schneidende  Oberflächenschalen  zerfallen ,  welche 
rings  geschlossen  sind.,  so  lange  die  Basis  eine  endliche,  rings  ge- 
schlossene ist,  oder  wenigstens  im  Endlichen  gelegene  Asymptoten- 
kegel besitzt. 

Auch  ist  es  bekannt,  dass  den  abwickelbaren  Flächen  nicht  eine 
Wellenfläche,  sondern  eine  Wellencurve,  seeundäre  Brennlinie,  ent- 
spricht. 

Zur  Untersuchung  der  Malus'schen  Wollenfläche  führte  mich  die 
Theorie  der  Brennflächen  für  gebrochene  und  reflectirte  Strahlen- 
systeme, welche  im  Wintersemester  1883/84  den  Hauptgegenstand  der 
Uebungen  des  mathematischen  Seminars  der  Universität  Rostock  unter 
der  Leitung  des  Herrn  Professor  Krause  bildete.  Sie  schlössen  sich 
an  die  Kummer'sche  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme6)  an, 
gemäss  welcher  die  Coordinaten  der  Wellenflächenpunkte  sich  als 
Functionen  zweier  unabhängig  veränderlichen  Grössen  u  und  v  dar- 
stellen lassen.  { 

Gegen  Ende  des  nächsten  Semesters  veranlasste  Herr  Prof.  Krause 
mich,  diese  Darstellungsform  der  Kubatur  der  Wellenflächen  zu  Grunde 
zu  legen;  so  zwar  dass  der  leitende  Gesichtspunkt  der  Untersuchung 
der  war,  auf  anderen  als  den  bisher  gebräuchlichen  Wegen  zur  Ku- 
batur der  Fusspunktflächen  zu  gelangen,  die  nur  fttr  wenige  Basis- 
flächen durchgeführt  ist 

Professor  Tortolini7)  bestimmte  1844  die  Oborfläche  und  das 
Volumen  der  Fusspunktflächen  des  Ellipsoides  und  der  beiden  Hyper- 
boloide unter  der  beschränkenden  Annahme,  dass  der  Pol  im  Mittel- 
punkte dieser  Flächen  gelegen  ist. 


5)  Bösser,  Theorie  der  caustischen  Linien  and  Flächen  in  ihrer  geschicht- 
lichen Entwickelung.     Scblörailch's  Zeitechr.     Bd.  15.  1870. 

6)  Kummer,  Theorie  der  geradlinigen  Strahlensysteme.     Grelle.  Bd.  57. 

7)  „Nuove  applieazioni  del  Calcolo  Integrale  relative  alla  qnadratura  delle 
Snperficie  curve,  e  cubatura  de  Solidi."     Crelle.  Bd.  31.  1846. 
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1869  definirte  Herr  Dr.  Fischer8)  in  seiner  Dissertation  das  Vo- 
lumen der  Fusspunktfläche  als  den  Inhalt  des  Kegels,  dessen  Spitze 
der  Pol,  dessen  Basis  ein  vorgelegtes  Oberflächenstück  der  Fusspunkt- 
fläche ist  nnd  wies  nach,  dass  bei  willkürlicher  Wahl  der  Basis  der 
geometrische  Ort  der  Pole,  zu  denen  ein  constantes  Volumen  der 
Fusspunktfläche  gehört,  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung  ist;  dass  er 
aber  ein  Ellipsoid  ist,  so  bald  die  Basis  die  Eigenschaft,  in  sich  ge- 
schlossen zu  sein,  besitzt.  Ferner:  dass  es  im  ersten  Fall  höchstens 
acht  Lagen  des  Poles  geben  kann,  denen  ein  Maximal-  oder  Minimal- 
wert des  Volumens  der  Eusspunktfläche  entspricht,  während  im  zwei- 
ten Fall  nur  ein  solcher  Punkt  existirt. 

Im  folgenden  Jahre  veröffentlichte  Herr  Dr.  Magener9)  im  Archiv 
einen  Aufsatz  aber  die  Fusspunktfläche  des  Ellipsoides,  die  von  ihm 
gefundenen  zahlreichen  und  interessanten  Lehrsätze  gedenke  ich  sei- 
ner Zeit  anzugeben. 

Gleich  darauf  Hess  der  englische  Mathematiker  Hirst 10),  F.  R.  S., 
eine  Abhandlung  über  die  Volumina  der  Fusspunktflächen  erscheinen, 
die  er  schon  im  November  1862  der  Royal  Society  of  London  vor- 
gelegt hatte.  Es  werden  darin  die  von  Fischer  und  Magener  gefun- 
denen Resultate  bestätigt. 

Dies  ist  die  ganze  Litteratur  über  die  Kubatur  der  Fusspunkt- 
flächen, so  dass  also,  wenn  wir  uns  auf  Oberflächen  zweiter  Ordnung 
beschränken,  die  Volumina  der  Fusspunktflächen  der  beiden  Hyper- 
boloide für  allgemeine  Lagen  des  Poles  und  die  Volumina  der  Fuss- 
punktflächen der  beiden  Paraboloide  überhaupt  noch  nicht  bestimmt  sind. 

In  den  beiden  letzten  Fällen  tritt  noch  die  Schwierigkeit  hinzu, 
die  Basisflächen  und  dementsprechend  die  Fusspunktflächen  in  passen- 
der Weise  zu  begrenzen. 

Die  Aufgabe  der  folgenden  Untersuchungen  ist  es,  die  Kubatur 
der  Wellenflächeu  und  damit  die  der  Fusspunktflächen  nach  der  von 
Gauss11)  entwickelten  Methode  durchzuführen,  wenn  die  Oberflächen 
zweiter  Ordnung  mit  Ausnahme  der  abwickelbaren  Flächen  als  Basis 


8)  „De  superficierum  pedaliam  theorematibus  quibusdam."     D.  Berlin. 

9)  „Cubatar  des  Fusspunktenkörpers  eines  Ellipsoides."  Aren.  f.  Math. 
u.  Pb/ft.  Bd.  34.  1850. 

10)  Hirtt„OntheYolame8ofpedalsnrJaces".  Phil.  Transact.  Vol.  153,1863. 
VergL  Crelle  Bd.  68,  1863.  „Sur  les  volumes  des  surfaecs  podairesu.  Extr. 
da  memoire  etc. 

11)  Gauss  ,  Theoria  attract.  corporum  ellips.     Sämtl.  Werke.     Bd.  5. 
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angenommen  werden.  Zerfällt  die  Wcllenfläche  in  rings  geschlossene 
Oberflächenschalen,  so  bedarf  ihr  Volumen  keiner  weitereu  Definition. 
Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  sei  ihr  Volumen  mit  dem  Inhalte  des 
Kegels  identisch,  dessen  Basis  ihre  Oberfläche,  dessen  Spitze  ihr 
Pol  ist12). 

§  1.    Darstellung  der  Coordinatcn  der  Wellenflächen- 
punkte  als  Functionen  der  Veränderlichen  u  und  v13). 

Es  sei  eine  beliebige  Oberfläche  vorgelegt  und  angenommen,  dass 
ihre  rechtwinkligen  Coordinaten  ar,  y,  *  sich  darstellen  lassen  als 
Functionen  der  beiden  Veränderlichen  u  und  v.  Ein  vom  Pol  ein- 
fallender Strahl,  dessen  Richtungscosinus  A,  p,  v  sind,  trifft  die  Ober- 
fläche in  einem  Punkte  ar,  y,  z  und  wird  reflectirt,  so  dass  er  nach 
der  Reflexion  mit  den  Axen  Winkel  bildet,  deren  Cosinus  |,  17,  £  sind- 
Dem  Snellius'schen  Gesetze  gemäss  müssen  die  beiden  Strahlen  A,  p%  v; 
£,  17,  £  mit  der  Normalen  des  Einfallspunktes,  dem  Einfallslote,  a,  ß,  y 
in  einer  Ebene  gelegen  sein,  d.  h.  sie  müssen  auf  derselben  Geraden 
a,  b,  c  senkrecht  stehen.  Dieser  Bedingung  entsprechen  die  drei 
Gleichungen 

ka-{-iib-\-vc  =  0 

aa-\-ßb-\-yc  ■=  0 
|a-fi^  +  fc-0 

oder  das  Verschwinden  der  Determinante 

A,    f4,    v 

*  A  y 

fit   *  t 

*  =  ov  —  Ay    . 

&  —  A0 —  <xft 
so  lautet  die  Bedingung 

1)  A*  +  ^+*t-0. 

Ferner  muss  der  Einfallswinkel  absolut  genommen  dem  Reflexions- 
winkel gleich  sein,  die  Cosinus  beider  aber  tragen  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen,  es  besteht  daher  die  Relation 


Setze  ich  daher 


12)  Fischer  a.  n.  0.  pag.  13. 

13)  Röthig,  Crellc  Bd.  84.  u.  88.  stellt  die  Coordinaten  der  Malas'schen 
Wellenflache  eines  Strahlcnsystemes,  das  beliebig  viele  Brechungen  erlitt,  dar 
als  Function  der  drei  Parameter  aM  ßx,  y,,  zwischen  denen  die  Relation 
«i*  +  £it  +  yi,  =  l  besteht. 
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2)  S«  +  Vß+ZY  -  -  (A«  +  tf +  vy>  -  -  -  Ä 

Das  Symbol  £>  stellt  den  Cosinus  des  Einfallswinkels  dar,  nun 
ist  aber  die  Summe  (A*+ **+£*)  dem  Quadrate  des  Sinus  dessclbon 
Winkels  gleich,  die  Symbole  sind  also  durch  die  Gleichung 

verbunden. 

Aus  1)  und  2)  lassen  sich  leicht  die  folgenden  Gleichungen  her- 
leiten: 

$M—ri.L  =  D.k, 

3)  7/iV  —  jAT« />./*, 
tL  —  tN~  D.t, 

in  welchen  die  Grössen  L,  Jf,  2V,  die  Unterdeterminanten  bedeutend, 
auf  die  folgende  Gestalt  zurückgeführt  werden  können 

L  =  kfi  —  *>  =  A  —  <*.£>, 
M=hy—h.a=ti—ß.D, 
N  —  ia  —  hß  «■  v — y .  D, 

Es  gelten  forner  die  Relatiooen 

L*-{-M*+N*  —  Ll  +  Mp  +  Nv  —  Ä*-|-**-f  fc*  —  1  —  Z)*, 
2,«-fil//J-fiVy  =  0, 

Aas  3)  aber  folgen  die  Werte 

IN—iD                  S.M—D.k 
t=~—L—>         * Z ' 

welche  in  die  Gleichung  P+ *?*+£*  —  1  eingesetzt  für  {  oino  qua- 
dratische Gleichung  ergeben,  deren  Gestalt  vermöge  der  genannten 
Relationen  auf  die  folgende  reducirt  werden  kann: 

6a+2c.D.|«  A*— 2«AD, 
ans  welcher 

4)  £ a.D±(a.D-l) 

sich  ergiebt.  Für  den  Richtungscosinus  des  reflectirteu  Strahles 
kommt  nur  das  untere  Vorzeichen  in  Betracht,  da  die  Wahl  des 
positiven  die  Wurzel  |  =  —  A  ergiebt,  dies  aber  ist  der  Richtungs- 
cosinus des  einfallenden  Strahles  gegen  die  JT-Axe  in  der  Richtung 
von  der  Oberfläche  fort  gerechnet,  wie  es  sein  muss.  Das  Analoge 
gilt  von  den  Grössen  rj  und  f,  die  Richtungscosinus  des  reflectirten 
Strahles  sind  demnach 
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{  —  Jt  —  2a.  D, 

5)  ij  =  p-20Z>, 

f-v-2y.A 
wie  auch  immer  die  reflectirende  Oberfläche  beschaffen  sein  möge. 

Der  Kummer'schen  Theorie  gemäss  sind  dann  die  Coordinaten 
der  Wellenfläche  gegeben  durch 

xt  —  *+/.£, 

«1  =*  +  *•.& 

wo  r  die  Entfernung  des  Einfallspnnktes  von  dem  auf  demselben 
Strahle  gelegenen  Wellenflächenpnnkte  bedeutet  und  für  sein  Diffe- 
rential die  Relation  besteht: 

7)  —  dr  =  £dx  +  rldy +  {.<**• 

Die  Coordinaten  x,  y,  z  sind  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
bezogen,  für  dessen  Lage  eine  beschränkende  Arnahme  nicht  existirt. 
Ich  will  nun  den  Coordinatenanfang  in  den  leuchtenden  Punkt  hinein- 
verlegen,  dann  repräsentiren  die  Quotienten 

x  y  z 

8)  A  =  s,       ,*.«£.       v  =  5 

die  Richtungscosinus  des  einfallenden  Strahles,  so  bald 

9)  R  «  V?+y*+** 
gesetzt  wird,  sind  also  Functionen  von  u  und  v. 

Die  Gleichungen  5)  und  8)  gestatten  dem  Differentiale  7)    die 
Form  zu  geben: 

—  dr  =  Xdx-{-iidy-\-vd%  —  ZD.(adx-\-ßdy-\-y  .d»), 

x.dx+ydy  +  zdz      2D  . 

— L-~r gr(Adx+Bdy  +  Cd»), 

wenn  die  Grössen  A,  B,  C  die  Functionaldeterminanten  bedeuten 

__  dy  dz  __  dy    dz 
du  dv      dv    du 

&       &!  8»      &9 


und 


8«   8y dx   dy 

du'  dv       dv   du* 
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ist    Setzt  man  aber  für  die  Differentiale  der  Coordinaten  ihre  Werte 

Bx  dx  , 


so  folgt 

und  man -erhält 

11)  —dr<~€LR. 


Adx+Bdy+Cdz  =  0, 


Es  ist  unmittelbar  einzusehen,  dass  die  Integrationsconstante  der 
Null  gleich  gesetzt  werden  muss,  da  nach  der  gegebenen  Definition 
der  Wellenfläche  die  Entfernung  r  eines  ihrer  Punkte  von  dem  Ein- 
fallspunkte xyz  ebenso  gross  ist  wie  die  Entfernung  R  des  Poles  von 
diesem  Punkte,  beide  Strecken  gemessen  auf  dem  reflectirten  resp. 
einfallenden  Strahle  vom  Treffpunkte  a-,  y,  z  aus.  Etwas  anderes 
aber  behauptet  die  Gleichung  r  =  —  R  nicht. 

Die  Coordinaten  der  Wellenfläche  nehmen  vermöge  der  Substi- 
tution r  =  —  R  die  Gestalt  an 

m    -2   m    DR         *MAx+By+Cz) 

.    -9  v    n   »        2C(Ax  +  By+Cz)9 

sie  sind  demnach  unmittelbar  Functionen  von  u  und  v,  so  bald  für 
die  Coordinaten  xyz  der  Basip  diese  Darstellungsart  gefunden  ist. 

Wird  berücksichtigt,  dass  a,  0,  y  die  Richtungscosinus  der  Nor- 
malen, die  im  Einfallspunkte  auf  der  Basis  errichtet  wird,  bedeuten, 
dass  ferner  D  den  Cosinus  des  Einfallswinkels  repräsentirt,  so  können 

die  Ausdrücke 

x'  =  a.D.R, 

y'=ß.D.R, 

*'—  y.D.R 

unmittelbar  geometrisch  interpretirt  werden,  es  zeigt  sich,  dass  sie 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  zu  derselben  vorgelegten  Basis 
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gehörenden  Fusspunktfläche  sind,  deren  Darstellung  als  Functionen 
zweier  Parameter  hierdurch  für  eine  ganz  beliebige  Basis  gegeben  wird. 

Ausserdem  wird  durch  das  vorletzte  Gleichungssystem  der  Zu- 
sammenbang zwischen  Wellenflächen  und  Fusspunktfläcben  von  neuem 
bestätigt. 

§2. 

Ueber  die  Integrale  f  x.ds.cos(Nx)yf  r,ils.cos(Nr). 

Vermöge  der  Darstellung  der  Coordinaten  der  Wellenflächen- 
punkte  als  Functionen  der  beiden  Veränderlichen  u  und  v  wird  die 
Kubatur  auf  die  Auswertung  von  Doppelintegralen  zurückgeführt. 

Ist  nun  die  vorgelegte  Oberfläche,  deren  Volumen  bestimmt  wer- 
den soll,  eine  rings  geschlossene,  so  stellt  nach  Gauss  u)  das  Integral 
fx.ds. cos (iV,a;),  wenn  es  über  die  ganze  Oberfläche  ausgedehnt  wird, 
das  gesuchte  Volumen  dar;  dabei  bedeutet  (iV,ae)  den  Winkel,  welchen 
die  nach  aussen  gerichtete  Normale  eines  Oberflächenpunktes  mit  der 
JT-Axe  bildet  Denken  wir  innerhalb  der  Projectien  der  Oberfläche 
auf  die  ausserhalb  der  letzteren  gelegene  Ebene  x  =>  c  ein  Element 
d£  herausgegriffen,  zu  ihm  senkrecht  einen  Cylinder  errichtet,  der 
die  Fläche  in  2k  Elementen  da  schneidet,  und  ist  ferner  ganz  allge- 
mein der  Inhalt  des  Cylinders  zwischen  der  Ebene  x  —  c  und  dem 
Flächenstück  dsi  =  ü,  so  ist 

V~fx.tU.co8(N,x)  -  Z(J2*  — J,*_i  +  . ../,— JJ 

das  analytische  Aequivalent  des  Volumens. 

Dasselbe  wird  ferner  repräsentirt  durch  das  Integral 

F«=  —  i/V.<fc.  cos  (2V,r), 

wenn  (N,r)  den  Winkel  bedeutet,  den  die  nach  aussen  gerichtete 
Normale  der  Fläche  mit  dem  von  ihrem  Fusspunkte  nach  dem  Pole 
gezogenen  radius  vector  r  bildet. 

Ist  die  Fläche  nicht  rings  geschlossen,  so  kann  zunächst  von 
einem  Aussen  und  Innen  nicht  die  Rede  sein.  Da  nun  aber  die 
Fläche  /(a-,  y,  z)  «  0  im  Allgemeinen  alle  die  Punkte  des  Raumes, 
für  welche  /(*,#,«)  >>  0  ist,  von  denen  scheidet,  die  /(ar,y,z)  kleiner 
als  Null  machen,  so  sind  wir  berechtigt  die  Normale,  welche  sich  von 
der  Fläche  aus  in  das  erste  Gebiet  erstreckt,  als  die  nach  aussen 
gerichtete  zu  bezeichnen.    Nehmen  wir  ferner  an,  dass  das  vorgelegte 


14)  Gauss,  Theoria  attractionis  corpovum  ellipticorum  etc.  im  V.  Bd.  8.  S.W. 
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Obcrflächenstttck  ein  continuirliches  ist,  so  ist  anschwer  einzusehen^ 
dass  ein  vom  Pol  nach  der  Fläche  gezogener  radius  vector  mit  den 
in  seinen  Treffpunkten  construirten  und  nach  aussen  gerichteten  Nor- 
malen der  Fläche  a  wechselnd  spitze  und  stumpfe  Winkel  bildet 
Die  Anzahl  der  Schnittpunkte  kann  eine  gerade,  kann  eine  ungerade 
sein.  Die  Richtung  des  Radius  vom  Treffpunkte  nach  dem  Pole  hin 
sei  die  positive.  Um  den  radius  vector  werde  ein  Kegel  mit  der  un- 
endlich kleinen  Oeffnung  dZ  construirt,  der  vom  Pole  aus  betrachtet 
in  den  Entfernungen  r^r^...n  aus  der  Fläche  die  Elemente 
d8vdsti...dsk  ausschneidet.  Um  den  Pol  mögen  mit  den  Radien 
rl7r2...r*  concentrische  Kugeln  construirt  werden,  auf  deren  Ober- 
flächen der  Kegel  mit  der  Oeffnung  dZ  die  Stücke  d<s1,do2,...dGk 
kennzeichnet. 

Der  Inhalt  des  Kegels  bis  zum  ersten  Schnittpunkte  ist 

h  —  i»"id*i  —  ±  ir1ds1  cos  (N^r), 
das  Volumen  des  zweiten  wird  durch 

JÄ  =  $rfdö  =  ±ir2ds%COH(N^r) 


en  u.  8.  £.  Demgemä88  stellt  h  —  h-i+h-2 — (-••  ^1  das 
Stack  des  Volumens  dar,  welches  zwischen  der  Oberfläche  und  dem 
unendlich  kleinen  Kegel  gelegen  ist.  Stellen  wir  dieselben  Operationen 
für  alle  Punkte  der  ungeschlossenen  Oberfläche  an,  so  ergiebt  sich,  dass 

i/r.  <U.  COS  (iV,r)> 

erstreckt  über  die  ganze  Oberfläche,  vom  Zeichen  abgesehen  das  Vo- 
lumen desjenigen  Körpers  darstellt,  der  zwischen  der  Oberfläche  und 
dem  Kegel  gelegen  ist,  dessen  Basis  mit  der  Oberfläche  zusammenfällt, 
dessen  Spitze  im  Pole  liegt. 

Das  letzte  Integral  setzt  uns  in  den  Stand,  mit  wenigen  Schlüssen 
den  Zusammenhang  festzustellen,  der  zwischen  dem  Volumen  der 
Fusspunktfläche  und  der  Wellenfläche  derselben  Basis  besteht.  In 
der  Tat,  die  radii  vectores  beider  Oberflächen  stehen  im  Verhältniss 
1:2,  die  Oberflächenelemente,  welche  demselben  Kegel  mit  der  Oeff- 
nung dS  entsprechen,  verbalten  sich  wie  die  Quadrate  der  Radien. 
Legen  wir  der  Kubatur  beider  Flächen  die  letzte  Formel  zu  Grunde, 
so  folgt,  dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  achtmal  so 
gross  ist  als  das  Volumen  der  Fusspunktfläche  dersel- 
ben Basis. 

Zum  Schlüsse  dieser  allgemeineren  Betrachtungen  möge  hervor- 
gehoben werden,  dass  der  Hauptnachdruck  in  den  folgenden  Unter- 
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Buchungen  darauf  gelegt  ist,  die  angemeine  Einfachheit  und  Ueber- 
sichtlichkeit  der  von  Gauss  and  Kammer  entwickelten  Methoden  klar- 
zulegen-, aus  diesem  Grande  sind  sie  zum  Teil  auf  die  Rotationsflächen 
beschränkt  worden.  Fällt  diese  Beschränkung  fort,  so  tritt  eine 
Aenderung  im  Princip  der  Untersuchung  nicht  ein,  wir  gelangen  bei 
der  Auswertung  der  Integrale  zu  transcendenten  Functionen,  während 
im  ersten  Fall  die  Darstellung  durch  algebraische  Functionen,  durch 
den  Logarithmus  und  die  Arcus-Tangente  möglich  ist 


§3. 

Das  Ellipsoid. 
Die  Gleichung  des  dreiaxigen  Ellipsoides 


d 


"*  +  Ä«  ^  c*      x 


wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen15) 

x  =  a.cosu, 
1)  y  —  d.sinu.cosv, 

z  «  c .  sin  u .  sin  v. 

Dio  Elimination  von  v  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  •fuhrt  zu 
dem  Resultat 

p  +  p-rin1«, 

x  =  a.COSM. 

Beide  Gleichungen  repräsentiren  eine  zur  X-Axo  senkrechte  Ellipse, 
so  bald  dem  Parameter  u  ein  fester  Wert  beigelegt  wird. 

Eliminiren  wir  u  so  folgt 

bz  «  tf.y.COtgv, 

wir  erhalten  die  Gleichung  einer  sich  bei  veränderlichen  Werten  von 
v  um  die  Jf-Axe  drehenden  Ebene,  so  dass  also  die  Oberflächenpunkte 
des  dreiaxigen  Ellipsoides  vermöge  der  Curven  ü  und  V  dargestellt 
sind  als  Schnittpunkte  einer  veränderlichen,  der  Z-Ebene  parallelen, 
Ellipse  und  einer  um  die  Jf-Axe  sich  drehenden  Ebene.  Sollen  alle 
Punkte  der  Oberfläche  erschöpft  werden,  so  müssen  die  Veränderlichen 
u  und  v  zwischen  den  Grenzen  variiren 


15)  cf.  Joachimsthal,  Anwendung  der  Diff.-  n.  Int.-Rccbg.  auf  die  Theorie 
der  Flachen  nnd  der  Linien  dopp.  Krümmung. 
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2) 


0  ^  v  <  2», 
0  5*  u  <  *. 


Ich  verlege  den  Coordinatenanfang  in  den  Pol,  dessen  Coordinaten 
— /,  —  m,'—  n  sein  mögen,  und  erhalte  für  die  Coordinaten  der.Ober- 
flftchenpunkte  des  Eilipsoidee 

3)   *  —  /-f~aC08tS    y  "■  »+*.8ini»cos»,    *  —  n+csint*sinü. 

Ans  diesen  Gleichungen  finden  wir  durch  partielle  Differentiation  und 
mit  Berücksichtigung  von  §  1,  10 


4) 

wo 
5) 


Ä  —  &.c.8int»costt,    i?  s 


a68m2itC08v,    C  —  oft  sin*  u  sin  v, 
* jYsin't», 


^=  a,*,.8in,«8in2ü+«,^8in2t*cos,y+i2c2co8,t* 


= 

2.&.c.C0Sw.Jf 

^ 

iV 

= 

2acsintiC08t>3f 

01 

N 

«. 

2o6sinu8invJfcf 

*1 

V 

gesetzt  wurde.    Vermöge  der  Gleichung  12.  des  §  1.  setzen  sich  aus 
3)  und  4)  dio  Gleichungen  der  Wellenfläche  wie  folgt  zusammen : 


6) 


dabei  ist 

7)  Jlf  —  l.bccoBu+m.acBmucoBv  +  nabBinusmv-\-abCi 

die  Grenzen  sind  0  und  n  für  w,  0  und  2«  für  v. 

Dio  Wellenflache  ist,  wie  aus  6)  hervorgeht,  rings  geschlossen, 
ihr  Volumen  demnach  reprftsentirt  durch 

'  F=  —  i/r.rf*.  cos  (iV,r). 

i 

Bedeuten  Ati  Bu  C,  die  analogen  Determinanten  wie  ^4,  U,  C  nämlich 


8) 


so  ist 


**  "  du  dv 


dyt   &| 

8»  '8u' 

fiu'  dv       5fT  "8«  ' 
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dt  =  du.dvVÄ^fB^+Cp1, 

co8(tf,r)  =  -  A?  +  Biyi  +  C,Zl 
r.YAS+BS  +  CS 
daher 

27t    n 

9)  V  -  \  f  f  {A^  +  B^  +  C^dudv. 

0      0 

Durch  partielle  Differentiation  erhalten  wir  aus  6) 

_n.        3^       2a*cosW     /„  ,    .      33f\       .         3iVi 

3^       2.&C.C08U  (      BM      „BN) 


Bv  N* 


Byx       2o08in»(     /      „.       ,,  BM\  w^l 

3»      2o&.rin«r  /  ,    .     33f\  aar» 

i£  =  — lv« — {^Q-M^coBt.+ainti-gj^— BintF-Mgj-  J  , 

Diese  Grössen  gestatten  die  Berechnung  der  Determinanten 

w  4.a2&.c.sint*(  „  iT  .     .         X733f       .  3iVM 

^,=3/. ^ ^cosu.Af.iV+sintt.iVg^-sinn.Jf.g^j. 

133/  33/  \ 

sin2  u .  cos  t?Af .  N+  sin  vN-?£  —sin  t*cos  *cos  vN-^  i 
„BN     |.  SA'l 

+  8int*.C08tt.C08w.3fg—  -l8int7.3/g^-  1 

133/  \  33/  ] 

ein2 1* .  sin  v .  MN—  cos  t>.  iV-g- —  sin  t* .  cos  ti .  sin  vN~fa 
+  smt*.co8tt.8int>.3/g^--f-copt>.3f  g^ 

i 
Die  einfachsten  Operationen  ergeben  \ 

.                              8.a2.62.c2.3f*.sintt   • 
^Xj  +  Äjyj  +  Cj»!  —  ^3 . 

so  dass  für  das  Volumen  der  Wellenfläche  die  Relation  pestebt 
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y  _*.*,„   ff  »£*++. 


2*    X 


Die  Uebereinstimmung  dieses  Ausdruckes  mit  dem  von  Hrn.  Magcucr l6) 
aufgestellten  Doppelintegrale  ergiebt  siqjh  sofort,  wenn  beachtet  wird, 
dass  —  /,  —  m,  —  n  die  Coardinaten  des  Poles  bezogen  auf  das  mit 
leinem  Nullpunkt  im  Centrum  des  Ellipsoides  gelegene  rechtwinklige 
System  bedeuten,  während  Magener  sie  durch  a,  0,  y  bezeichnet. 
Der  Vergleich  lehrt  auch,  dass  das  Volumen  V  der  Wellenfläche  dem 
achtfachen  Volumen  der  Fusspunktfläche  des  Ellipsoides  gleich  ist 

Entwickelt  man  deu  Ausdruck  (cf.  7)) 

Af*  ~  {  abc -\- 1 . bc cos u -\- mac sin u cos v -\- nab sin u sin  v  }s 

so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  11)  gleich  einer  Summe  von 
zwanzig  Integralen,  deren  Argumente  u  und  v  zwischen  den  resp. 
Grenzen  0  und  2k,  0  und  n  varüren.  Sämtlichen  Integralen  ist  der 
Nenner  N*  gemeinsam,  in  welchem  die  trigonometrischen  Functionen 
nur  quadratisch   auftreten.    Zerfälle  ich  nun  das  Integrationsgebiet 

0  bis  2«  in  die  vier  Intervalle  0  bis  n/fi  «  bis  w,  n  bis-^-i  -^-bis2», 

2*  %n 

#1             ,      /*sin2m+1t>co8"vrft>   ,        ,    ,      Pcos2m+lvs\nHvdv 
so  folgt,  dass  das  #   ^ als  auch  das  #   j^ 

verschwindet  In  der  Tat,  ich  kann  vom  Nenner  absehen,  die  Ele- 
mente sin2M+1t>.cos*v  des  ersten  Quadranten  werden  von  denen  des 
vierten,  die  des  zweiten  von  denen  des  dritten  aufgehoben,  da  sie 
ihnen  stets  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Genau  so  werden  die 
Elemente  cos2m^1«?sinHo  des  ersten  und  vierten  Quadranten  von  denen 
des  zweiten  und  dritten  aufgehoben.    Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich 

noch,  dass 

n 

*  cos2m+1  u .  sin"  u  du 


f< 

J  N* 

0 


ist  Wird  dann  aber  die  Integration  in  passender  Weise  zuerst  nach 
«und  dann  nach  v  oder  umgekehrt  ausgeführt,  so  folgt,  dass  alle 
zwanzig  Doppelintegrale  bis  auf  vier  verschwinden,  deren  Gestalt  die 
folgende  ist: 

tdudv 


f*  /* sin u du dv  P  Pcoz2usinu< 


16)  Magener,  Kubatur  des  Fusspunktcnkörpers  eines  Ellipsoides.   Archiv  34. 
pag.  452. 
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P  P&\vPuCOB*vdudv  P  f*S\vPumu*vdudv 

JJ  N~*  '       ././  Jß  ' 

0      0  0     0 

80  bald  in  ihnen  die  Grenzen  für  beide  Veränderlichen  gleich  0  und 

n  • 

2  gesetzt  werden,  tritt  der  Factor  8  vor  das  Summenzeichen. 

Schreibe  ich  ferner  das  Volumen  der  Wellenfläche 

12)  Vi,M.n  -  V0  +  l*  Vt  +  m*  Fm  +  n*  V*% 

und 

cos*  u  .sin*  «  cos*  t?  .  sin2  u  sin8  y 

Q~     a*    +        b*        "■  ? 

so  haben  die  Grössen  V0,  Viy  lm,  Vn  folgende  Werte 


2    2 

64 
Zabc 


JJ      ö~ ' 


0      0 

n   n 
2    2 


64     P  P cos2 usm ududv 
V'-*üJJ  ? 


13) 


o    o 


n   n 

2    2 

fdudv 


64     p  /*sin8tt.C08*t>< 

Vm-dT*JJ  q5— 


0     0 


Vm-  ab*J  J   


n   n 

2    2 

tt  sin*  txfacfa 


Q3 
o    o 

Diese  vier  Integrale  lassen  sich  vermittelst  einer  einzigen  Inte- 
gration darstellen17).  Wird  nämlich  der'  Quotient  ^  partiell  nach 
a,  6,  <?  differentürt,  so  folgt 


17)  cf.  Magener  a.  a.  0.  pag.  454. 
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<fi 


Ho8/  cos2«. sin* u      P  3\QV 


Q3  4  '       da   '  Q3  4  '      Bb    ' 

14) 

sin»t>sin2tt  _  c3    d\Q*J 
Q3        ~*4         de 

multipliciren  wir  beide  Seiten  dieser  drei  Gleichungen  mit  sinn. du. dv 
und  integriren  wir  nach  u  und  nach  v  zwischen  den  Grenzen  0  und 

2 .  so  erhalten  wir  gerade  die  vier  zuletzt  angeführten  Doppelintegrale, 

deren  Auswertung  daher  auf  die  Bestimmung  von 

n    n 

2    2 

idudv 


c-JJ—v 


0     0 

ond  dessen  partiellen  Differentialquotienten  nach  a,  #,  c  zurückgeführt 
ist  Das  bestimmte  Doppelintegral  C  ist  bekannt,  es  ist  dasselbe,  zu 
welchem  Jacobi  18J  1833  bei  der  Quadratur  der  reeiproken  Fläche  des 
Basis-Ellipsoides  gelangte.    Ist 

«0-  i ;) 

diese  Oberfläche,  so  resultirt 

C~  8 

ond 

im  v        16    dC        v       16    dC        v       16   dC 

7  &.c     0  ac    ob  ab    de 

zugleich  nimmt  VQ  mit  Berücksichtigung  der  Relation 

cositt+sinittcos^v-l-rin^sin2»  ==  1 
die  Gestalt  an 

wie  sich  durch  Addition  der  Gleichungen  14)  ergiebt.  Die  in  Formel 
13  aufgestellten  Ausdrücke  für  Vi,  Fm,  Vn,  V0  sind  stets  positiv,  da 
die  Argumente  der  Integrale,  also  diese  selbst,  zwischen  den  vor- 


18)  Jacobi,  De  transformatione  et  determinatione  integralinm  dupl.  Crclle 
Bd.  X. 
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gelegten  Grenzen  positive  Grössen  sind.  Daraus  gebt  zunächst  her- 
vor, dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  ein  Minimum  sein  muss, 
wenn  /  «  m  —  n  «  0  ist,  d.  h.  wenn  der  Mittelpunkt  der  Basis  mit 
dem  Pol  zusammenfällt.  Ferner,  dass  dies  die  einzige  Lage  des 
Poles  ist,  der  ein  Minimum  oder  Maximum  des  Volumens  entspricht. 

In  der  Tat  bildet  man  die  Gleichungen 

8/       m*BmU'm'nmm}kHm'mWmQ 

so  zeigt  es  sich,  dass  ihnen  keine  anderen  Lösungen  als  die  ge- 
nannten l  =  m  =  n  «  0  geuügen. 

Wir  gelangen  daher  zu  dem  Lehrsätze: 

I.  Das  Volumen  der  Wellcafläche  des  dreiaxigcn  Ellipsoides  ist 
dann  und  nur  dann  ein  Minimum,  weun  der  Pol  im  Mittelpunkt 
desselben  gelegen  ist. 

Die  Gleichung  12) 

.     Vi,m,n  -  V0  +  PVi+m*Vm  +  n*rn 
führt  uns  noch  zu  einer  Reihe  interessanter  Lehrsätze: 

Wie  schon  einmal  erwähnt,  bedeuten  /,  m,  n  die  Goordinatea  des 
Mittelpunktes  der  Basis  bezogen  auf  den  Pol  als  Ursprung  des  Coor- 
dinatensystems,  nun  repräsentirt  der  Ausdruck 

gleich  einer  Constanteu,  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist. 
Wir  erhalten  den  Satz: 

II.  Bewegt  sich  ein  Ellipsoid  derartig,  dass  ein  Mittelpunkt  auf 
einem  zweiten  Ellipsoide 

dessen  Centrum  der  Pol  ist,  gleitet,  während  seine  Axen  denen  des 
letzteren  parallel  bleiben,  so  ist  für  alle  Lagen  das  Volumen  der  auf 
das  orsterc  bezogenen  Wel leufläche  ein  constantes. 

Da  nun  £*,  m*,  n*  auch  angeseheu  werden  können  als  die  Qua- 
drate der  Coordinaton  (— /,  —  m,  —  n)  des  Poles  bezogen  auf  das 
Centrum  der  Basis,  so  folgt  das  bekannte  Resultat: 

III.  Liegen  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  dreiaxigcn ,  dem 
Basis-EUipsoide  concentrischen  Ellipsoides,  welches  durch  die  Glei- 
chung 
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dargestellt  wird,  so  sind  die  Volumina  der  zugehörigen  Wellenflächen 
einander  gleich. 

Sämtliche  Ellipsoide,  zu  denen  man  durch  Veränderung  von  D 
gelangen  kann,  sind  einander  ähnlich: 

IV.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleicher  Wellenkörper 
sind  einander  ähnliche,  concentrische  Ellipsoide. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  diese  Ellipsoide  dem  Basis-Ellipsoido 
nicht  ähnlich  sein  könnet» •  auch  lässt  sich  nachweisen,  dass  sie  stets 
drei  von  einander  verschiedne  Axen  besitzen,  so  lange  der  Basis  diese 
Eigenschaft  zukommt 19). 

Setzt  man  l  «=  +  /»a,  m  «=  ±  &6,  n  «=»  +kc  und  berücksichtigt, 
dass  den  Gleichungen  15)  und  16)  gemäss  für  das  Volumen  der  Wellcn- 
näche  auch  die  Relation  besteht 


^  abc\ 


72     8C    .        */  SC    .       2    BC\ 

lato+mbdb+ncdc-) 


so  folgt 

18)  rta,w,*c-  v0(3**+l) 

Aus  dieser  Formel  ergeben  sich  wieder  zwei  correspondirende  Lehr- 
sätze: 

V.  Es  sei  ein  Parallelepipedon  vorgelegt,  dessen  Ecken  die  Coordi- 
naten  b  —  ±fca,  m  ±tö,  n  =  +kc  besitzen.  Construirt  man  um 
dieselben  als  Centra  die  acht  möglichen  Ellipsoide,  welche  alle  die 
nämlichen  den  Kanten  des  Parallelepipeds  gleichgerichteten  Axen  a, 
6,  c  besitzen ,  so  sind  die  Volumina  der  auf  sie  bezogenen  Wellen- 
flächen unter  sich  und  dem    (3«2-f-l)-fachen  Minimalvolumen  gleich. 

VI.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  x=±_ka*  y  —  ±/d>, 
z=±kc  des  Parallelepipeds,  dessen  Diagonalen  sich  im  Gentrum  der 
Basis  schneiden,  so  ist  das  Volumen  der  Wellenfläche  dem  (3&2+l)" 
fachen  des  Minimal  wertes  V0  gleich. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  für  den  Augenblick  die  zweite  Lage 
des  Goordinatensystcmes  festhalten,  annehmen,  dass  der  Coordinaten- 
anfang  mit  dem  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  zusammenfällt.  Ist  k  =  1, 


19)  cf.  Magener  a.  a.  0. 
Areh.  der  Math.  n.  Phyi.  2.  Seihe,  Teil  HL  16 
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so  nennen  wir20)  das  Parallelepiped  ein  concentrisches ,  seiuo  Dia- 
gonalen werden  durch  die  Gleichungen  x  «  &a,  y  =  kb,  a  =  kc,  in 
denen  h  ein  veränderlicher  Parameter  ist,  dargestellt,  so  zwar,  dass 
die  Entfernung  eines  Punktes  auf  der  Diagonale  vom  Mittelpunkte 
geschrieben  werden  kann  r  =  & .  Va* -f- &*+ c*.    Dann  resultirt: 

VII.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einer  der  Diagonalen  des  dem 
Ellipsoide  coucentrischen  (umschriebenen  2l) )  Parallolepipedons ,  so 
ist  der  Zuwachs,  den  der  Miuimalwert  des  Welleofiächenvolumens 
erleidet,  dem  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Mittelpunkte  propor- 
tional und  gegeben  durch 


K°(1  +  3aa+Ä»+cV" 


Die  vier  Diagonalen  durchsetzen  die  Schar  der  Ellipsoide,  deren 
Oberfläche  der  geometrische  Ort  der  Pole  gleicher  Wcllenkörper  ist. 
Jeue  Ellipsoide  aber  erfüllen  den  ganzen  Raum,  daher  ergiebt  sich: 

VII I.  Das  Volumen  einer  jeden  Welleufläche  des  dreiaxigen 
Ellipsoidcs  lässt  sich  in  die  Form  bringen 

Vo(l+3fc'). 

Das  Doppelintegral  C  ist  nach  Jacobi  eiuo  symmetrische  Func- 
tion vierten  Grades  der  Grössen  a,  &,  e  und  genügt  daher  der  Glei- 
chung: 

Diese  Relation  gestattet  den  für  das  Volumen  gefundenen  Ausdruck 
17)  in  eine  äusserst  einfache  Form  überzuführen,  wenn  l  =  m  «=  n 
gesetzt  wird.    Es  ergiebt  sich  aus 

K"«  =  V0+^C=V0+8l>abcS  £  \,  J) 
der  Lehrsatz: 

IX.  Die  Volumina  der  Wellenflächen  des  Ellipsoides,  die  den 
acht  Ecken  x  =*  y  *=  z  =  +1  eines  concentrischen  Würfels  ent- 
sprechen, sind  eiuander  und  dem  Minimumkörper  V0  plus  dem  Körper 
gleich,  der  entsteht,  wenn  man  die  Oberfläche  des  reeiproken  El- 
lipsoides mit  dem  Factor  Wabe  multiplicirt. 


20)  cf.  Magener,  1.  1.  pag.  461. 

21)  cf.  Hirst,  pag.  23. 
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Auch  können  die  Gleichungen  x  —  y  —  z  —  l  angesehen  werden 
als  das  analytische  Aequivalent  der  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels-,  da  nun  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Diagonalen  vom 
Centrum  des  Ellipsoides  —  J>/3  ist,  so  folgt: 

X.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Diagonalen  des  concentrischen 
Würfels,  so  ist  der  Zuwachs,  den  das  Minimalvolumen  der  Wellen- 
fläche erleidet,  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles 
vom  Gentrum  des  Ellipsoides. 

Hiermit  müssen  wir  der  grösseren  Kürze  wegen  die  Discussion 
der  für  das  Volumen  der  Wellenflächen  des  Ellipsoides  aufgestellten 
Gleichungen  abbrechen.  Die  für  die  Fusspunktenkörper  **)  der  beiden 
Rotationsellipsoide  und  der  Kugel  aufgestellten  Lehrsätze  lassen  sich 
mit  leichter  Mühe  übertragen  und  vermögo  der  mehrfach  hervor- 
gehobenen Dualität  zwischen  Pol  und  Wellenfläche  vermehren. 


$4. 

Das  zweischalige  Hyperboloid. 

Die  Gleichung  des  zweischaligen  Hyperboloides 

_  **        y*        ** 

wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen  2S) 

oc  ■—  atgueosp, 
y  =  Atgusinv, 

c 

z  ■» t 

C08tt 

welchen  gemäss  die  Punkte  auf  der  Mantelfläche  des  Hyperboloides 
dargestellt  werden  als  Schnittpunkte  einer  der  £-Ebene  parallelen, 
beweglichen  und  veränderlichen  Ellipse  und  ciuer  um  die  Z-Axe  sich 
drehenden  Ebene.  Sollen  sämtliche  Punkte  der  Mantelfläche  erschöpft 
werden,  so  sind 

für  v  die  Grenzen  0  und  2» 
»  u  n         5»         0    „    ic 


32)  cf.  Magener  und  Hirst  a.  a.  O. 

SS)  £.  Bremer,    „Beitrag    sar  Theorie    des  Potentials".     Diss.     Rostock 
1882.    pag.  49. 

16* 
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festzuhalten  Legen  wir  ferner  als  Basis  die  Rotationsfläche  derselben 
Art  zu  Grunde,  und  nehmen  wir  den  Coordinatenanfang  als  im  Pole 
(— l,  — »»,  — n)  liegend  an,  so  lauten  die  Coord inaton: 

c 

1)  x  ™  Z-J-atgwCOStf,    y  =»  m-j-otgwsinv,     z  «a  w-| . 

Aus  diesen  Gleichungen  leiten  wir  mit  Hülfe  der  partiellen  Differen- 
tiation dio  Werte  der  folgenden  Grössen  ab: 

sin2t*  cost?       „  sin2t* sin»      ^        .  sin« 

A  — — ac — ö ,     B  =  — ac « — ,     C  »  a* — =-  , 

CO&"tt  C089tt  C08*tt 

Sei 

2)  3f«=  cZsinucosy-f-cmsinusint; —  na — aecostt, 

so  sind  vermöge  der  Untersuchungen  des  §  1.   die  Coordinaten  der 

Wellenfläche  gegeben  durch 

sinueosv 

*»  =  2cMa*+c*  8ÜÄ* 
sin  «sin» 

*,  =  —  2aM—z—x — v  •  j~ 
^  a*-j-c*8in*u 

Durch  Division  erhalten  wir  y1=x1t^v^  die  Curven  **)  V  werden 
daher  auf  der  Wellenfläche  durch  eine  um  die  Z-Axe  sich  drehende 
Ebene  ausgeschnitten.  Quadriren  wir  die  aus  3)  abgeleiteten  Glei- 
chungen : 

t/i  c    .        .  Xx  c,  . 

-  — Sinti  sin  v,  = Bin  neos» 

«j  a  '       z1  <r 

und  addireu  sio,  so  ergibt  sich  die  Gleichung  eines  veränderlichen 
Kreiskcgels 

(«-)■->" 

der  den  leuchtenden  Punkt  als  Spitze  besitzend  auf  der  Wellcnfläcbe 
die  Curven  Ü  bestimmt. 

Da  dio  Coordinaten  x\  y,  z  und  xu  yly  «,  eindeutige  Functionen 
von  u  und  v  sind,  so  werden  die  letzteren  alle  Punkte  auf  der  Wellen- 
fläche durchlaufen,  wenn 

für  v  die  Grenzen  0  und  2n 

»    u  »  ji        0    »    n 

24)  cf.  Joacbimsthal  „Anwendg.  der  Diff.-  u.  InL-Rcchng.  auf  die  Theorie 
der  Flftchen  und  Curven  dopp.  Kr.a. 
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eingeführt  werden.    Dann  aber  geht  aas  der  Gestalt  der  Functionen 
*v  ft>  H  hervor,  dass  die  Wellenfläche  eine  rings  geschlossene  ist. 

Ihr  Volumen  wird  dargestellt  durch 

V  —  fzdst  cosfiV,^), 

wo  die  Integration  auszudehnen  ist  über  die  ganze  Oberfläche;  daher 
wird 

F«=/  f  C^^dudv. 
o    o 

Nachdem  die  partiellen  Differentialquotienten  von  xi  und  yt  nach  u 
und  v  bestimmt  sind,  gelangen  wir  durch  wenige  Transformationen  zu 

,x    „  4c*Msinu     (         .,,    .      SM]       8c43fsin3t*co8tt 

4)   °>  =  («*+c*8in*K;MC08tt3f+8mttä7j-  («»+c*8in*»)3 

und  erhalten  für  das  Volumen  V  die  Differenz  der  beiden  Integrale 

2n     n 


5)     V-lGa*J  J  -^ 


COS  U  du  dv 


+c*sin*u)* 

u         u 

2yg  n 

I       /    M*(a>&uM+B\nu-?r-j8iiiududv 
~SacJ     J  (a»+o»sin«n)» 

0       0 

Wir  integriren  zunächst  das  erste  Doppelintegral  nach  v,   wobei  die 
Gleichungen 

In  2?t 

6)  /    8inmt?cos2,l+1  v  dv  =  0 ,        /    sin2w+1v  cosmt?  efo  —  0 

„     ,  m   ,         ,.  __       _  sin8t*co8t*4 

zur  wesentlichen  Vereinfachung  dienen.    Vom  Factor  ,  2  .  cg8jna  u\i 

kann  ich  fQr  den  Augenblick  absehen,  entwickele  ich  dann  Mz  und 
integrire  gliedweise,  so  bleiben  die  Ausdrucke 


— 3  /     e^fl  sinhiCOS^v  (na -\-aecosu)dv 
o 

2* 

— 3  /     c*  m*  sin8«  sin8©  (na  -\-ac  cos  tt)ä"t> 
o 

2* 

—     /     (na +ao  COS  u)3cf», 
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alle  übrigen  verschwinden,  x  Mit  anderen  Worten,  das  erste  Doppel- 
integral nimmt  die  Form  an 

2n       n 
f'     P  M*  sin8  tt  COS  u  du  dv 


/*     P  M**m*UQO%udut 

'      J    J   ~  (a2-h^sin«u)4 

0        0 

71 

o     .,.*  i      »X    /•(na+oöCOSttisin^COStirfi* 

=  -toW+^J  (a»  +  c'sin*tO* 

o 

71 

P  (na  -{-ac  COStt)8  sin3!*  cos«  du 

""       J  (a*+c*sin*tt)4 

o 

Zwecks  Auswertung  des  zweiten  Doppelintegro'es  in  5)  ist  zu  bilden 

dAf 
3fco8u-f-  g— 8inu  «  2c/8inuco8ucosr+2cm8inttC08tt8int? 

—  na  cos  u  —  ac(co8*tt  —  sin*tt), 
und  dieser  Ausdruck  ist  mit  M *  /  »  i    »sin^s  zu  maltipliciren. 

Mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  6)  erhält  man  für  das- 
selbe die  Summe  zweier  einfacher  Integrale 


2»       n 

I       |    JW8(jMcost*4-g— sint»)  sinurfttdt? 
8)  J     J  (a*+c*sin«u)» 

0         0 


n 


^9     ^(n>o8+2^gc<)S<*+g2g2cos2tt)(f>aco8tt+accos>tt--  ^iaVf&igugfo 

%J  (a8+c*sin*w)* 

o 

n 

•/,«  i     «v    /*(6naco8tt4-5occo8*tt— aczm*u)smsudu 
-„HfiWJ   («»+W)» 

0 

Vermittelst  der  Gleichung 


n 


P  sin^cos2**  Wu 

*'  J     (a*+c*sinV    ~° 

o 

assen   sich  die  Integrale  7)  und  8)  noch  weiter  reduoiren. 
Wir  erhalten 
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2*  n 

,nl      j'M*siuzucosududv  rt       .   _  .     #     /*  sin6u  COS2u  du 

10)  /  "l^Rsin^iÖ7"  =_3^a+Wy    (g+^ügffl 

TT 
P  (Sri2  efle  C08  M  +  a^  u)  »^P3  «  COS  tt  rftt 

*./  (a2+c2sin2u)4 

0 

2*        w 


I        I     3f*(  3f cos  t»  +  g— 8int«  j  i 
J      •/  (a2+c28iu2t*)8 

0  0 

71 

»/t*i     *     fbacCOSiu--acsm2u  . 
-»**+*)  J       (a>+cHin*^*lnUdU 


Ä      /^änVccos*!* — nVcsin^+aVcos4«  —  aWsm^cos2«  . 
</  (a2-fc2sin2t*)3 

0 

Die  Summe  dieser  beiden  Grössen  ergibt  das  Volumen,  nachdem  zu- 
vor gemäss  5)  die  erstere  mit  160c4,  die  zweite  mit  —  8ac2  multi- 
plicirt  ist 

Ich  will  die  rechte  Seite  der  auf  diese  Weise  entstehenden  Glei- 
chung in  die  Form  bringen 

12)  F—  8na*c5(t*  -f  m*)  Ix + 16*a4  <?n*  1*  -f  Iowa4*6  /s, 

dann  sind  die  Symbole  gegeben  dnreh 

n  71 

/5co8*tt — sin2!*  .  ,    .        A  9   Psinbucos2udu 

/3cos2u —  sin2u  .       „       „  Q    /*co82t*sin3ttrftt 
0  0 

/cos4«— sin2« cos2«  .       ,       _  9  /  cos4«  sin3«  <fa 
(a2+,2sin2^-8in~^-2y    (a^sin2«)4' 


Wird  an  Stelle  der  Differenz  je  zweier  Integrale  das  Integral 
ans  der  Differenz  der  Argumente  eingeführt,  diese  vereinfacht,  und 
dann  erst  gliedweise  integrirt,  so  resultirt 
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n  n 

/*sinucos4udu  Psinucoshtdu 

Is  =  2aJ   {a2  ,  chiü*^ji  -J   (a2+c28in2tt)s 
o  o 

und 

14)     F0=  16^^/3  -  g  nc*-±na*c  +  -r==  lognat-1— 

Durch  ein  ähnliches  Verfahren  wird  gefanden 

n  n 

Ä    /•  a2— c2sin2u     .  •     ,       /*      8insada 

2         ,/    (a2+c2 sin2«*)4  «/    (a*+c  sm  **) 

0  0 

daher  wird 

15) 

Ferner  ist 

71  ff 

2    P  cos2tt8in8udti         /»       s\nzudu 

x~~       J   (a2+c28in2tt)4™t/   (a2+c2sin2u)s 
0  0 

16)         Vim.  =  8wa2 c6/,  «  2ttg3a*j~2f 

_      ,        3a2+4c2                    c+Y?+? 
—  2  *ra2  r-g-: — -'_===  log  nat  — * ! — 

Das  verlangte  Volumen  stellt  sich  demnach  in  der  Gestalt  dar 

Vi,m,,.  -  Vi,m(P+m*)+Vnn*+Vih 

dabei  bedeuten  Fj,m,  FH|  ^0  bekannte  Functionen  der  Axen  des  Hy- 
perboloides, die  positiv  sind,  wie  sich  mit  wenigen  Schlüssen  aus  den 
Integralen  Jl5  J2,  Is  ableiten  lässt 

Die  Untersuchung  derjenigen  Lagen  des  Poles,  denen  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  des  Wellenflächcn- Volumens  entspricht,  führt  zu 
der  einzigen  Lösung  l  =  m  =  n  =  o  der  Gleichungen 

81        dm       dn 

Setzt  man  diese  Wurzeln  in  die  Gleichung  17)  ein,  so  zeigt  es 
sich,  dass  V0  das  Minimum  des  Volumens  darstellt.  Diese  Grösse  ist 
das  Achtfache  desjenigen  Ansdruckes,  welchen  Tortolini  im  31.  Bande 


25)  cf.  Tortolini  a.  a.  0.  pag.  37. 
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des  Crelle'schen  Journals  als  Inhalt  der  dem  zweischaligen  Rotations- 
hyperboloide entsprechenden  Fasspunktfläche  aufstellt;  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  der  Pol  mit  dem  Mittelpunkt  zusammenfällt. 

Lehrsatz  I.  Liegt  der  Pol  im  Mittelpunkt  des  Hyperboloides, 
so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläche  ein  Minimum. 

Die  Gleichung 
18)  Vlm(x*+y*)+Vnz*  =  D 

repräsentirt  ein  Rotationsellipsoid,  das  mit  der  Basis  concentrisch 
oder  auch  ein  solches,  dessen  Mittelpunkt  der  Pol  ist.  Dies  ist  sogar 
die  ursprüngliche  Bedeutung  der  Gleichung  18),  da  dar  Coordinaten- 
an&ng  im  Pol  gelegen  ist.  Nun  treten  aber  die  Grössen  l,m,n  nur 
quadratisch  auf,  ich  kann  sie  ansehen  als  die  Quadrate  von  — Z,  — m, 
— n,  d.  h.  als  Quadrate  der  rechtwinkligen  Coordiuaten  eines  Punktes, 
des  Poles,  bezogen  auf  ein  paralleles  Coordinatensystem,  dessen  An- 
fangspunkt der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  ist 

Die  Gleichungen  17)  und  18)  führen  dann  zu  den  beiden  correspon- 
direnden  Lehrsätzen: 

II.  Bewegt  sich  das  Hyperboloid  mit  seinem  Mittelpunkt  auf  der 
Oberfläche  des  um  den  Pol  als  Mittelpunkt  construirten  Rotations- 
euMpsoides 

^(sMV)  +§**  =  « 

während  die  Hauptaxen  beider  stets  gleichgerichtet  sind,  so  bleibt 
das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläche  ein  constantes. 

HI.  Liegen  die  Pole  auf  der  Oberfläche  eines  mit  der  Basis 
concentrischen  Rotationsellipsoides 

Vi m  V* 

so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  einander  gleich. 

Durch  Veränderung  von  D  gelangen  wir  zu  immer  neuen  E?lip- 
soiden,  die  einander  ähnlich  und  mit  dem  Hyperboloide  concentrisch 
sind.    Wir  finden  demnach: 

IV.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  gleichen  Volumens  der 
Wellenfläche  des  Rotationshyperboloides  sind  einander  ähnliche  und 
concentrische  Rotationsellipsoide. 

Wird  Z*+i»?  «  ct2,  n  =  ±c2  gesetzt,  so  repräsentiren  diese 
Gleichungen  bei  beliebig  aber  fest  vorgelegten  Werten  ct  und  c2  zwei 
Kreise,  denen  folgende  Eigenschaft  zukommt; 
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V.  Bewegt  sich  das  zweifache  Rotat'.ons-Hyperboloid  mit  seinem 
Mittelpunkte  auf  einem  der  Kreise  l*-\-m*  «-  cj2,  n  —  ±c2,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  einander  gleich,  vor- 
ausgesetzt, dass  die  Rotationsaxe  des  Hyperboloides  der  Z-Axe  pa- 
rallel bleibt. 

VI.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Kreisen  «2+y8  =  c18,  * — ±e2, 
so  sind  die  Volumina  der  zugehörigen  Wellenflächen  dieselben  **). 

Es  sei  angenommen,  dass  die  Coordinaten  des  Poles  der  Glei- 
chung des  Cylinders  <c*+y8  =  o*  Genüge  leisten,  dann  lehrt  die 
Formel  17),  dass  das  Volumen  der  Wellenfläche  ein  relatives  Mini- 
mum ist,  wenn  überdies  die  Bedingung  *  «■  0  erfüllt  ist  Aus  17) 
erglebt  sich  zugleich  der  Satz: 

V1L  Bewegt  sich  der  Pol  auf  der  Cylinderoberfläche  «*-|-y*=p8, 
so  sind  die  Zunahmen,  welche  das  Wellenflächenvolumen 

Ti,mp2+F0 

erleidet,  proportional  dem  Quadrate   der  Entfernung  des  Poles  von 
der  Z-Ebene. 

Ein  specieller  Fall  ist  der  folgendo: 

VIII.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  Rotationsaxe  des  Hyper- 
boloides, so  erfährt  das  Minimalvolumen  eine  Zunahme,  die  dem 
Quadrate  des  Abstandes  des  Poles  vom  Centram  des  Hyperboloides 
proportional  ist. 

Durch  analoge  Betrachtungen  leiten  wir  die  Resultate  ab: 

IX.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  Ebene  * •—  ±c,  so  sind  die 
Zunahmen,  welche  das  Volumen 

Vnc*+V0 
erleidet,  proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Poles  von 
der  <Z-Axe. 

X.  Bewegt  sich  der  Pol  in  der  XF-Ebene,  so  sind  die  Zu- 
wachse, welche  zu  dem  Minimalvolumen  hinzukommen,  proportional 
dem  Quadrate  seiner  Entfernung  vom  Gentrum  des  Hyperboloides. 


26)  Es  braucht  nicht  hervorgehoben  zu  werden,  dass  das  Coordinaten- 
system  einmal  als  im  Pole,  das  andere  Mal  als  im  Centram  des  Hyperboloides 
mit  seinem  Ursprung  gelegen  vorzustellen  ist.  Zur  Unterscheidung  sind  die 
laufenden  Coordinaten  im  ersten  Fall  J,  m,  n,  im  anderen  Fall  x,  y,  c  genannt. 

Die  erwähnte  Reciprocit&t  ist  ein  Analogon  derjenigen  zwischen  Pol  und 
Polare. 
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Wird  nun  umgekehrt  der  Pol  als  fest,  das  Hyperboloid  als  be- 
weglich angesehen,  ,so  ergieht  sich  eine  Reihe  correspondirender 
Lehrsätze,  die  wir  zu  dem  folgenden  zusammenziehen  wollen: 

XI.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  zweischaligen  Hyperboloides 
sich  stets  parallel,  während  das  Centrum  auf  dem  Kreise  Z2+m2=p2, 
»  =  +  c  sich  bewegt,  so  sind  die  Volumina  sämtlicher  Wellenflächen, 
deren  Pol  der  Goordinatenanfang  ist,  einander  gleich.  Bei  con- 
stantem  (ist  die  Zunahme,  welche  das  Volumen  Vi,mQ*-\-V0  erleidet, 

;       proportional  c*,  bei  veränderlichem  q  und  festem  c  ist  die  Zunahme, 
welche  das  Volumen  Vnc*+F0  erfährt,  proportional  q*. 

Eine  besonders  einfache  Gestalt  nimmt  der  für  das  Volumen  ge- 
fundene Ausdruck  an ,  wenn  l  «=  m  =  n  =»  k  einer  Constanten  ge- 
setzt wird.    Nämlich 

daraus  folgt: 

XII.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  x  «  y  —  *  «-  h 
des  Würfels,  dessen  Diagonalen  sieh  im  Centrum  des  Hyperboloides 
schneiden,    so    ist    das    Volumen    der    Wellenfläche    gleich    dem 

(l  —  4-|  J-fachen  seines  Minimalwertes,   vermehrt   um  das  (  ~g )- 
fache  Volumen  einer  Kugel,  deren  Radius  die  Rotationsaxe  ist. 

Die  Gleichungen  x  —  y  =  *  =  Je  repräsentiren  die  Diagonalen 
des  definirten  Würfels,  diese  durchdringen  die  den  Raum  erfüllenden 
Rotationsellipsoide  18),  und  wird  dies  berücksichtigt,  so  führen  die 
Lehrsätze  III.  und  XII.  zu  dem  folgenden: 

XIII.  Das  Volumen  einer  beliebigen  Wellenfläche  des  Rotations- 
hyperboloides mit  zwei  Mantelflächen  kann  in  die  Form 

F-  Vk  -  Kt  (l  -  JJ)  +  £.**(2c)B 
gebracht  werden. 

Setzen  wir  z.  B.  in  17) 

l  =  m  —  0,    n  —  yö^+c2, 
so  erhalten  wir 

Vf  -  V0+(a*+c*)Vn  -  K2^8) 

d,  h.  wir  gelangen  zu  dem  bekannten  Resultat: 

XIV.  Liegt  der  Pol  in  dem  einen  Brennpunkt  des  Rotations, 
hyperboloides,  so  ist  das  Volumen  der  entsprechenden  Wellenfläche 
dem  Inhalte  einer  Kugel  gleich,  deren  Radius  die  Rotationsaxe  ist 
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§5. 

Das  einfache  Hyperboloid. 

Nach  Bremer,   „Beitrag  z.  Th.  d.  Potentials"  lassen  sich  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  des  einfachen  Hyperboloides 

in  folgender  Weise  als  Functionen  zweier  Veränderlichen  u  und  v 
darstellen: 

a  . 

x  =  -wco8tJ-4-  asinv, 

c  '  ' 

b      . 
y  «=»   -  usino —  0C08t7, 

Eliminiren  wir  ans  diesen  Gleichungen  v,  so  resultiren 

die  Gleichungen  einer  mit  t*  zugleich  veränderlichen  Ellipse. 

Die  Elimination  von  u  führt  zur  Gleichung 

a 
x  =   -acoSü-f-asinr 

einer  der  /-Axe  parallelen  Ebene.  Die  Mantelfläche  ist  daher  an- 
zusehen als  das  Gontinuum  der  Schnittpunkte  jener  Ellipse  mit  der 
beweglichen  Ebene.  Damit  alle  Punkte  des  Hyperboloides  durch- 
laufen werden,  sind 

für    u    die  Grenzen  —od    und    +oo 
für    v     „  „       —  *       „      +it 

zu  wählen87). 

Ich  verlege  das  Coordinatensystem  parallel  nach  dem  leuchtenden 
Punkte  *8),  dann  lauten  die  Coordinaten  des  einfachen  Hyperboloides 


37)  cf.  Bremer  a.  a.  O.  pag.  11. 
28)  cf.  §  1. 
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x=*l  -\-  -t*cost>-}-asinv, 

1)  y  =  t»4"~  ttsmi?  — £co8», 

*  =*=  n-j-tt. 
Durch  Differentiation  ergiebt  sich 

€&  =  -  co$vdu-\-  l u sinr  -f-  acosvlrf» 

dy  =  -  gin  »du  -f-  I  -  ticosv  -}~  ^  8*n  v  P* 
dt  =*  du 

Wird  nun  für  die  Folge  die  Rotationsfläche  derselben  Art  zu 
Grande  gelegt,  also  a  =  b  gesetzt,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 

A  —  —  -(uco8t>-J-c8int>), 

B  —  —  -  (usin»—  ccosw), 
a* 

«•=     $(^+t*V+^)). 

Es  sei  ferner 

M  =  c  (lu  —  mc)  C08  v  -j-  c(mu  -f-  fc)  8in  v  -f-  ac8  — na  «, 

so  nehmen  die  Coordinaten  der  Wellenfläche  die  Form  an 

Ä  ,^«008» +  c sin» 
«i  —       2<?3f , 

Ä  ^usinv —  <?C08t7 

2)  yt  —      2ö3f - 


tf 


*,=  -2«Af^ 


Werden  in  den  Gleichungen  für  xt  und  zk  dio  rechten  Seiten 
der  Null  gleich  gemacht,  die  linken  nach  Potenzen  von  «  geordnet, 
und  die  so  gebildeten  Relationen  mit  t*  multiplicirt,  so  kann  dies 
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System  der  vier  Gleichungen,  als  deren  Unbekannte  die  Grössen  u3, 
t*8,  u,  1  angesehen  werden  können,  nur  bestehen,  wenn  die  Glei- 
chungsdeterminante verschwindet:  wir  gelangen  zu  der  Gleichuug 
einer  Ellipse  mit  den  laufenden  Coordinaten  xl  und  *1?  deren  Con- 
stanten den  Parameter  v  in  sich  enthalten.  Mit  anderen  Worten  die 
Projectionen  der  Curven  V  auf  die  /-Ebene  sind  Ellipsen-,  sie  gehen 
sämtlich  durch  den  Goordinatenanfang  und  degeneriren  in  den  Fälleu 
v  =*  ±  «,  v  =  0  in  Parabeln.. 

Auf  analogem  Wege  ergeben  sich  die  Projectionen  der  Curven 
V  auf  Jf-Ebene  als  eine  Schar  von  El^psen,  die  den  Pol  mit  ein- 
ander gemein  haben  und  in  den  Fällen  v  «==  ±  ö  *n  Parabeln  aus- 
arten. 

Es  ist  nicht  schwer  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Curven 
U  auf  die  Z-Ebene  zu  bestimmen,  sie  enthalten  den  Parameter  u 
und  lauten: 

{(*8+y*) (a8u8  +  c8(t*8+o8))  -4c8(«8  + c8)  {lx  +  my) }8 
=  4a8  ^(t*8  +  c8)  (c8  —  nu)*  (*8 -f y8). 

Die  Punkte  auf  der  Wellenfläche  siud  demgemäss  anzusehen  als 
die  Schnittpunkte  zweier  elliptischer  Cylinder  mit  einer  Cylinderfläcbe 
von  der  vielen  Ordnung,  deren  Erzeugende  sich  *n  ihnen  lotrecht 
durchsetzen. 

Sollen  sämtliche  Punkte  der  Wellenfläche  erschöpft  werden,  so 
sind  für  u  die  Grenzen  ±  od  ,  für  v  die  Grenzen  ±  n  einzuführen. 
Dann  lehrt  das  Gleichungssystcm  2),  dass  d{e  Coordinaten  xu  ylf  a, 
wohl  den  Wert  Nu11  annehmen  können,  nicht  aber  unendlich  grosse 
Werte. 

Stellen  wir  die  ähnl;chen  Beachtungen  an  wie  in  §  3.,  so  wird 
das  Volumen  repräsentirt  durch 

+  tf  +00 

Vl,m,n  =•  \f  J     {A^+B^  +  Cizjdudv 
—  n      — 'cd 

Zur  Bestimmung  der  Grössen  At,  Bx,  C\  sind  die  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten nach  u  und  »  zu  bilden,  aus  ;hnen  setzen  sich  jene 
Determinanten  in  bekannter  Weise  zusammen  §  3.,  9).    Es  resultirt 


K7BM 

CCO&vNrr- 
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Bt  =  §f  M j  (usint-  -  ccost.)  (MN+uNj¥-»M  B~j 
F  — euavN-5- 

Wenige  Operationen  führen  dann  zu 

+*    +» 
/•    /    üf8 
3)  Vl»m  =  ia+J'J      jfid*d» 

~*  "OD 

Wird  nun  M*  entwickelt  nnd  gliedweise  integrirt,    so  folgt    unter 
Beachtung  der  Formeln 


/ 


w&+h>%vo!*vdv  =»   /     cosnt?sin2m+1i>dt>  «  0, 

—71 

F         F 

— »  — w 

D 

tt*rftt  JJ 


/ 

yrfw  3« 

+» 

/      (c*+(a*+«V)3  ' 

der  nachstehende  Wert  für  das  Volumen  der  Wellenfläche 
*)  *W  -  n«.(**+m»)  +  F,n»+  F0, 

«o  der  Kürze  wegen 

.,    v  «V(4c»+3a»)       Tr  2»»a* 


2«*a* 


^o 


ya»+c» 

/Google 
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gesetzt  wurde.     Die  letzten  drei  Grössen  sind  positiv,  daher  ergeben 
sich  aus  4)  die  Sätze: 

I.    Das  Volumen  der  Wellenfläche  des  einfachen  Rotationshyper- 
boloides ist  dann  und  nur  dann  ein  Minimum 


wenn  der  Pol  im  Centrum  gelegen  ist. 

Ferner  wenn  D  eine  Constante  bedeutet: 

IL  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  Hyperboloides  der  JZ-Axe  pa- 
rallel, während  das  Centrum  sich  auf  einem  beliebigen  Rotations- 
ellipsoide der  Schar 

bewegt,    so   sind  die  Volumina  der  Wollenflächen ,    deren  Pol  der 
Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich. 

III.  Die  geometrischen  Oerter  der  Pole  aller  Wellenflächen 
gleichen  Volumens  sind  eine  Schar  mit  dem  Basis- Hyperboloide  con- 
centrischcr  Rotationsellipsoide 

<«•+*•> -TT +«»§  =  1, 

die  einander  ähnlich  sind. 

IV.  Bleibt  die  Rotationsaxe  des  einfachen  Hyperboloides  der  Z- 
Axc  parallel,  während  das  Ceutrum  auf  einem  der  Kreise  J'-j-m*«^*, 
n«±cj  sich  bewegt,  so  sind  dio  Volumina  aller  zugehörigen  Wellen- 
flachen,  deren  Pol  der  Coordinatenanfang  ist,  einander  gleich. 

Ist  c2  =»  0,  so  wird  das  Volumen  der  Wellenfläche  repräsentirt 
dureh 

VhmH  +  V* 

ist  e1  ==  0,  so  ist  das  Volumen  gleich 

es  folgen  daraus  die  Sätze: 

V.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  in  der  definirten  Weise 
auf  der  Oberfläche  des  Cyliuders  J*-J-w»2=  p2,  so  sind 'die  Zunahmen, 


29)  cf.  Tortolini  a.  o.  O.  pag.  39. 
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welche  das  Wellenflächenvolumen   VitmQt+V0  erleidet,    proportional 
dem  Quadrate  der  Entfernung*  des  Mittelpunktes  von  der  £-Ebene. 

YI.  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  im  angegebenen  Sinne 
auf  der  Ebene  z  —  const,  so  sind  die  Zuwachse,  welche  zu  dem  Vo- 
lumen r^const+^o  hinzutreten,  dem  Quadrate  des  Abstandes  des 
Mittelpunktes  von  der  Z-Axe  proportional. 

VII.  Denken  wir  das  einfache  Hyperboloid  der  Art  verschoben, 
dass  die  Rotationsaxe  sich  parallel  in  der  Z-Ebene  bewegt ,  so  sind 
die  Zunahmen ,  welche  zu  dem  Minimalvolumen  V0  hinzutreten,  pro- 
portional dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Centrums  von  dem  Coor- 
dinatenanfang. 

VIEL  Bewegt  sich  das  einfache  Hyperboloid  in  der  Weise  vom 
Pole  fort,  dass  seine  Rotationsaxe  stets  mit  der  Z-Axe  zusammen- 
fällt, so  sind  die  Zuwachse,  welche  das  Minimalvolumen  V0  erleidet, 
dem  Quadrate  der  Entfernung  des  Centrums  vom  Pole  proportional. 

Wenn  wir  jetzt  umgekehrt  den  Pol  als  beweglich,  die  Basis  als 
fest  ansehen,  so  ergeben  sich  ganz  analoge  Sätze  wie  in  §  4.  Wir 
wollen  sie  zusammenfassen  und  in  den  nachstehenden  Lehrsatz  klei- 
den: 

IX.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  einem  der  Kreise  x2+y2  —  ^*, 
s=  ±  const,  so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen 
des  einfachen  Rotationshyperboloides  einander  gleich.  Aendert  sich 
eine  der  Grössen  g  und  c,  während  die  andere  fest  bleibt,  so  sind 
die  Zunahmen,  welche  die  Volumina  V/,TOp*+r0  und  Vnc*-i-V0  er- 
leiden, resp.  proportional  c2  und  q2. 

Wird  x  •=>  y  =  z  ~*  kc  gesetzt,  so  nimmt  die  Gleichung  4)  die 
Form  an 

Nun  stellt  der  Ausdruck 80)  — 7=====i  das  Volumen  des  Körpers  dar 

4ya*-|-  c* 

der  durch  Rotation  der  Lemniskate  (z*+y2)*  —  a2*2— «V  um  die 

F-Axe  entsteht,  daher  resultirt: 

X.  Liegt  der  Pol  in  einer  beliebigen  Ecke  %  —  y  —  s  =  Jcc 
des  concentrischen  Würfels,  so  sind  die  Volumina  der  acht  entspre- 
chenden Wellenflächen  dem  Minimalvolumen  V0  gleich  vermehrt  um 


SO)  cf.  Tortolini  a.  a.  O.  png.  39. 
Anh.  der  Math.  «t  Phys.    2.  Reihe,  Teil  HL  1 7 
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das  ( 32&2^J -fache  Volumoii  des  Körpers,  der  durch  die  Rotation 

der  Lemniskate  (x2  +  y2)  —  a2x2  —  c*y2  um  die  F-Axe  erzeugt  wird. 

Die  Gleichungen  x  =  y  =  z  =  kc  können  als  das  analytische 
Aequivalent  der  Diagonalen  des  dofinirten  Würfels  angesehen  wer- 
den; liegt  der  Pol  auf  einer  derselben,  so  ist  seine  Entfernung  vom 
Mittelpunkt  gegeben  durch  r  =  Jccys.    Demnach  finden  wir: 

XI.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Geraden  x  «  y  =  z  =  Jcc,  so 
ist  der  Zuwachs,  den  das  Mini  mal  volumen  V0  erleidet,  dem  Quadrate 
seiner  Entfernung  vom  Ceutrum  des  Hyperboloides  proportional. 

Diese  Geraden  durchdringen  die  Schar  der  Ellipsoide 

daun  aber  geht  aus  den  Sätzen  III.  und  XL  der  nachstehende  hervor. 

XII.  Das  Volumen  einer  jeden  Wellenfläche  des  einfachen 
RotatioiiBhyperboloides  kann  in  die  Form 

8    2 

V—V0  +  8k*n*-    a  € 


ya2  +  c* 
gebracht  werden. 

Ist  z.  B.  Je  =  ^,  so  ergiebt  sich  der  einfache  Ausdruck: 


Vc/%  «  2n2a2Va2+c2 
Wir  gelangen  zu  dem  Satz: 

XIII.  Liegt  der    Pol  in  einer   der  Ecken  des  coheentri sehen 
Würfels,  dessen  Seitenflächen  die  Rotationsaxe  des  einfachen  Hyper- 
boloides halbiren,   so  ist  das  Volumen   der  entsprechenden  Wellen- 
de      

fläche  gleich  dem  Körper,  der  durch  Multiplication  von  ^  ya*  -f-  c* 

mit  der  Kugeloberfläche  entsteht ,   deren  Radius  dio   Nebenaxe  des 
Hyperboloides  ist. 

Die  Substitution  x  =  y  =  z  «  ha  führt  zu  dem  Resultat: 

Vltm,n  =  (4Ji*  +  l)V0, 
oder  wir  finden 

XIV.  Bewegt  sich  der  Pol  auf  den  Diagonalen  des  Würfels, 
dessen  Seitenflächen  die  Endpunkte  der  Nebenachsen  treffen,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  dem  (4ä2  +  1)  fachen 
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Mioimalvolumen  V0  gleich,   wo  A  =  ~TTö  ^er  Entfernung  r  des  Poles 
vom  Centrum  des  Hyperboloides  proportional  ist 
Mit  Berücksichtigung  von  III.  gelangen  wir  zu 

XV.  Das  Volumen  einer  jeden  Wellenfläche  des  einfachen  Ro- 
tation shyperboloides  kann  auf  die  Form 

VUn  -  K0(4A*-f  1) 
gebracht  worden. 

Zwischen  den  Zahlen  h  und  k  der  Lehrsätze  XII.  und  XIV.  be- 
steht die  Relation  a?i  =*  ±kc.  Der  Fall  h  =»  1  führt  zu  dem  Lehr- 
satze: 

XVI.  Liegt  dir  Pol  in  den  Ecken  des  concentrischen  Würfels, 
dessen  Seitenflächen  die  Endpunkte  der  Nebenaxen  treffen,  so  sind 
die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  dem  fünffachen  Mi- 
oimalvolumen  V0  gleich. 

Auch  die  Lehrsätze  X.  bis  XVI.  lassen  sich  umkehren,  insofern 
wir  den  Pol  als  fest,  das  Hyperboloid  als  beweglich  ansehen  können. 
Der  Kürze  wegen  soll  darauf  nur  hingewiesen  werden. 

§6. 

Das   Rotationsparaboloid. 

Die  Gleichung  des  Rotationshyperboloides 

x*+y*+az  =  0 

wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen  31) : 

r  —  au.  cos  t>, 
y  =  au  sin  v, 
z  -»  — au2, 

deren  Variabele  u  und  v  in  folgender  Weise  zu  definiren  sind:  die 
Curven  U  {«2+y*  =  «2m2.  z  =*  —au*}  sind  der  -XT-Ebene  parallele, 
bewegliche  und  veränderliche  Kreise;  die  Curven  V  werden  durch 
eine  um  die  Z-Axe  sich  drehende  Ebene  y  —  x.tgv  auf  dem  Parabo- 
loide  ausgeschnitten. 

Legen  wir  den  folgenden  Untersuchungen   eine  paräboloidische 


31)  cf.  Bremer,  a.  a.  O.  pag.  47. 
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Calotte  von  der  Höhe  h  zu  Grunde,  so  sind  die  Grenzen,  zwischeu 
denen  u  und  v  variiren  müssen,  0  und  2n  für  v,  0  und   1/-  für  n. 

Durch  die  Verlegung  des  Coordinatcnanfangcs   in  den  leuchten- 
den Punkt  (— Z,  —  m,  —  n)  ergeben  sich  folgende  Gleichungen: 

1)  x  *■»  Z-j-OMCOSv,     y  =  m-j-attsiu»,     z  =  n  —  au2 

Durch  partielle  Differentiation  erhalten  wir 

dx  dx 

k-  =  a  cos  t»,    g-t  =  —  au  sin «?, 

k-  =»  asm»,     k-  =  aueost?, 

Hieraus  leiten  wir  ab 

(     ^  =  i-«2t*2co8t;,    -ö  =  2a*  i*2  sin»,     C  =  a*u, 

2)  \  £*  =  a4w2(4u*+l). 

Wenige   Operationen  ergeben  die  Coordinaten  der  Wellenfläche 
des  Rotationsparaboloides  in  der  Form 

4«  cos  v 


3)  \        0i  ™  4^4.1^ 


4fi  sin  v 

H 

2 


dabei  haben  wir  der  Kürze  wegen 

4)  Jlf  «  2Z«C08»+2mM8inv  +  n-|-aw2 

gesetzt.  Es  ist  bekannt,  dass  die  vom  Brennpunkt  ausgehenden 
Lichtstrahlen  an  der  Oberfläche  des  Rotationsparaboloides  parallel 
der  Rotatiousaxe  reflectirt  werden.  Durch  Specialisirung  der  For- 
meln 3)  und  4)  gelangen  wir  unmittelbar  zu  demselben  Resultat: 

Sei  l  =  m  =  0,  n  =*  a/4,  so  folgen  die  Gleichungen  der  Wellen- 
flache 

xf  =  auC08&,    y/  —  au  sin  v,    «/  «■  o/2, 

die  eine  zur  Z-Axe  senkrechte  Ebene  repräsentiren ,   deren  Schnitt- 
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punkt  mit  dieser  Axe  dieselbe   Entfernung  j  vom  [Scheitel  des  Pä- 

raboloides  hat,   wie   der  Focus.     Zu  der  paraboloidischen  Calotte 
gehört  ein  endliches  Kreisstück 


der  Ebene 

-vi 

d.  h.  der  Kreis 

5) 

**+y*  —  oh,'  *  —  ö- 

Nach  dieser  Abschweifung,  deren  Resultat  später  von  Bedeutung 
sein  wird,  kehren  wir  zu  dem  Gleichungssystem  3)  zurück. 

Die  Coordinaten  g,  y,  z  wie  xu  y„  ^  sind  eindeutige  Functionen 
von  »  und  e.    Für  die  Veränderlichen  u  und  v  der  Functionen  x„ 

&,  *!  sind  daher  die  Grenzen  0  und  1/ -  resp.  0  und  2»  einzuführen. 

wenn  alle  Punkte  der  Wellenflächc  erschöpft  werden  sollen ,  die  der 
Oberfläche  der  paraboloidischen  Calotte  entsprechen. 

Mit  wachsenden  Werten  von  h  wird  nun  auch  u  grösser  und 
grösser,  mit  u  zugleich  wachsen  anch  die  Coordinaten  der  Wellen- 
fläche, so  dass  xt,  y1  für  unendlich  grosse  Werte  von  h  über  alle 
Grenzen  hinaus  zunehmen.  Die  Oberfläche  des  Rotationsparaboloides 
ist  daher  nicht  rings  geschlossen.  Wir  müssen  uns  auf  die  paraboloidi- 
sche  Calotte  von  endlicher  Höhe,  auf  ein  endlich  begrenztes  Ober- 
flächenstück der  Wellenflächo  beschränken,  und  haben  unter  dem 
Volumen  der  Wellenfläche  den  Inhalt  des  Kegels  zu  verstehen,  dessen 
Basis  dies  Oberflächenstück,  dessen  Spitze  der  Pol  ist  Es  wird  vom 
Zeichen  abgesehen,  dargestellt  durch 


oder 

2* 


F—  i    J  rds  cos  (N,r)> 


-vV 


(Axxx  -f-  Btyt  -f  Ctfjdu  dv 


Es  ist  nicht  schwer,   die  Gleichung  des  begrenzenden  Kegelmantels 
aufzustellen.    Aus  3)  ergiebt  sich: 
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xt  =»  2»,«  cos «?,    ^  =»  231usinv 
aus  beiden 

die  Gleichung  eines  Kegels,   der  die  Wellenfläche  in  den  Curven  ü 
durchsetzt,   setzen    wir  in   6)  an    Stelle  von   u   die   obere   Grenze 

1/-,  so  repräsentirt  die  resultirende  Formel 

den  begrenzenden  Kegelmantel. 

Aus  3)  leiten  wir  durch  partielle  Differentiation  ab 

&-!b55?(<*'+«K'£)-«')- 

l?-<ij^(*'+>>(«+"§?)-8"4 

s^r  -  r4^+i)  r  MBmv+  * cos v  • 

*7  -(i^+l)V^C08HaVsmV' 

&!  2  d_M 

dv    e"=(4u»+l)   3» 

und  finden 

SM       (  .      dM  dM\  ,    643f*t4*eost> 

^  ~  (4^+l)A8mVS^~ttCOSt;^/+     (4««  +  l)»  ' 

—  8Af     /        BM  t       .     dM\   .    64Af*w*  sin» 
7)     B*  "  (4u»+l)AC0S^  +  M8m»~äJ  +     (4»»+l)»  ' 

_      16Afa      /  a^\       128ilf*tt» 


I)3 


Aus  ihnen  und  den  Gleichungen  in  3)  resultirt 

32J/8 
^Si  +  ^i  +  Q*!  s  (4tt*  -f  1)3* 


welcher  Wert  in  Verbindung  mit  4)  zu  der  Formel  führt 
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8) 

32     P    p   ( 2lu  cos  v  -|-  2  rnn  sin  v  -}-  g  -f"  a**2)3**  <fo  ^ 

8    /     /  (4w2  +  l)3 

0       0 

32    p  27i(n+au*)*  +  l2n(P+m*)(n+au*)*u* 
~    3"./      (4t*2 +1)3 ttÄ 

Der   Zähler  des  Quotienten  unter  dem   Integralzeichen  lautet  nach 
Potenzen  von  u  geordnet: 

2w(a8u7+3aW+6a(tH™V^ 
Setzen  wir  daher 

^  V=  <&/7  +  3(a2n  +  2a(Z2 + m2)),/5  +  3(a»2  +  2*(Z2  +  m*))  J8  -f  n^ 

so  sind  unter  den  Grössen  </  folgende  Integrale  zu  verstehen : 

n 

/_*/  tt?dtt  16#>-|-18/i2a  +  3Aa2       _3>  4A  +  a 

J7~"J      (4M2  +  l)sSS  128a(4Ä+a)2       ~~512lognat       a     ' 


o 


tf 


-/ 


u6du  h(Gh-t-a)  1  4A-J-a 

(4u*  + 1)8 32  (4A +a)*  +  128 l0g  mi     a     ' 


r« 

J«  — f/      (4«2  +  l)3  "  4(4A  +  a)2' 
o 

/i*<fa  h(2h+a) 

(4«2  +  l)3CSS2(4Ä+a)2, 

Die  Coefficienten  J  sind  hierdurch  bestimmt,  aus  der  Form  der  unter 
dem  Integrationszeichen  stehenden  Ausdrücke  und  don  positiven 
Integrationsgrenzen  geht  unmittelbar  hervor,  dass  sie  positive  Zahlen 


Digitized  by 


Google 


264  Buchhöft:  Zur  Kubatur  der  Malm1  sehen    Wellenflächen 

sind.  In  8)  bedeuten  J,  m,  n  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des 
Scheitels  des  Rotationsparaboloides ,  bezogen  auf  den  Pol  als  An- 
fang, während  —  Z,  —  m,  — n  resp.  jc,  y,  «  die  Coordinaten  des  Poles 
sind  bezüglich  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystemes,  dessen  Ur- 
sprung der  Scheitel  des  Paraboloides  ist. 

Demgemäss  kann  das  Volumen  V  auf  folgende  beiden  Arten 
dargestellt  werden 32). 

64 

9)  V  =  +  -gitJn*  +  te7iMan*+2n(!2  +  m2)) 

64 
+  tenJh{a*n+  2a(P+m*))  +  ^  «aV7. 

64 

10)  T«—  jnjyjf  — 64jtJs(2(aj8+y2)»— az*) 

64 

+  tenJb(2a(x*+  y%)  —  ah)  +  j  na*J7. 

Aus  der  zweiten  Formel  ergiebt  sich  der  Lehrsatz: 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Pole,  denen  ein  und  dasselbe 
Volumen  der  dem  Rotationsparaboloide  zugehörigen  Wellenfläche 
entspricht,  ist  eine  Oberfläche  dritter  Ordnung   V  — »  const. 

Die  Gleichung 

2(s2  +  y8)  —  a*  =  0 

repräsentirt  ein  Rotationsparaboloid,  das  sich  vom  Coordinatenanfang 
nach  der  positiven  Seite  der  Z-Axe  hin  ersteckt,  während  die  Basis 
sich  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  ausdehnt;  auch  unter- 
scheiden sich  die  Parameter  der  erzeugenden  Parabeln  um  den 
Factor  zwei.  Berücksichtigt  man,  dass  der  Coefficient  von  z3  in  10) 
negativ  ist,  so  resultirt  der  eigentümliche  Lehrsatz: 

IL    Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Rotationsparaboloide 

so  ändern  sich  erstens  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellcn- 
flächen  der  Basis 


32)  Dass  die  Wahl  des  Vorzeichens  die  richtige  ist,  ergiebt  der  am  Ende 
dieses  §  untersuchte  Specialfall. 
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nur  mit  der  Entfernung  des  Poles  von  der  J£-Ebene;  so  zwar,  dass 
zweitens  die  Abnahmen,  welche  das  Volumen 

erleidet,  proportional  dem  Kubus  jener  Entfernung  sind.  Dabei  be- 
deutet V0  das  Volumen  der  Wellenfläche,  deren  Pol  der  gemeinsame 
Schnittpunkt  beider  Paraboloide  ist. 

Der  erste  Teil  dieses  Lehrsatzes  kann  vermöge  der  Formel 

64 

r=  —  —  «J1Ä»— 64*J3(2*(s*+y2)—  <po**  +  (9  — l)a*2) 

64 

+  te7tJb(2a(x*+y*)  —  <pah  +  (<p  -  l)a*z)+>jnJ1<fi, 

in  der  <p  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  bedeuten  möge,  verallge- 
meinert werden  : 

III.    Bewegt  sich  der  Pol   auf  dem  Kreisschuitte  des  Parabo- 
loides 

mit  der  Ebene 

%  «=  Const, 

so  sind  die  Volumina  der    entsprechenden  Wellenflächen  der   Basis 

x2  +  y*+az  Ä  0 
einander  gleich. 

Je  nach  der  Wahl  von  q>  <-  0  sind  die  Paraboloide 

x2-\-y*  —q>az  =  0 

auf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  J£-Axe  gelegen. 

Alle  diese  Kreisschnitte  können  wir  auch  ansehen  als  Schnitt- 
linien des  Cylinders  x2-\-y*  =  q2,  z  =  c2.    Dann  folgt 

|  IV.    Bewegt  sich  der  Pol  auf  dem  Kreisschnitte  des  Cylinders 

|  x2+y2  =  q*  und  der  Ebene  z  =  Const,  so  bleiben  für  allo  möglichen 

|  Lagen  des  Poles  die  Volumina   der  Wellenflächen    des    Rotations- 

i  boloides  dieselben. 


I 


Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  nicht  wie  bei  den  Wellenflächen 
des  Eilipsoides  und  der  Hyperboloide  den  beiden  Kreisen 

dasselbe  Volumen  entspricht. 
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Die  Coordinaten  der  Pole,  denen  ein  Maximal-   oder  Minimal  - 
wert  des  Volumen  V  zugehört,  müssen  den  Gleichungen  genügen 

8V 

*£  =  0  =  —  2bQ7zx(J3z—  Jba)  —  0 


dV 
dy 

dV 

dz 


g-  _  0 24&ity(Jzz  —  J5a)  —  0 

=  0  -  -  64rc(  Jt#  +  2JQ{z*+y*)  -  2JS  az  +-  a2^)  =  0. 


Die  Lagen  des  Poles  sind  daher  die   8  Schnittpunkte  der  drei 

SV  dV  BV 

Oberflächen  zweiten  Grades  -k-  =  0,  g-  =  0,  g-  «=  0,  von  welchen 

die  beiden  ersten  in  Ebenenpaare  zerfallen,   die  dritte  ein  Ellipsoid 
darstellt.     In   der  Tat ,    durch  die  Transformation   x  =■  *,    y  =»  y , 

2?  *=  z  ~\-a  -y  nimmt  die  letzte  Gleichung  die  Gestalt  an 

Diesem  Rotationsellipsoide  können  nun  reelle  Punkte  nur  dann  ent- 
sprechen, wenn  J^—JxJ*,  >0  ist,  da  Jx  positiv  ist. 

Das  Vorzeichen  von 

,a  h*  H2h+a)    l        h(to+a)         1  ±k+a\ 

J»  ~~ JlJ*  ~  16(4A+a)4       2(4Ä+a)2\      32(4A+a)2"t"  12810g      a     ) 

_  h*  h(2h+a)  4A+o 

~"  64(4Ä+a)2""  256(4Ä+a)2  l0g     a      ' 

hängt  ab  von  dem  Factor 

4Ä— (2/*  +  a)log^jp. 
Nun  ist 

_      4Ä+«        _      /     .  4/i\       ft  f     2A     .    1  /    2h   Y  \  33) 

oder 

i*    «ix   m„„**+°  2J2Ä)»_       2      (2A)5 

4A-(2A  +  «)log  — 3  j^-gp  -  -b  ^^  -... 

jedenfalls  eine  negative  Grösse. 


33)  cf.  Harnack,  Die  Elemente  der  Diff.-  und  Int  -Rechng.    §  47.  in  fino 
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dV 
Das  Ellipsoid   x—  ist  daher  imaginär,  es  können  demnach  über- 
haupt keine  reellen  Lagen  des  Poles  existiren ,   denen  ein  Maximal- 
oder Minimalwert  des  Volumens  der  Wellenfläche   eines   Rotations- 
paraboloides  zukommt 

Zum  Vergleiche  möge  noch  das  von  Herrn  Fischer34)  zur  Be- 
stimmung des  Volumens  der  Fusspunktflächen  angewandte  Verfahren 
herangezogen  werden.  Er  gelangt  durch  Einführung  von  Polarcoor- 
dinaten,  und  nachdem  zuvor  die  Integration  nach  dem  radius  vector 
ausgeführt  wurde,  zu  folgender  Formel  für  das  Volumen  K  einer 
beliebigen  Basis  /(£,  17,  £)  =  0. 

K=$  I  I  {(£— ct)cosucosv-\-(rj    /?)cosi*sinu-{-(?— y)sinw>  cosudtulv 

hierin   bedeuten  «,  |3,  y  die  Coordinaten  des  Poles,  nach  unserer 
Bezeichnungsweise  haben  wir  dafür  —  J,  —  m,  —  n  zu  setzen. 

Ferner  wird  verlaugt,  dass  die  laufenden  Coordinaten  f,  17,  £  der 
Basis  vermöge  der  drei  Gleichungen 

f(S,  *  ö  -  0 

St 

—  p  =  —  «t«  cotg  UCOSV 

—  q  =  —  =-  =  cotgwsin«  34) 

als  Functionen  der  Winkel  u  und  v  dargestellt  werden. 

Aus  der  Gleichung  der  Basis  leiten  wir  durch  partielle  Inte- 
gration 

2  2 

v  -=--!,    «---ij 
ab,  und  finden 

S  =  ö  cotgwcosv ,    y\  =»  5  cotgw sin ü,     £  «  —  7  cotg2w. 
Einer  paraboloidischen  Calotte  von  der  Höhe  h  entsprechen  die  Grenzen 

7E  1  /Ä 

0  und  2tc  für  #,    -5  und  arccotg2  1/-.  für  u. 

34)  ef.  Fischer,  1.  1.  pag.  13.  In  der  mir  vorliegenden  Dissertation  steht 
allerdings  p=  cotgueosu,  ^  =  usinv,  doch  ist  der  Druckfehler  unschwer  zu 
erkennen. 
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Es  resultirt 

2„    arccotg2  J/- 

^  =  £    /      /   Uco8wco8th^-wcosttsinH-n8int*-|-  t~- — )  cosududv 
0       n 
2 

wird  zunächst  die  Integration  nach  v  von  0  bis  2%  ausgeführt,  so 
erhalten  wir 

arccotg2l/- 

n  /aC0i2w  \  \ 

2  +3rc(Z2-f-w*2)  (  77[ j-nsint*  ) cos^  )  cost*  du 

arccotg2l/- 

~  ö  /  (2(jcosVf-w8in2wJ 

2  +3(Z2+m2)(  TC0S2w4-»sin2t4  )cos8M6in2t«  J-T-g- 


Führen  wir  in  dasselbe  durch  die  Gleichung    cotgw  =»  2x  eine  neue 

Veränderliche  x  ein,  so  ist  \ 

\ 

1  9  4<e2  du 

sm*w  =  ,  9  i   i?      cost**  =  .  2  .   -* — =-  =  2da* 

4oja+l'  4a5z+l  sin2t*  \ 

und 

n 

0 

{ 

Wir   gelangen   vom  Zeichen   abgesehen  zu  dem  achten  Teil  <$  in 
8)  aufgestellten  Integrales,  dessen  Auswertung  zu  der  Formel  9)ttrt. 

Auch  diese  Gleichung  9)  soll  uns  zur  Ableitung  einer  Reife  von 
Lehrsätzen  dienen: 

V.  Bewegt  sich  die  Basis  derartig ,  dass  ihr  Scheite»  auf  der 
Oberfläche  dritter  Ordnung  V  =  Const  gleitet,  während  Wie  Rota- 
tionsaxe  sich  stets  parallel  bleibt ,  so  sind  die  VoluminaJ  der  ent- 
sprechenden Wellenflächen  einander  gleich. 
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Die  Gleichung  2(Z2-f- *»*)+*»  =  0  repräsentirt  ein  Rotations- 
paraboloid,  welches  sich  nach  der  negativen  Seite  der  Z-Axe  hin 
öffnet,  die  Coordinaten  z  können  daher  nur  negative  Werte  anneh- 
men.   Der  Coefficient  von  n3  ist  positiv,  dann  ergiebt  sich: 

VL  Gleitet  die  Basis  mit  ihrem  Scheitel  auf  der  Oberfläche 
des  Rotationsparaboloides 

während  die  Rotationsaxe  sich  stets  parallel  bleibt,  so  ändern  sich 
erstens  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellenflächen  nur,  wenn 
die  Entfernung  des  Poles  von  der  Ebene   iV=  0   ab  oder  zunimmt-, 

64 
und  zweitens  ist  die  Abnahme,  welche  das  Volumen  V0  «  -^- ./^er- 
leidet,  proportional  dem  Kubus  der  genannten  Entfernung.    Dabei 
bedeutet    V0  das  Volumen   der   Wellenfläche   desjenigen    Basispara- 
boloides,  dessen  Scheitel  zusammenfällt  mit  dem  Pole. 

Der  erste  Teil  dieses  Satzes  kann  verallgemeinert  werdeu  (cf. 
Lehrs.  III.).    Wir  wollen  das  Resultat  in  folgenden  Satz  kleiden: 

VEL  Bewegt  sich  die  Basis  derartig,  dass  ihr  Scheitel  auf  einem 
der  Kreisschnitte  des  Cylinders  P  +  m* «=» c,2,  mit  den  Ebenen 
3  =±«2*  gelegen  ist,  während  ihre  Rotationsaxe  der  Cylinderaxe 
parallel  bleibt,  so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  Wellen- 
flächen constant. 

a 
Es  sei  l  —  m  =  0,  n  «•  j,  dann  fällt  der  Brennpunkt  der  Basis 

in  den  Pol  und  wir  finden  für  das  Volumen  der  Wellenfläche 


n  h 
3  2° 


F/-UÖ«"- 


Nun  hatten  wir  als  Wellenfläche  des  Paraboloides  für  dieselbe  Lage 
des  Brennpunktes  die  Kreisebene  deren  Radius  =  aA,  deren  Abstand 

n  =■  ~  ist,  gefuuden 26).    Da  ferner 

geschrieben  werden  kann,  so  repräsentirt  V/  den  Inhalt  des  Kegels, 
dessen  Basis  jener  Kreis,  dessen  Spitze  der  Pol  ist.  Die  erste 
Formel 


35)  cf.  die  Formel  5). 
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T7  Ä  h    2 

ergiebt  den  Lehrsatz: 

VIII.    Das  Volumen  der  zu   einer  paraboloidischen  Calottc  von 

der   Hoho  h   gehörenden  Wellenfläche   ist  gleich   dem  Inhalte  eines 

h 
Krciskegels,  dessen  Höhe  ^  dessen  Grundflächenradius  die  Constante 

a  der  Gleichung  des  Rotation sparaboloides  ist. 


§  7. 

Das    hyperbolische    Paraboloid. 

x2      y* 

a*        b*        ZZ 

schneidet  die  #-Ebcne  in  den  beiden  geraden  Linien 


a2      b2' 


0,    *  =  0. 


Die  eine  derselben  -+v«ö,   2  =  0  möge  die  F-Axe ,   die  andere 
a       b 

x       y 

:«=0,   2  =  0   die  X-Axe   des  neuen  Coordinatcnsystemes  sein, 

auf  welches  wir  im  Folgenden  die  Gleichung  des  Paraboloides  be- 
zogen denken.  Die  -Z-Axc  des  neuen  Systemes  sei  mit  der  ursprüng- 
lichen identisch,  daun  wird  die  Transformation  durch  die  folgenden 
Gleichungen  vermittelt : 


x, 


bx—ay      -  __  bx  +  ay 


2ab  v «•  +  *-.  *  =  -iä£v**+*  «.-• 


oder 


»  — fa+yi)  t=,   7.»   y  "— fa  — yi)  ,  \  ,  ,y  *  —  «i. 

Wird  der  Einfachheit  wegen  der  Index  1  unterdrückt,  so  nimmt  dio 
Gleichung  des  hyperbolischen  Paraboloides  die  Form  an 

1)  2xy  =  (a8+Ä2)2, 

sie  wird  identisch  erfüllt  durch  die  Functionen 
x  =  u, 

2)  y  -  „, 


2 
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Die  Elimination  von  v  führt  zu  den  Gleichungen  einer  Geraden: 

3)  (<**+**)*- 2t*y,    x==u, 

und  wenn  wir  u  eliminiren,  ergiebt  sich  die  gorade  Linie : 

4)  («8+&2)3  —  2vx,    y*=v. 

Die  Mantelfläche  des  hyperbolischen  Paraboloides  muss  daher 
angesehen  werden  als  das  Continunm  der  Schnittpunkte  jener  beiden 
geraden  Linien,  deren  analytisches  Aeqnivalent  die  Gleichungen  unter 
3)  und  4)  sind.  Aus  ihnen  rcsultirt,  dass  die  erzeugenden  Geraden 
resp.  der  X-  und  der  Ir-Ebene  stets  parallel  sind,  dass  sie  ferner  in 
den  Grenzfällen  t*=0,  t>=»0  mit  der  Y-  resp.  JT-Axo  zusammenfallen. 

Die  drei  Ebenen  a;  «  0,  y  =  «,  *  =  0  schneiden  aus  der  Ober- 
fläche des  Paraboloides  ein  zusammenhängendes  Stück  heraus,  wel- 
ches unter  der  Voraussetzung,  dass  u  und  v  positive  endliche  Grössen 
sind,  von  der  positiven  X-  und  F-Axe  und  den  Geraden 

(a2-{-&2)«  =  2i*y,     x  «■  t*,     (a%-\-b%)z  =«  2t«,     y  =  v 

begrenzt  wird.     Die  Coordinaten  ar,  y,  z  werden  der  Reihe  nach  die 
sämtlichen  Punkte  des  definirten  Oberflächenstückes  darstellen,  wenn 

u  zwischen  den  Grenzen    0  und  tt, 

v       „  „        „  0  und  v 

variirt 

Durch  eine  parallele  Verschiebung  des  Coordiuatensystemes,  der 
Art,  dass  der  Nullpunkt  in  den  Pol  (—  /,  —  m,  —  n)  hineinfällt, 
nehmen  die  Coordinaten  des  hyperbolischen  Paraboloides  die  Ge- 
stalt an' 

2uv 
5)  *  ssZ-l-ii»    y=*m  +  vr    z  —  n  -f-  ^  ^_  ^ 

Die  partielle  Differentiation  ergiebt 

dx  By Bz_  ___      2v 

fo^1,  3u""ü'  8u  —  a*  +  b*9 

dx By Bz  2v 

Bv  ~  °'  Bv  *"~  *'  {£  ~~  a*  +  &2  ' 

w  finden  für  die  Determinanten  folgende  Ausdrücke 
ferner 


A «*  +  6"       *  a»  +  b*     °  -  X 


,,        4(»» +»»)  +  («» +  6»)» 
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Setzen  wir 

6)  M  =  2tw-f  2lv-\-2mu—  n(a*+b*) 

so  ergeben  die  in  §  1.  aufgestellten   Formeln   folgende  Darstellung 
der  Coordinaten  der  Wellenfläche  des  Paraboloides 

AMü 


7)  * 


*i  — 


4.Mu 
(a*+  b*)*S* ' 

—  23f 


Die  Fläche  ist  nicht  geschlossen,  wir  haben  demnach  ihrer  Kubatur 
die  Formel 

V=$frd8COS(Nr) 

zu  Grunde  zu  legen,  sie  erfordert  die  Bestimmung  der  Determinanten 
Au  B»  cv    Differentiiren  wir  die  Gleichuugen  in  7)  partiell,  so  folgt 

Su  Ä  (<x*+b*)*S*\du  ö~~MBu)9 

ST  "  t? + w&  \\&  •+*)*  -  **  ä^ 

fa~  -  (a*+b*j*S*  \dv*  ~M  dv  j  * 

8«! 


*8?*-"S}- 


Aus  diesen  Gleichungen  lassen  sich  leicht  die  folgenden  ableiten: 

8) 

a  -     -  8JlL_Ä   iA 

^  —  ~"  (aH-Ä«)»Ä»  \  &  Ö  ~M  Bv 


B    -  8Af 


i6Jf     </    .  bm    ,3m\m      /as»  j^BS»  \) 
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Mit  Berücksichtigung  der  Gleichung 

t       n 
0      0 

erhalten  wir 

~       32,  t  .  xtv   /»/(2w+2fc-f.2rott— nC^-f-*1))*      J 
o     o 

Durch  die  Entwickelang  von  (2ttt>-f-2fc+2rof*  —  (a,+ft,)nt)  and 
gliedweise  Integration  wird  die  Kubatur  der  Wellenflftche  reducirt 
auf  die  Auswertung  von  zwanzig  Doppelintegralen,  deren  allgemeine 
Form  die  nachstehende  ist 

P  P  ukv*dudv 

0     0 

dabei  kann  sowohl  k  als  *  gleich  0,  1,  2,  3  sein. 

Sei  a*-\-b*  —  c,  so  wird  die  Berechnung  der  Grössen  h,i  ver- 
möge der  Formel    * 

/  P     xtyidudv  _  _       1.    3     / *  /     u*vfdudv 
10)    J  J    (4u*-f4ü»-f*V  --icdcj  J    (4u*+4»8  +  'V 

0       0  0       0 

auf  die  Auswertung  einfacherer  Doppelintegrale  zurückgeführt 

Wir  gelangen  zu  der  folgenden  Formel  für  das  gesuchte  Volumen 

11) 

!8?ib^+8m3/3^-n8C«iiH)+24^w^,,+24/m^,1 
— 12Au?J^,1+WnVJ{),1— 12mfn<?iiM)4-6m»V/1M) 
— 24/mnc/1,1+24?/lrt+24iii%1H-48Zmii,1--24/ni:/1,f 
%  +6»V^U  -24mnc^1+24l^,3+24m/8,2-l2nc/M+8Ji,, 

in  welcher  die  Grössen  I  von  Null  verschiedene  positive  Werte  be- 
sitzen. 

Aus  der  Formel  der  Doppelintegrale  geht  auch  hervor,  dass  wir 
von  den  20  Grössen  h,i  nur  10  auszuwerten  brauchen,  alle  übrigen 
lassen  sich  aus  ihnen  durch  Vertauschung  der  Veränderlichen  u  und 
v  ableiten« 

Arek.  4.  Kalk.  «.  Phyi.  2.  Balle,  TaU  IIL  18 
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Wir  erhalten: 

1         A  2t*  6v*+*f  2t* 

»0* 

~~  32(4»»+«*)  (4u*+4«''+«*) 

«    (12t»8+c')(^«,+oI)+12t>»(4t>»+c«) 
-™>"*64t>c»    (4u»+4eH-«,X4«*+<*)(4»»+c») 
,  <*  ,         2 

+  256»»(4t>»+c»)i*rctgyüqp 

1  .  2»  1  4t>«, 

~  25^"ct«T  +  ?4Varc<«^K» 

,arcte — 3- 


Ä,c»-Ä1»arct«Ä1»+Vl      ^ 


Dabei  ist  zu  setzen 

Äi  =  yV+c»—  2»,    iE,  —  V4»»+«*-f2t> 
*!  -c,  «*- V4u»+«*-2«». 

1  (1  2»  1  4        2« 

(4**+««)  (4»*+4»M-W  ' 

1  4  2t*  c»+8*f  ,         2t* 

^"25-6^arctg7""  866»(4^+J$Iarel»Vg+? 


32(4»*+*»)  (4t*2+4^4i>) 
•    */ _L_      *      4^  1  A      4w,  \ 
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8m>,(4«»-t-4t>»4-2c») 

.  c(4»*  +  c»)(4»*+c»)(4u,'+4«;1!+<rs) 

^'"Sir]        1  2u  c  2 

+  -.arctg  7  -  (-i-r-F-5]?arctg7== 

«tit>I(2u*+2t>»+c») 


/«  = 


'»  —  4c»(4«*+e*)(4»»+c1,)(4u*+4»»+c1,), 

1   ,     (4t»*+c»)f4f>»4-cs)  «*«.» 

Jis  =  mö  »°8 


'  512  '"*  c»(4m*  +  4t>*  +  c»)        32(4us + c*)  (4«* + iv* •+ c») ' 

Das  Integral  Jn  lässt  sich  nicht  vollständig  durch  die  algebrai- 
schen Functionen,  den  Logarithmus  und  die  Arcustangente  darstellen, 
sondern  fuhrt  auf  transcendento  Functionen  anderer  Art 

c*  2t»  uv 

4»  —  ——— 7======  arctg 


10241^4^+?       ^V&+?^  128(4u"-r4i;»+c'') 
e  2« 


+  512  {(l0^+^)  arct«  Jfe 
-(>08*.+^.)"ctg^} 


Farctg: 


2c(JZ,»-iQ      flrctg^-%)] 


18< 
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**  «* 

Die  Transcendenten  /  JVj>$-    f  J^R  §  lassen  sich  für  die  Ge- 

zen  0  und  1  auf  eine  einfache  Gestalt  reduciren  86),  doch  ist  eß  leicht 
einzusehen,  dass  für  u  und  v  keine  Werte  gefunden  werden  kön- 
nen, der  Art,  dass  zt  —  1  und  zugleich  *,  =  0  wird. 

Es  ergiebt  sich  ferner: 

c*+2v*  2»  e         A   2t*  ,  *»* 


612^4^4^       *V4?+?      512"""*  o  ^128(4u»+±*H-c*, 

'3*     128(4u*+4**  +c*) "+"  2048 10gnat  (4^+4^+cV  ' 

Alle  übrigen  Coefficienten  I  lassen  sich    aus  den  aufgestellten  un- 
mittelbar herleiten,  dann  aber  ergiebt  sich  aus  11)  der  Lehrsatz: 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Pole,  zu  denen  ein  und  dasselbe 
Volumen  der  Wellenfläche  gehört,  die  einem  endlichen  Oberflächenstück 
des  hyperbolischen  Paraboloides  entspricht,  ist  eine  Oberfläche  dritter 
Ordnung;  und  dessen  Umkehrung. 

II.  Bewegt  sich  das  in  der  früher  definirten  Weise  begrenzte 
Oberflächenstttck  des  hyperbolischen  Paraboloides  so,  dass  erstens 
die  begrenzenden  Linien  sich  stets  parallel  bleiben,  dass  ferner  der 
Schnittpunkt  derjenigen  Geraden,  die  der  X-  und  F-Axe  resp.  gleich- 
gerichtet sind,  auf  einer  Oberfläche  dritter  Ordnung  V*=  Const  gleitet, 
so  sind  die  Volumina  der  entsprechenden  auf  den  Coordinatenanfang 
bezogenen  Wellenfläcben  einander  gleich. 

Durch  die  complicirte  Form  der  Grössen /und  namentlich  durch 
den  Umstand,  dass  'das  Doppelintegral  /*,;  auf  eine  transcendente 
Function  führt,  wird  es  unmöglich,  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  den 
vorhergehenden  Flächen  eine  grössere  Reihe  von  Lehrsätzen  aufzu- 
stellen. Immerhin  aber  dürften  die  Untersuchungen  die  Theorie  der 
Fusspunktflächen  etwas  weiter  geführt  und  in  eigentümlicher  Weise 
beleuchtet  haben. 

Zum  Schlüsse  kann  ich  nicht  umhin,  eine  angenehme  Pflicht  zu 
erfüllen,  es  auszusprechen,  dass  die  lebhafteste  Anregung  und  dau- 
ernde Hilfe  mir  aus  dem  Interesse  erwuchs,  dass  Herr  Prof.  Krause, 
dem  ich  an  dieser  Stelle  meinen  verbindlichsten  Dank  sage,  der  vor- 
liegenden Arbeit  entgegenbrachte. 

36)  cf.  Bertrand,  Calcul  di fiter cntiel  et  integral. 
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xm. 

Erweiterung  einiger  Sätze  der  Flächentheorie 
auf  n  Dimensionen. 

Von 

R.  Hoppe. 


Unter  dem  Titel:  Einfachste  Sätze  aus  der  Theorie  der  mehr- 
fachen Anadehnnngen  —  habe  ich  in  T.  I^XIV.  S.  189.  mehrere  solche, 
grösstenteils  fundamentale  Sätze  zusammengestellt,  die  ohne  wesent- 
liche Aendernng  der  Form  durch  Erweiterung  aus  der  Euklidischen 
Geometrie  auf  beliebig  viele  Dimensionen  übertragen  werden  können. 
Diesen  Aufsatz  betrachtete  ich  als  Anfang  einer  Sammlung  offen  für 
weitere  Yennehrung.  Später  habe  ich  einige  Themata  behandelt» 
welche  Beiträge  dazu  enthalten.  Der  Satz  „über  den  Winkel  von  n 
Dimensionen",  T.  LXVI.  8.  448,  gehört  dahin,  obgleich  die  entspre- 
chenden Sätze  in  der  Ebene  und  im  Räume  nicht  vorher  bekannt 
waren.  Dasselbe  gilt  von  den  „drei  Sätzen  für  Inhaltsberechnung  in 
der  Mehr-Dimensionen-Geometrieu,  T.  LXIX.  S.  3.  385.  Der  Auf- 
satz T.  LXVH  S.  29.  enthält  die  Erweiterung  des  Euler'schen  Satzes 
von  den  Polyedern  auf  n  Dimensionen  aufgestellt  und  so  bewiesen 
für  4  Dimensionen,  dass  der  allgemeine  Beweis  daraus  ersichtlich 
ist  Noch  sind  dahin  zu  rechnen  die  Sätze,  welche  sich  auf  die  3 
Reihen  von  regelmässigen  linear  begrenzten  Figuren  beziehen  und 
für  jede  Anzahl  >  2  von  Dimensionen  gelten. 

Im  Folgenden  füge  ich  einige  Sätze  hinzu,  deren  erster  zwar, 
wie  manche  andre,  bekannt  ist,  der  aber  gerade  um  seiner  bekannten 
Bedeutung  willen,  nach  gleichen  Grundsätzen  wie  die  vorhergehenden 
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fundamentalen  Sätze  behandelt  zu  werden  verdient  Einige  Ton  diesen 
Grundsätzen  mögen  hervorgehoben  werden,  weil  sie  nicht  von  allen 
Bearbeitern  gleichmässig  beobachtet  zu  werden  pflegen.  Die  Mehr- 
dimensionengeometrie ruht  auf  Euklidischer  Grundlage.  Jede  Ueber- 
schreitung  des  Euklidischen  Gebietes  stützt  sich  auf  analytische 
Rechnung  derselben  Form,  in  welcher  sie  durch  ihre  Euklidisch  geo- 
metrische Bedeutung  realisirt  wird ,  derart  dass  jedes  in  mehrdimen- 
sionalen Gebilden  enthaltene  linear  dreidimensionale  Gebilde  der 
Euklidischsn  Geometrie  entsprechen  muss.  Irgend  ein  alle  betrach- 
teten Gebilde  umfassendes  Gebilde  muss  als  linear  vorausgesetzt  wer- 
den; nur  relativ  zu  diesem  haben  die  geometrischen  Bestimmungen 
einen  Sinn. 

Was  die  Terminologie  betrifft,  so  sind  mehrdeutige  Ausdrücke 
zu  verwerfen.  Das  Wort  Kaum  ist  bereits  mehrdeutig  in  vulgärem 
Gebrauch ;  um  so  mehr  ist  Grund  den  Euklidischen  Sinn  festzuhalten 
und  keine  Erweiterung  zuzulassen.  Den  Ort  eines  mit  n  Parametern 
variirenden  Punktes  habe  ich  aine  n  dehnung  genannt.  Wird  er  allein 
durch  lineare  Gleichungen  zwischen  den  Coordinaten  bestimmt,!  so 
heisst  die  n  dehnung  linear.  Durch  letzteres  Wort  wird  also  das 
Analogon  zum  Attribut  eben  benannt,  welches  gleichfalls  nicht  in 
weiterem  Sinne  gebraucht  werden  sollte.  Der  Raum  ist  dann  eine 
unbegrenzte  lineare  Dreidehnung  und  hört  bei  Ueberschreitung  der 
Dreizahl  der  Dimensionen  auf  ein  einziger  zu  sein,  wie  es  beim 
Uebergang  von  der  Planimetrie  zur  Stereometrie  mit  der  Ebene  der 
Fall  ist. 

L 

Unsere  erste  Aufgabe  wird  sein,  die  Krümmung  einer  n  dehnung 
in  einer  linearen  (n+1)  dehnung  analytisch  darzustellen. 

Der  von  Gauss  definirte  Begriff  der  Krümmung  einer  Fläche 
lässt  sich  unmittelbar  auf  beliebige  Dimensionszahl  übertragen.  Wir 
ziehen  in  gleicher  Richtung  mit  der  Normalo  der  n  dehnung  N  im 
Punkte  x  eine  Gerade  vom  Anfangspunkt  von  der  Länge  =  1.  Der 
Ort  des  Endpunktes  sei  F.  Erzeugt  der  Puukt  x  das  Element  82V, 
und  gleichzeitig  jener  Endpunkt  das  Element  8P,  so  ist  der  Quotient 

BP 

dN 

der  Ausdruck  der  Krümmung  von  N  im  Punkte  x. 
Die  Coordinaten  eines  Punktes  von  N  seien 
s,    a?j,    .  .  .    xn 
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Die  Gleichungen  einer  Tangente  an  N  im  Punkte  x  sind: 

f  —  *+ÄSp    etc- 

Erzeugt  nun  der  Punkt  x  die  n  dehnung  bei  Variation  der  n  Para- 
meter iij,  14,  ...  «n,  bo  wird 

l=*+Äte^+s;ar  +  -^37Ji  etc. 

woraus  nach  Elimination  der  81^,  814,  ...  8uh: 


8b 


öuj[  3«, "" "  SuJ, 


-0 


(i) 


das  ist  die  Gleichung  einer  linearen  n dehnung,  welche  iV  berührt. 
Die  Coefficienten  der  I  sind  proportional  ihren  Richtungscosinus  j», 
Pn  •••  P«?  welche  zugleich  Richtungscosinas  ihrer  Normale  sind. 
Man  hat  also: 


tp*  « 


S14  5ttj|    "     '    Stfe 


(2) 


Projicirt  man  nun  das  Element  dN  auf  die  lineare  n  dehnung 
x»  —  0 ,  so  ist  nach  bekanntem  Ausdruck  für  das  Element  einer 
linearen  n  dehnung  die  Protection  (u.  a.  bewiesen  in  T.  LXIY.  S.  197) 


PndN- 


folglich 


dx    dx  dx 


814  8m,  ...  dun 


dN^tdf^du,  ...  dun 


(3) 


Der  Construction  zufolge  sind  nun  p,  pt,  ...j>*  zugleich  die 
Coordinaten  des  Punktes,  welcher  P  erzeugt,  und  die  Richtungscosinus 
der  Normale  von  P.  Wendet  man  also  die  vorigen  Gleichungen  auf 
die  n  dehnung  P  an,  so  erhalt  man,  entsprechend  (2) : 


qpn  — 


dp   dp 

5«i  £1 


dp 

<Sun 


und  entsprechend  (3): 

8P— gdujdu,  ...  dun 

daher  ist  die  gesuchte  Krümmung: 


5Är 


(4) 
(5) 

(6) 
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Sei  nun 

^-^15^  +  ^*a5^+ ■-^Ki  (7) 

Mnlttplidrt  man  mit  g-A  snmmirt  von  fc  —  0  bis  h  —  »  and  setst 


so  kommt: 


3«4  Sa* 


—  -BfA  =.  -4jU6fi  +  -4tt«*i+  ...4hi»ipi 
f  -  1,    2,     ...    n 
Dies  Gleichungssystem  aufgelöst  gibt: 

Ak/  A  —  —tn/Eik-  vtfEik—  ...  —  Vn/Enf 
wo 


zT  — 


«n  «11 .. 

.  «In 

.  *s» 

4»1*m2.. 

•  «MM 

(8) 


(10) 


dl) 


(12) 


und  vgf  als  Unterdeterminante  dem  Element  eg/  entspricht 

Führt  man  jetzt  die  Werte  (7)  in  die  Determinante  (4)  ein,   so 
zerfällt  sie  in  das  Product: 


«J>»Ä 


An  An 


Am 
Ab* 


Anl  An2  . . .  Ann 


dx    dx  dx 

St»!  du*         5u* 


Der  zweite  Factor  der  Rechten  ist  nach  Gl.  (2)  =  «p„,   folglich  der 
erste  nach  Gl.  (6)  —  K. 

Führt  man  in  diesen  wieder  die  Werte  (11)  ein,  so  zerfällt  die 
Determinante  der  A  nochmals  in  ein  Product,  n&mlich: 


K 4» -=(—!)» 


.  Vin 

.  V2n 

Vnl  Vn2  •  • 

.  Vnn 

En  ß,j, 
En  E^ 


Ein 
E^ 


Eni  En2  ...  Enn 
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Die  Determinante  der  o  ist,  als  adjungirte  der  Determinante  (12), 
—  J*-i,  folglich 

E11  -Ejj  ...    E\n  «n  «12  •••   *1» 

^21  -^m  •••   -ßa»    .     «n  «ji  •  ••  «*•  (13) 


K  -  (-1)« 


-2*1  25*2  •  •  •  Enn 


«*1«»2 


«** 


Hiermit  ist  die  Krümmung  in  Elementen  ausgedrückt,  die  von 
der  Lage  der  Coordinatenazen  unabhängig  sind,  ohne  dass  vorher  t 
nnd  q  in  ebensolchen  Elementen  dargestellt  waren.  Man  kann  jetzt 
nachträglich  nach  dieser  Darstellung  fragen. 

UTir  wenden  dazu  Gl.  (2)  für  beliebiges  p  in  der  Form  an: 


tpk 


dt*!  3«^ 


Bx 

dun 


dxklSxjt 
8t*j  du% 


8** 
dun 


Dies  Ins  Quadrat  erhoben,  gibt  mit  Anwendung  der  Gl.  (8): 


*v- 


^1  «12 


«21  «22 


m  SS, 


«»1«m2 


dxk 

«im  R— 
OUn 


Entwickelt  man  die  Determinante  nach  Elementen  der  letzten  Ver- 
ölt 

ticalreihe,  fügt  jedes  solche  Element,  z.  B.  g—,  der  letzten  Horizon- 
talreihe als  Factor  zu,  summirt  dann  das  Ganze  von  &  =  0  bis  &  =  n, 
so  wird  diese  letzte  Horizontalreihe  eh\  ewi  ...  4m,  ergänzt  also  die 
Determinante  ^,  welche  stete  mit  negativem  Vorzeichen  erscheint; 
nur  der  letzte  Term  der  Entwickelung ,  zum  Element  1  gehörig,  ist 
unmittelbar  =■  ä  und  gibt  nach  Summation  (n+1)^;  .davon  die  n 
übrigen  Terme  «=*  J  subtrahirt  gibt: 
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Da  nun  nach  Gl.  (3)  t  stets  reell  ist,  so  folgt,  dass  A  immer  positiv 
ist,  and  man  hat: . 


-±v 


«11««  •• 
«21«2t  •• 

•  ^1* 
.  *2» 

M  6n2  .. 

.    «M» 

(14) 


Nach  Ol.  (6)  ist 

q  —  tK 

also  nach  Einsetzung  des  Wertes  (13)  für  K: 


«-± 


-^11  "^lf    •••    'S»» 

-^21  -^M   •  •  •  -^2* 
-EhI  £m2  •  •  •  Enn 


V 


«11  «II 
«21  «22 


ein 

«2h 


«h1  €n2 


ÖfM» 


(15) 


IL 

Der  Satz,  dass  die  Hanptnormale  einer  kürzesten  Linie  auf  einer 
Fläche  im  Räume  mit  der  Normale  der  Fläche  zusammenfällt,  gilt 
nicht  nur  in  Erweiterung  auf  die  ndehnung,  sondern  bedarf  auch 
keiner  neuen  Herleitung,  da  der  gewöhnliche  Beweis  (T.  LDL  S.  266) 
auf  beliebig  viele  Dimensionen  anwendbar  ist  Wir  können  daher 
als  bewiesen  voraussetzen: 

„Die  zweiten  Differentialquotienten  der  Coordinaten  eines  Punktes 
„auf  einer  ndehnung  in  einer  linearen  (n-j-l)dehnung  nach  dem 
„Bogen  einer  kürzesten  Linie  auf  ihr  verhalten  sich  wie  Bichtungs- 
„cosinus  ihrer  Normale'4. 

stimmt.    Die  so  bestimmte  Curve  ist  es   dann,  die  wir  hier  unter 
einer  Kürzesten  verstehen. 

Im  folgenden  soll  das  Analogon  eines  zweiten  Satzes  von  den 
Kürzesten  hergeleitet  werden.  Zunächst  sind  die  partiellen  Differen- 
tialquotienten 2.  Ordnung  von  x  auf  die  1.  Ordnung  und  auf  p  zu- 
rückzuführen, unter  der  Voraussetzung  orthogonaler  Parameter.  Wir 
nehmen  an,  dass  die  Linien,  welche  der  Punkt  x  bei  Variation  je 
eines  Parameters  beschreibt,  in  rechten  Winkeln  von  ihm  ausgehen, 
dass  also 
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4 

ew  =  0    für    h-^h 

und  der  Kürze  wegen  eu  —  e\  sei,  and  setzen : 

tPtt  dx 

s^^?*"^*0»*  (16) 

Maltiplicirt  man  mit  p,  snbstitnirt  die  übrigen  »  und  p  und  summirt, 

10  erhalt  man: 

£*»  —  Ott 

Sa 
Maltiplicirt  man  statt  dessen  mit  *— ,  so  gibt  die  Summe; 

woraus  durch  Vertauschung  von  &,  A,  ^: 

Addirt  man  je  2  dieser  8  Gleichungen,  so  kommt: 

Seih 

g^-  —  Bwet+Bguek 

Seug 

StA 

Für  angleiche  &,  ä,  </  sind  die  Linken  null,  folglich  allgemein: 

Aia  =  0  für  ungleiche  k,  k>  g 
Sei  k  —  ä ^7;  dann  erhält  man: 

1  ei*  1  de* 

^-^-asi'  ÄB'=-%^  (17> 


endlich  für  *  —  *  —  ^ 

2«  Sü* 


jta-^Ja 
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Nach  Einsetzung  dieser  Werte  lautet  Ol.  (16): 

d*x  1  de*  dx    .     1   dek  dx    .    „       /   >    \ 

9**        1  de*  dx        _  1    3e»   dx 

^»  ~  *  ^  &*  -  J  2^  s^  ^ +131**  (19> 

Diese  2  Formeln  sind  als  analoge  der  GL  (5)  in  T.  LIX.  8.  263.  zu 
notiren. 

Als  erste  Anwendung  sei  t\  reine  Function  von  14.  Ist  nun  *  die 
bei  Variation  von  t^  allein  erzeugte  Linie,  so  ist 

3#     yet  3tt| 

das  ist  nach  Gl.  (19) : 

d*x        1   dt\  dx  1     3^  3&  1     3^  9a; 

3#*  *"  ^  St^  3%      2«!*  du,  dt^      2%*  3%  3t*! 

folglich  ist  8  Kürzeste,  und  man  hat  den  Satz: 

„Ist  bei  orthogonalen  Parametern  der  Coefficient  des  Quadrats 
„des  Differentials  eines  Parameters  im  Ausdruck  des  Quadrats  des 
„Linienelements  nur  Function  dieses  Parameters,  so  ist  die  entspre- 
chende Parameterlinie  Kürzeste". 

Sei  jetzt  e,  beliebig,  und  «  eine  beliebige  Linie  der  ndehnung. 
Dann  ist  allgemein: 

d*x  d*x  (du*\*  3»s     dun  du, 

a?"f  K?VarJ  +tv  ton*»  ** 

.   «3*    3*t*,    /     >     \ 
+  fB&KT    \n<v) 

das  ist  nach  Gl.  (18)  (19): 

d*x         T(duv\*(l    de*   dx  1    d*  \ 

d?  ~  f  \ds~)   \7V  3^  dup^f2eß  du^*"'*} 

.    „v  dunduvi  1    dev  dx  1    3e*  dx  \ 

+f  f  ~d?r~\2e^  du~n  Si+fc«  KT*  ***+*"* S 

_  /3uA2  ( 1    dev  dx  \    ,     ,  dx    dhtv 

"f  Vary  U3^3^+*'wl,>  +;  RS  a«2 

oder,  geordnet: 
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v     *  &.*  i     7  Vary  2«  §ü+  *  S?~  «  gü; 

3*«*}  .    __   du*  du* . 


ffe  (*)"+«** 


(20) 


Nun  ist 

differentiirt: 

3t*k    3# 

fener: 

3»m        y  3*,  j8_  3t** 
3#*   ""  7  &  du,  & 

Beides  eingeführt  gibt: 

Soll  also  t  Kürzeste  sein,  so  ist  die  Bedingung: 

V(W|&*  du»  8    au,  3    du*) 

7"^te"5r+**5  "&+*&*;  s)-0 

für  *  =  1,  2  ...  n. 

Sei  nun  «  eine  der  Parameterlinien,  diejenige  Linie,  welche  bei 
Variation  von  uM  erzengt  wird.    Dann  ist 

9«=y«/i3ttiU;     -=-«0    für    v  ^  fi 

Die  Snmme  (20)  reducirt  sich  auf  ihr  fites  Glied,  und  die  Bedingung 
lautet: 

deu  du*  3      1     ,         3   du* 

äu^  &+'"£*  y^  +  *8^  3T-° 

Ist  hier  *  —  p ,  so  ist  sie  von  selbst  erfüllt,  für  jedes  andre  k  aber 
verlangt  sie: 

#  1  1 ?£ft  _  o 

das  heisst:  eine  Parameterlinie  kann  nur  Kürzeste  sein,  wenn  das 
entsprechende  e  bloss  Function  des  zugehörigen  Parameters  ist.  Der 
obige  Satz  gilt  demnach  auch  umgekehrt 
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Seien  nun  2  Scharen  Ton  Parameterlinien  entsprechend  t*^  und 
u,  Kürzeste.,  also  eß  nur  Function  von  uM,  und  ev  nur  von  u».  Dann 
ist  auf  einer  Flache,  erzeugt  bei  Variation  von  u^  und  u*,  das  Linien- 
element   

8*  =»  Vepdufi*-{-epdup2 

allgemein  gleich  dem  auf  einer  Ebene,  daher  jene  Fläche  (Parameter- 
flache)  auf  der  Ebene  abwickelbar.    Das  Ergebniss  lautet: 

„In  einem  System  orthogonaler  Parameterlinien  können  nur  dann 
„2  Scharen  Kürzeste  sein,  wenn  die  von  ihnen  erzeugte  Fläche  auf 
„der  Ebene  abwickelbar  ist" 

Ist  ferner  die  Parameterlinie  (u^)  Kürzeste,  so  ist  ein  Bogen 
von  ihr 

«Ad 

tt/iO 

unabhängig  von  allen  übrigen  Parametern,  bleibt  daher  von  con- 
stanter  Länge,  wenn  man  ihn  mit  einem  oder  mehreren  andern  Para- 
metern längs  N  variiren  lässt.  Da  er  aber  den  kürzesten  normalen 
Abstand  der  2  Orte  seiner  Endpunkte  misst,  so  folgt  der  Satz: 

„Besteht  eine  Schar  Parameterlinien  eines  orthogonalen  Systems 
„aus  Kürzesten,  so  bestehen  alle  übrigen  Scharen  aus  Aquidistanten 
„(geodätischen  Parallelen)." 

Eine  zweite  Anwendung  der  Formeln  (18)  (19)  ist  die  folgende. 
Eliminirt  man  durch  partielle  Differentiation  die  linken  Seiten,  führt 
die  entstehenden  Differentialquotienten  2.  Ordnung  mittelst  der  For- 
meln (18)  (19)  und  (7),  welche  letztere  für  orthogonale  Parameter 
lautet : 

^L  =  __2:^—  (21) 

8m*  ß    eM   duß  *    ' 

auf  erste  Ordnung  zurück  und  vergleicht  die  Coefficienten  tt-  •  £-. 

Bx 

g—  (wo  k,  ä,  f*  als  ungleich  anzunehmen  sind),  so  erhält  man  im 

ersten  Falle  eine  identische  Gleichung,  in  den  beiden  andern  aber 
die  Formeln: 

En  Fkk  1 1    Bei  8g*    .18«  Bei 

Em  Ehk  I        2«k  Buk  du*       2«*  Buk  Buk 

+  teW  +  **»  \BukJ       2  8t***      2  8«** 

1    Beu   3ek         A>,\  /00x 

"f^Su^Bu^        Kk<h)  (22> 
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Et*  EfOt  i  __  1_  fok_  jJty  iJL  **ek  de*    .    1    Sek  Set 
Ekk  Ef*  I       4ty  duß  dun   '   4«a  du*  81*^   '   4ü*  3u*  81*0 

-IÄ  (*,  *,  <*  ungleich)  (23) 

Alle  n dehnungeil  nun,  die  in  denselben  Parametern  dargestellt 
in  den  Grössen  e  übereinstimmen ,  sind  offenbar  auf  einander  ab- 
wickelbar ,  weil  die  entsprechenden  Linienelemente  auf  allen  gleich 
sind.  Auch  ist  das  Umgekehrte  leicht  ersichtlich.  Die  Ol.  (22)  (23) 
zeigen  also,  dass  alle  auf  einander  abwickelbare  n  dehnungen  in  den 
Grössen 


Ekk  Ekt 
Ekk  Ekh 


.      \  Ekk  E& 

und        ,,     JT 

Ekk  Efjjk 


(24) 


Air  ungleiche  &,  *,  p,  wenn  sie  in  denselben  orthogonalen  Parametern 
dargestellt  sind,  mithin  in 

*n(n-l)+**i(n-l)(n-2)  ~  *(w+l)»(n-l) 
Complezen  2.  Grades  der  Grössen  E  fibereinstimmen. 

Dies  isjt  in  der  Tat  eine  Erweiterung  ohne  Aenderung  der  Form 
and  Herleitung  eines  Satzes  der  Flächentheorie  in  zweierlei  Hin- 
sicht: erstens  sofern  die  Gl.  (22)  einer  Gleichung  von  Gauss  un- 
mittelbar analog  ist,  zweitens  sofern  die  Uebereinstimmung  der  er- 
stem Determinante  im  Falle  der  Abwickelbarkeit  auf  allen  n  deh- 
nungen ebenso  gilt  wie  auf  Flächen. 

Keine  Analogie  hingegen  ergibt  sich  in  zwei  andern  Beziehungen 
Erstens  ist  für  n  =  2,  d.  h.  auf  Flächen,  die  Determinante  (22)  der 
Dividend  im  Ausdruck  der  Krümmung  (13),  deren  Divisor  nur  von 
den  e  abhängt.  Dies  gilt  für  grössere  n  nicht  mehr,  und  die  Gl.  (22) 
(23)  sind  überhaupt  unzureichend  den  Satz  darzutun,  dass  auch  die 
Krümmung  auf  einander  abwickelbarer  n  dehnungen  gleich  ist.  Zwei- 
tens kann  man  auf  Flächen  aus  der  Krümmung  als  Invariante 
schtie88en,  dass  jene  Determinante  von  den  Parametern  unabhängig 
ist,  was  nun  für  n  >  2  nicht  mehr  geschlossen  werden  kann. 

Näheres  findet  man  hierüber,  indem  man  die  Gl.  (18)  nach  ug 
differentiirt,  wo  &,  A,  g  ungleich  sind.  Die  linke  Seite  ist  dann  sym- 
metrisch; daher  bleibt  sich  die  rechte  bei  jeder  Vertauschung  von 
*»  *»  9  gleich.    Unter  den  6  gleichen  Ausdrücken  sind  nur  zwei  nicht 

Bx      dz  ox 

identische.    Vergleicht  man  die  Coefficienten  von  g-  >  w-  und  g- » 

so  findet  man  die  Relation  (23)  wieder.     Nur  die  Coefficienten  von 

dz 

j£ ,  wo  p  von  1c,  h,  g  verschieden,  ergeben  eine  neue   Relation, 

nämlich 
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Ekh  Egp  as3  Ekg  Ekß  s=a  Ejtg  JSkft 

Hiernach  ist  für  irgend  4  angleiche  Indices  k,  h,  y,  p 

=  0 


EkÄ    Egh 

EkfA  Effp 


(25) 


Die  3  Determinanten  (24)  (25)  erschöpfen  die  möglichen  Formen 
der  in 

•^u  ^12  •••  ^i» 


D 


-^21   -^22   •  •  •   "^2* 


Eni  En2   ...  Enti 


(26) 


enthaltenen  Unterdeterminanten  2.  Grades.  Ist  daher  n  gerade,  so 
lässt  sich  D  in  lauter  solchen  Determinanten  darstellen,  die  teils 
null,  teils  Functionen  der  e  und  ihrer  Derivirten  sind.  Für  gerade  * 
ist  demnach  auch  die  Krümmung  von  N  Function  der  e  und  ihrer 
Derivirten  und  bleibt  bei  Biegung  von  A  unverändert.  Ferner  ist 
D  unabhängig  von  den  Parametern. 

Ist  n  ungerade,  so  hat  D  die  Form 

D  —  ZiipEift 

wo  die  e  Functionen  der  e  und  ihrer  Derivirten  sind. 

Setzt  man  ferner 

Ekk  EfA 


dkhfA 


so  ist  vermöge  der  Gl.  (25) 

dlhfx        EfA 


(27) 


dkgfi 


*V9 


Demnach  sind  die  Quotienten  aller  E  von  ungleichen  Indices  Func- 
tionen der  e  und  ihrer  Derivirten,  und  man  kann  setzen: 

En^dnEu     (*<*) 
Dann  gibt  GL  (27): 

_  dkkdfjüt  ,      djthfj 

Ekk=Z'd^r^+d^E^ 

Folglich  hat  D  für  ungerade  n  die  Form: 


D  =  dE1%  +  j2- 


d± 
12 


Digitized  by 


Google 


Hopp  1 1  Erweiterung  tinigtr  Satz*  d*r  Flächsntkeorie  auf  n  Dmetuionen.  289 

wo  d,  do  bei  Biegung  von  N  unverändert  bleiben,  während  El9 
variiren  rnnss,  weil  sonst  alle  E  and  «,  somit  die  »dehnnng  selbst 
unverändert  bliebe.    Es  hat  sich  ergeben  : 

„Für  gerade  n  bleibt  die  Krümmung  einer  n  dehnnng  bei  deren 
,«BiQgung  unverändert,  für  angerade  n  nicht/4 


Eine  kurze  Zusammenstellung  der  Resultate  ergibt: 

1.  Die  Krümmung  einer  n  dehnnng  N  in  einer  linearen  (n+1) 
dehnnng  hat  den  Wert  (13). 

2.  Das  Element  dN  dividirt  durch  die  Differentiale  der  Para- 
meter hat  den  Wert  (14). 

3.  Das  Element  der  Indicatrix  der  Normale  von  N  durch  das- 
selbe Prodnct  dividirt  hat  den  Wert  (15). 

4.  Die  Krümmung  von  N  bleibt  für  gerade  n  bei  Biegung  con- 
staut;  desgl.  die  Determinante  (26)  nebst  allen  Unterdeterminanten 
geraden  Grades. 

5.  Die  Hauptnormale  einer  Kürzesten  auf  N  ist  zugleich  Nor- 
male von  N. 

6.  Die  partiellen  Differentialquotienten  2.  Ordnung  der  Coor- 
dinaten  haben  für  orthogonale  Parameter  die  Werte  (18)  (19). 

7.  Ist  für  orthogonale  Parameter  ein  Coefficient  im  Ausdruck 
des  Linienelements  nur  Function  des  zugehörigen  Parameters,  so  ist 
die  entsprechende  Parameterlinie  Kürzeste,  und  umgekehrt. 

8.  Der  zweite  Differentialquotient  einer  Coordinate  nach  dem 
Bogen  einer  Linie  auf  N  hat  den  Wert  (20). 

9.  In  einem  System  orthogonaler  Parameterlinien  können  nur 
dann  2  Scharen  Kürzeste  sein,  wenn  die  von  ihnen  erzeugte  Fläche 
abwickelbar  ist. 

10.  Besteht  eine  Schar  Parameterlinien  eines  orthogonalen  Sy- 
stems ans  Kürzesten,  so  bestehen  alle  übrigen  Scharen  aus  Aequi- 
distanten. 


Ank.  du  Matt.  n.  Phjs.  8.  feihe,  Teü  HI.  19 
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XIV. 

Ueber  Variation  von  Geraden,   die  an  eine 
Fläche  geknüpft  sind. 

Von 

R.  Hoppe. 


§.  1. 

Das  Folgende  schliesst  sich  an  eine  Arbeit  von  P.  Jssoly:  Sur 
les  diverses  conrbures  des  lignes  qu'on  pect  tracer  snr  one  sufface. 
Nouv.  Ann.  III.  p.  522  —  7  —  an.  Diese  geht  von  der  Betrachtung 
einer  variabeln  Linie  S  auf  einer  Fläche  ans,  durch  welche  zunächst 
3  orthogonale  Gerade,  die  Tangente  an  S,  die  Tangente  an  die  or- 
thogonale Trajectorie  2  und  die  Flächennormale,  bestimmt  sind. 
Nun  findet  der  Verfasser  das  Wort  Krümmung  schon  in  mehrfachem 
Sinne  in  Gebrauch,  ausser  der  Krümmung  der  Curve  im  Räume  wird 
ihre  geodätische  Krümmung  auf  der  Fläche  In  Betracht  gezogen, 
vielleicht  auch  Krümmungen  in  manchem  andern  Sinne.  Er  geht 
auf  diesem  Wege  weiter  und  entdeckt  manche  interessante  Bezieh- 
ungen zwischen  den  Grössen,  die  der  Krümmung  analog,  den  Winkel 
zwischen  den  consecutiven  Geraden  messen.  In  der  Tat  kann  man 
jede  variabele  Gerade  als  Parallele  der  Tangente  einer  Curve  an- 
sehen. Die  Krümmung  dieser  Curve  hängt  dann  ausserdem  von  dem 
willkürlichen  Linienelement  ab.  Als  solches  wählt  Jssoly  gemeinsam 
für  alle  Geraden  BS.  Die  Geraden  sind  zuerst  die  3  genannten;  eine 
Vermehrung  ergibt  sich  durch  Projection  der  Curven  nebst  ihren 
Tangenten  auf  2  orthogonale  Ebenen,  die  durch  jene  Geraden  gehen. 

Die  analytische  Ausführung  ist  nicht  angegeben,  doch  lässt  sich 
leicht  eine  allgemeine  Formel  dafür  aufstellen.    Wir  geben  die  Coor- 
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dinaten  und  Gleichungen  nur  in  Bezog  auf  eine  Axe,  die  x  Axe  an. 
Die  Protection  xt  eines  Punktes  x  auf  eine  Ebene 

(1) 


hat  die  Coordinate 
woraus: 

: 

£bx* 

«j  —  05- 

OXi  ■»  ex 

-0 

-bSbz 
—bUbfo 

Ist  m  ein  Punkt  einer  Curve  «,  so 

findet  nuus: 

daher 

**■■ 

-  JBdmf  - 

-  &*— (2»ae)» 

dxi 

vx 

(2) 


Da  hierauf  eine  Parallelverschiebung  keinen  Einfluss  hat,  so  kann 
man  statt  der  Tangente  eine  beliebige  Gerade  setzen,  deren  Rich- 
tongscoeinus  a  sei;  dann  wird  in  der  Protection  für  a 

o — b£ba 
"*  ~Vl  —  (£ba)% 

Dies  bei  coastaat$n  *  differentürt  gibt: 

a  [l-(2faQ»]3a  —  (b—a£ba)£bBa 

d(h  "  »-(-Sa«! (3) 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Analogen  ist: 

Die  Quadratwurzel  hieraus  ist  das  Differential  des  Drehungswinkels 
der  auf  die  beliebige  feste  Ebene  (1)  projicirten  Geraden.  Um  die 
ton  Jssoly  für  alle  Fälle  untersuchte  Grösse,  die  wir  den  Dreh- 
ungsquotienten einer  Geraden  nennen  wollen,  zu  finden,  hat 
man  jene  Quadratwurzel  durch  85  zu  dividiren. 

Bei  allen  in  der  citirten  Schrift  vorkommenden  Anwendungen  ist 
die  Ebene  (1)  eine  solche,  die  durch  die  momentane  primitive  Ge- 
rade geht,  so  dass  stets 

£ba  —  0 

ist,  wo  zwar  b  mit  a  variirt,  aber  bei  der  Operation  (3)  als  constant 
zu  denken  ist.  Hiernach  vereinfacht  sich  die  Formel  zu 

£da1i  -  £da* -  (£bda)*  (ft) 

19* 
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§.2. 

Wir  werden  von   folgenden   kinematischen  Formeln   Gebranch 
machen. 

Variirt  eine  Gerade 

£  —  ct-\»aw 

wo  a  ihr  Richtungscosinus,  so  ist  das  Differential  ihres  Drehungs- 
winkels 

Bezeichnet  o*  den  Richtnngscosinus  ihrer  momentanen  Rotationsaxe, 
so  ist 

.         =1  (6) 

wo 

den  Richtnngscosinus  der  momentanen  Bewegung  der  Geraden,  d.  h. 
eines  Lotes  auf  die  Gerade  in  einer  der  consecutiven  Geraden  pa- 
rallelen Ebene,  darstellt  Aus  a  nnd  a'  wird  o*  in  Determinanten- 
form gefunden. 

Der  Drehpunktsabstand,  d.  i.  die  Strecke  vom  Punkte  «  bis  zur 
momentanen  Rotationsaxe,  ist 

£Badct 
2$a~*  (8) 

Die  Gleitung  der  Geraden  längs  der  Rotationsaxe  oder  ihr  nor- 
maler Abstand  von  der  Consecutiven  ist 

(9) 

Die  Variationen  der  Richtungscosinus  sind: 

8a, JBa ,    da'  —  (Ja,  — a)  V  2da*  (10) 

wo 

A        I  a  a'  a"  I 

«  •■  I  I 


S.3. 

Die  Figur,  an  welche  sich  unsere  Betrachtung  knüpft,  besteht 
aus  einem  System  zweier  orthogonal  sich  schneidender  Curven- 
scharen,  die  wir  der  Einfachheit  wegen  zu  Parameterlinien  der  u  und 
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v  nehmen,  auf  einer  Fläche  und  den  folgenden  dadurch  bestimmten 
|  Systemen  von  Geraden. 

Vom  Flftchenpnnkte  O  ans  gehen  die  Tangenten  0T,  OH  an  die 
Parameterlinien  der  u  nnd  v  nnd  die  Flachennormale  ON. 

j  Bei  Variation  von  u  nnd  v  ist  das  erzengte  Linienelement 

=  Vedu*+gdv* 

Die  Parameterlinienelemente  also  sind 

Vedu,    ygdv 

Bei  Variation  von  t*  allein  mögen  die  Richtungen  der  momen- 
tanen Rotationsaxen  von  OT%  OHy  ON  sein  OTly  OH^  ONt  und  ihre 
Bewegungsrichtungen,  normal  zu  beiden,  0T8,  OHt,  ON%,  so  dass 
von  O  aus  die  4  Systeme  orthogonaler  Geraden  gehen: 

THN,     TTiT*    HHXH%,    NNXN9. 

Die  Richtungscosinus  von  OTy  OH,  ON  (gegen  die  x  Axe)  seien 
bezeichnet  durch  m,  «,  p\  ferner  sei 

*-*£i  '-*ä  (11) 

Wir  betrachten  nun  die  Variationen  jener  9  Geraden  bei  Verschie- 
.  bung  des  Punktes  O  längs  der  Parameterlinie  der  u  um  das  Linien- 

J  element  y  edu,  was  uns  zum  Teil  auf  die  Resultate  von  Jssoly  fuhrt. 


§.  4. 

Differentiirt  man  die  Grössen 

fe  dm 

wo  p  durch  die  orthogonale  Lage  der  3  Geraden  gemäss 

mnp^t  (13) 


bestimmt  wird,  nach  u,  so  haben  die  Resultate  die  Form: 

£-2fe— O»;      g^-Cfc-^;     g  -  .in-fto      (14) 
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Mnltiplidrt  fnan  die  3  Gleichungen  nach  einander  mit  m,  n,  p,  to 
geben  die  Summen  der  Analogen,  ausser  3  Gleichungen  0  —  0,  die 
6  folgenden: 


£nx 


■**&-* 


_    dn  _,   dm        _ 

wt  et* 

womit  zunächst  die  Übereinstimmung  der  Coefficienten  Ay  B%  C  in 
Gl.  (14)  bewiesen  ist.  Ausserdem  sind  dadurch  nach  den  Formeln 
(11)  die  2  Werte  bekannt: 

F  E 

A  =  -^    B  =  vl 


Zur  Bestimmung  von  C  hat  man 

i,  da  2mn  =  Q: 

also 

2V^8» 
Setzt  man  demnach 

,            F                B                      de 
so  wird 

(15) 

dm 

kn 

Ip 

dn 

l  p  \  ,        dp 

h  m  \ '     y«  8»"™ 

h  m 
k  n 

(16) 

§.5. 

Aus  den  DiflterenÜalformeln  (16)  ergebeo  sich  unmittelbar  die 
Drehnngsqnotienten  der  3  Geraden  OT,  OH,  ON,  nämlich: 


W(T) 


ynd 


(17) 
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Die  positiven  Richtungen  4er  genannten  Geraden  wählen  wir  con- 
ireeat  den  Axen  der  *,  y,  w,  schneiden  darauf  Strecken  ab: 

Or-Ä,    0jy=*,    (W-J. 

und  Tollenden  die  Rechtecke: 

HOtf,    NOT,    TOH 

dann  stellen  deren  Diagonalen  von  O  ans  die  Grössen  (17)  dar.  Ihre 
Bedeutung  ergibt  sich  auf  mehrfache  Weise. 

Der  Constrnction  zufolge  sind  die  Bichtnngscosinns  der  Diagonalen ' 

*»+fe       lp+hm       hm  +  Jen 

y#+p    yz»+Ä»'  Vam-** 

Mit  Anwendung  der  Formel  (16)  für  dm  und  der  Relation  (13)  findet 
man  aber: 

dm       kn-\-lp 

m  7»  W^  " x 


folglich  sind  die  Elemente  der  dritten  Verticalreihe ,  d.  i.  die  Rich- 
toagscosinus  der  ersten  Diagonale  nach  61.  (6)  die  Richtungscosinus 
der  momentanen  Rotationsaxc  von  OT,  mithin  von  OTv  Von  den 
beiden  andern  Grössen  (18)  gilt  das  Analoge.    Das  Resultat  ist: 

„Die  Diagonalen  der  3  Rechtecke  OTt,  OHt,  ONt  stellen  der 
Grösse  nach  die  Drehungsquotienton,  der  Richtung  nach  die  momen- 
tanen Rotationsaxen  der  Geraden  OT,  OH,  ON  dar." 

Untersucht  man  ferner  die  Projectionen  von  OT  auf  die  primi- 
tiven Ebenen 

£nx  =  0,     Epx  =  0 

so  ist   das  Quadrat   des  Drehungsquotienten  einer  jeden  nach  der 

Formel  (5): 

2dm*-(2ndm)*         Zdm*—(£pdm)* 

elh?~  '  •&»* 

das  ist 

Das  Analoge  gilt  für  die  Projectionen  von  OH,  ON,  und  man  findet: 

„Die  Strecken  OT,  OH,  ON,  Projectionen  von  OTt,  OHu  ONx 
stellen,  jede  in  doppelter  Eigenschaft,  die  Drehungsquotienten  der 
Projectionen  von  OT,  OH,  ON  auf  die  primitiven  Ebenen  HON, 
NOT,  TCWTdar." 
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Hiermit  ist  die  geometrische  Constrnction  dreier  Resultate  von 
Jssoly  gegeben,  die  derselbe  ohne  Constrnction  nnd  ohne  analytischen 
Ausdruck  in  teils  gebräuchlichen,  teils  von  ihm  eingeführten  Be- 
griffen ausgesprochen  aufstellt. 

Die  Grösse  J,  Krümmung  der  Projection  der  Parameterlinie  u 
auf  die  primitive  Berührungsebene,  ist  die  geodätische  Krümmung 
derselben  Cnrve;  sie  erscheint  hier  als  Projection  der  Krümmung  im 
Räume,  welche  OTx  darstellt.  Ihre  andre  Projection  k  ist  die  Krüm- 
mung des  berührenden  Normalschnitts,  von  Jssoly  nicht  benannt;  da 
er  aber  l  die  erste  geodätische  Krümmung  nennt,  soll  vie.'eicht  * 
die  zweite  heissen.  Die  Grösse  h  nennt  er  die  geodätische  Torsion, 
die  Grössen  VP+T*,  yh*+!c*  d*e  tangentielle  und  normale  De- 
viation. 

Ausserdem  ist  OTx  als  Hauptnormale  der  Parameterlinie  u  be- 
kannt. 

§.  6. 

Wie  die  erste  Gl.  (10)  zeigt,  hat  die  momentane  Rotationsaxe 
gleiche  momentane  Bewegungsrichtung  mit  der  variirenden  Geraden 
selbst  Daher  stellen  OT*  OH*  ONs  dieselbe  auch  für  die  Variation 
von  OTt,  OHtJ  ONL  dar.  Der  Drehungsquotient  hingegen  unter- 
scheidet sich  durch  den  Factor  4,  dessen  Wert  Ar  OTt  ist 

dm  B  8m 


y£dm*  yzdm*  y-ö£? 


(*»  +  £)-! 


Demnach  sind  die  Drehungsquotienten: 

ldk-kBl      1 


W(TX)  -  Ä- 


hdl  —  ldh      1 


W-H^j?^ 


W(HX)  -  H 


(19) 


Die  momentanen  Rotationsaxen  von  OTv  OH19  ONt  als  normal 
zu  je  2  bekannten  Geraden,  haben  die  Richtungen  OT,  OH,  ON. 
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Setzt  man 

*-tg«;    ^-tg/J;    ^-tgy  (20) 

so  kann  nun  die  Gl.  (19)  auch  schreiben: 

r(2»-A+y7k->  "W-'+ws^  ww-l+Jk 

and  «,  0,  y  erfüllen  die  Gleichung 

tg«tg/Jtgy  =  l 

welche  Jssoly  gleichfalls  findet;  sie  sind  die  Winkel  zwischen   den 
0TU  OHti  ONt  nnd  bzhw.  ON,  OTy  OK 

i  7. 

Die  Gerade  OT%  hat  eine  momentane  Rotationsaxe  parallel  der 
Ebene  TOTu  deren  Richtung  sich  nach  Gl.  (10)  bestimmt.  Ihr  zu- 
folge ist  der  Richtnngscosinus 

Setzt  man  A  =  tgd,  so  wird  er 

ssojCOsd+asinÄ  (21) 

und  8  stellt  den  Winkel  zwischen  ihr  und  OTx  dar  nach  OT  hin. 
Der  Drehungsquotient  ist 

VedttcosA 
also  ftr  OT„  Ofl„  OiV, 

_VEE.  igB.  ffi*  (22) 

C080  COS  6  C08f  v      ' 

WO 

Die  momentane  Bewegung  von  OTt  hat  nach  Gl.  (10)  die  Rich- 
tungscosinus 

OjSind  —  acosÄ  «=  a,cos(ä  —  R)+asin(i  —  R)  (24) 
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also  eine  Richtung  längs  der  Ebene  T021  von  der  Rotatioisaxe  aus 
um  1  Rechten  weiter  zurück. 

Hiermit  hat  sich  die  betrachtete  Figur  um  2  neue  Tripel  von 
Geraden,  nämlich 

0T8,  OHfr  ON5,  Rotationsazen  und 
074,  0JJ4,  ONA  Bewegungsrichtungen 

von  0T2,  OHf,  ONt  vermehrt. 

Diese  Figur  hat  eine  Gentralaxe,  die  in  den  verschiedenen  Tri- 
peln nicht  enthalten  ist  Die  Ebenen  TOTt  und  HOHt  haben  die 
Richtungscosinus  von  T%  und  fif,  nämlich 

kp  —  In  Im  —  hp 

vTO*  und  vpW* 

Daraas  findet  man  als  Bichtnngscosfnns  ihres  Schnittes: 
hm+kn+lp 

WW&  (25) 

Da  dieser  Ausdruck  symmetrisch  für  T,  £T,  N  ist,  so  folgt: 

„Die  Ebenen  TOTly  HOHt  und  NONt  schneiden  sich  in  einer 
Geraden  OP." 

Auf  diesen  Ebenen  liegen  12  der  genannten  15  Geraden,  die  3 
übrigen  sind  ihre  Normalen.  Man  kann  daher  von  OP  aus  eine 
Uebersicht  über  alle  leicht  gewinnen. 

Ihre  Lage  absolut  im  Räume  ist  durch  die  Richtungscosinus  ihrer 
Normalen  0!T2,  OH^  ON&  nämlich 

hp  —  In       lm—~hp      hn  —  km 

yjF+j?  vp+h*'  Yh*+& 

gegeben.    In  der  Kante  OP  bilden  sie  unter  sich  3  Winkel 

HtON*    N*OT%,     T%OH% 
deren  Cosinus  sind 

hl  Ih  hk 


Die  Lage  der  Geraden  auf  ihren  respectiven  Ebenen  wird  durch 
die  Winkel  bestimmt,  welche  sie  in  O  mit  OP  bilden.  Deren  Cosi- 
nus ergeben  sich  leicht  aus  ihren  Richtungscosinus  und  dem  (25) 
von  OP.    Sei  mit  bezüglichen  Indices 
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Wkl. 

BOT  —  x\    POH  «  ij;    POiV  — 

V 

und  zur 

Abkürzung 

so  wird 

VA»+*«+P  =  fl 

C01T  - 

cos  =  - 

299 


etc. 


0)8^=:- -*Z.  COS^  — 1_L— 


yP+?co8d4-A8in^                    yp+h*  cos  e4-h  sine 
costs- g 5     cosifo  -  i— C ~ *- 

Vi^H-^sinÄ  — äcosä  y/*+Ä*8ine  — fccose 

C0ST4  «  ! ;     COS  1^4  =» * 

Die  Zweideutigkeit  der  Winkelwerte  hebt  sich,   wenn  man  auch  die 
mit  0T,  etc.  gebildeten  Winkel  zuzieht;  dann  ist 

ttofa  —  T)  —  0;  cosfaj— 17)  —  0 ;  cos^  — ■  v)  =»  0 

cos(r3  —  t)  —  sin  *;        cosOfo— ij)  —  sin  s ;        cos(i/3  —  v)  —  sin  £ 
cos(r4  —  t)  =  —  cosJ ;    cos(if4— ri)  —  —  cos  e ;    cos(v4  —  v)  =  —  cosf 


§-  8 

Die  momentanen  Rotationsaxen  sind  bisher  nur  nach  ihren  Rich- 
tungen bestimmt  worden.  Es  bleibt  noch  der  Abstand  des  Dreh- 
punkts von  O  zu  bestimmen.  Dieser  ist  durch  die  Formel  (8)  aus- 
gedrückt, worin  indes 

9a  =  k-3»  =2  myedu 

durchgängig  dieselbe  Grösse  ist.  Die  Grössen  da  sind  lineare  Com- 
plexe  von  m,  n,  p.  Da  nun  Em*  «  1 ;  £mn  «  Zmp  —  0  ist ,  so 
bleibt  stets  nur  der  Term  mit  dem  Factor  m  in  da  zu  berücksich- 
tigen. 

Die  Grössen  da  sind  einesteils  durch  die  Differentialformeln  (16) 
gegeben,  andernteüs  durch  die  Gl.  (10),  wo  für  J  die  Werte  tg*, 
tgf,  tgf  zu  setzen  sind,  auf  da  zurückgeführt. 

Bezeichnet  E{T)  den  Drehpunktsabstand  der  beliebigen  Go- 
raden OT  von  0,  so  ist 
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h 


R(T)  -  0 ;  R(H)  =  -WTT*  5  *W  - 


h*+k* 


RTt)  -  0;  R(HX)  -  ggj  ÄW)  -  -  jj£^ 

Einfach  gestaltet  sich  noch  der  Drehpnnktsabstand  für  OTiy 
OffSi  ONs.  Differentirt  man  den  Ausdruck  (21)  des  Richtungscosinus 
von  0r8,  so  kommt: 

d(a,cosA  -j-  asind)  «  —  tgfl  Ba  cosfl  —  aßfaind  -j-3  asinA  +  addcosö 
—  —  dHa^ind— acosä) 

woraus  zunächst: 

"'w  — vtk  <*> 

dann  nach  der  Formel  (8): 

daher  bei  gehöriger  Vertauschung  im  letzten  Factor  allein: 

**> ^"y^ 

Die  Grössen  R  multiplicirt  mit  den  Richtungscosinus  dar  be- 
wegten Geraden  sind  zu  x  zu  addiren,  um  die  Coordinate  der  Aus- 
gangspunkte der  momentamen  Rotationsaxen  zu  finden. 


§.9. 

Der  Gleitungsquotient  oder  das  Verhältniss  des  Normalabstandes 
der  consecutiven  Geraden  zu  der  Verrückung  ergibt  sich  aus  der 
Formel  (9),  wo  da  stets  =  m-tfedu.  Bezeichnet  man  ihn  durch  Q, 
so  findet  man: 

Q(T)-0;     QW  =  --^;    «*)  — ^|  W 

Q(r1)  =  l;    Q(fli)  =  0}  Q(2Vi)=0 
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§.  10. 

Für  3  Verrückungscurven  verschwindet  je  eine  der  Grössen 
K,k,  L 

Sind  die  Linien  v  —  const  Krümmungslinien,  so  sind  die  Linien 
u  =  const  desgleichen,  und  es  wird  h  =  0;  T  fllllt  in  0,  fli  in  iV 
i^  in  JET;  «8  bleibt  nur  das  eine  Rechteck  OHTtN. 

Man  hat  jetzt: 

W(H)  =  J;     TTW  -  h 

Die  tangentielle  Deviation  wird  gleich  der  geodätischen  Krümmung 
die  normale  Deviation  gleich  der  Krümmung  des  Normalschnitts. 

Ferner  wird 

/»  — B;  r  =  o 

Die  Grenzlage  von  OJP  ist  02j. 

Die  GL  (27)  lassen  erkennen,  dass  OTl7  OH,  0iV,  OHL,  ON, 
OH*  ON%  und  OTz  Coincidenzpunkte  haben. 

Sind  die. Verrückungscurven  asymptotische  Linien,  so  ist  h  —0. 
Die  Consequenzen  dieses  Falles  sind  dem  Torigen  analog  und  gehen 
durch  einfache  Vertauschung  hervor;  nur  die  GL  (27)  geben  nichts 
entsprechendes. 

Sind  jene  Gurven  Kürzeste,  ihre  Trajectorien  also  geodätische 
Parallelen,  so  ist  l  =  0. 
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XV. 

Die  vierte  Rechenstufe. 

Von 

Herrn  Dr.  Emil  Schulze. 


Die  Definitionsgleichungen  für  Product  und  Potenz  lauten: 

>  pmdl  gesetzt. 


a.p  «=■  a-|-a+a-f-  .. 
cfi    =  a  .a.a  ... 


Der  Gedanke  liegt  nahe,  das  Zahlensystem  nach  dem  in  diesen 
Definitionen  enthaltenen  Princip  weiter  auszubauen,  und,  wenn  man 
wie  üblich  multipliciren  und  potenziren  als  Operationen  der  2ten 
und  3ten  Rechenstufe  bezeichnet,  auch  die  4te,  5te  und  allgemein 
die  «te  Rechenstufe  in  die  Arithmetik  einzufahren.  Bezüglich  der 
Functionen  der  2ten  und  3ten  Stufe  ist  wegen  der  Gültigkeit  des 
Commutationsgesetzes  gleichgültig,  ob  man  dieselben  durch  die  Glei- 
chungen 

op«  {...[(a-|-a)+a]+...a} 
l)  aP—  {...[(a.a).a]...a) 

oder  durch  die  Gleichungen 

ii)        *-}.+...[.+(.+.)]...»  defiBirt 

Bei  der  Aufstellung  der  Function  der  4ten,  sowie  jeder  höheren 
Stufe  dagegen  bieten  sich  2  verschiedene  Wege  dar,  je  nachdem  man 
von  dem  Definitionssystem  I)  oder  II)  ausgeht  So  z.  B.  heissen  die 
die  beiden  Functionen  der  4ten  Stafe: 

{..- [W    I    oder    [a...[a    ]...\ 
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In  den  meisten  bekannten  Lehrbüchern  der  Arithmetik,  wie 
Hankel,  Grassmann,  Scheffler,  Schröder,  Schlömilch  n.  a.  wird  die 
Berechtigung  der  Einführung  der  4ten  Stufe  ohne  weiteres  einge- 
räumt. Scheffler  nennt  die  Function  ans  System  II)  acv,p,  Oer« 
lach  bezeichnet  sie  durch  *a  (Zeitschr.  für  math.  u.  nat  Unt,  13. 

Jahrg.,  6  H.) ,  Wöpcke  nennt  die  des  Systems  I)  * ,  die  des  Systems 
II)  £  (CreUe,  Bd.  42). 

Um  beide  Systeme  für  jade  beliebige  Rechenstufe  übersichtlich 
darzustellen;  führe  ich  als  Rechenzeichen  dermten  Stufe  des  Systems 
I)  m  und  des  Systems  II)  mein,  dann  heissen  die  Definitionsgleichungen 

beider  Systeme: 

«^-{...[(a^aj...»^ 

a'p-{...l(**a)*a)]...'a\ 

I)  a*p=  {...[(a«a))»a]...8a) 


«*P  —  I  -  •  [(an~ld]  . . .  —la\ 


^p={a^...[o|(a|a)]...| 
£f>=(£...[<£(flfo)J...} 
II)  o*j>=r  {«f...[«f(a»a)]...| 


a*p  =  {o^1  ...  [d»-1^"""1«)]  ••• } 

Das  Princip,  nach  welchem  man  verfährt,  lässt  sich  in  die  Worte 
fassen:  Fügt  man  die  Zahl  a  mittelst  des  Zeichens  der  *— -lten 
Rechenstufe  pmal  an  einander,  so  stellt  der  erhaltene  Ausdruck  die 
Function  der  nten  Rechenstufe  dar. 

Nur  wenig  allgemeines  will -ich  über  die  beiden  Functionen  ay 
und  afp  bemerken.  Jede  derselben  besitzt  2  Umkehrungen.  Ist 
aPp  =  «  und  a*p  ■«  a,  so  sei 

n 
anp  «  a  a  |  a  —  p 

und        » 

Qnp  —  «  a  1  tt  «»  p 

Hieraas  und  aus  den  Definitionsgleichungen  folgt: 
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w— 1 
a»  (p — 1)  —  (a*p)n-i  a     und     a*Ji p  —  1)  —  a  ||  (!Lp) 

Diese  Gleichungen  können  dazu  benutzt  werden,  um  a*p  und 
anjy  zu  definiren,  falls  j»  gleich  Null  oder  negativ  ist.    Man  findet: 

a«  0  =  an^ia        a?  (—q)  —  { . . .  [(a*^ia)»^ia]  . . .  *=ia} 

n— 1  »—1  •— 1       *— 1 

a£j)  «a|a        «*l(— «)  —  {«   I   -••  [»  I   («  I   «)]  ••• } 

H-l 

Ist  n  >  2,  so  ist  a»=ll  =  a,    folglich  a  \  a  —  1,    d.  h.  a».0  —  1 

Ist  n  >  3,  so  findet  man  in  derselben  Weise  a*L(—  1)  =»  0 

Ist  n  >  4,  so  ist  a»^— 2)  «=  1 

Ist  n  >  g+2>  so  ist  «^(—5)  —  —  (g-1) 

Dies  wenige  mag  genügen.  Eine  völlig  befriedigende  Unter- 
suchung der  Functionen  jeder  Stufe  müsste  gemäss  dem  von  Hankel 
„Princip  der  Permanenz  formaler  Gesetze"  genannten  Princip  nach 
dem  Plane  angelegt  sein,  für  jede  Rechenstufe  den  Zahlenbegriff 
systematisch  so  zu  erweitern,  dass  die  Operationen  unter  allen  Um- 
ständen, was  auch  a,  jj,  a,  a  für  Functionen  seien,  ausgeführt  wer- 
den können. 

Ein  oberflächlicher  Blick  genügt,  um  zu  sehen,  dass  solche  Un- 
tersuchung unüberwindlichen  Schwierigkeiten  begegnet,  und  dies  ist 
wol  einer  der  Gründe,  weshalb  man  die  4te  Rechenstufe  meist  nur 
erwähnt,  die  nte  Stufe  überhaupt  nicht  genannt  findet  Einen  andern 
Grund  giebt  Hankel  bezüglich  der  Function  der  4ten  Stufe  des  Sy- 
stems II)  an,  die  auch  für  jede  höhere  Stufe  passt;  er  sagt  von  ihr 
„ihre  Untersuchung  hat  sich  bis  jetzt  in  der  Wissenschaft  nicht  als 
notwendig  erwiesen". 

Endlich  will  ich  noch  einen  Gesichtspunkt  hervorheben,  von  dem 
aus  eine  eingehende  Untersuchung  der  Functionen  nter  Stufe  zweck- 
los erscheint.  In  der  Function  a*zlp  sind  die  Cardinalzabl  a  und 
Ordnungszahl  p  durchaus  von  einander  unabhängig.  Weshalb  nun 
gerade  die  Gleichung  a£z±a  =  d»2  als  Ausgangspunkt  für  die  nächst 
höhere  Stufe  gewählt  werden  darf,  dazu  liegt  keine  innere  Berech- 
tigung vor.  Mit  demselben  Rechte  könnte  man  übrigens  cCzJa  » 
a*l  als  Definition  wählen,  so  dass  a? p  die  Function  bedeuten  würde, 
welche  man  erhält,  wenn  man  mit  a  pmal  hintereinander  die  Ope- 
ration der  nächst  niederen  Stufe  vornimmt.  Einzig  und  allein  die 
Function  der  2ten  Stufe  ap  gewinnt  die  innere  Berechtigung  ihrer 
Einführung  von  einem  anderen  Standpunkte  aus,  nämlich,  dass  sie 
so  aus  der  höheren  Einheit  a  entsteht,  wie  p  aus  der  einfachen 
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Einheit  1.  Deshalb  bilden  Addition  and  Maltiplicatien  und  ihre  Um- 
kehraugen die  elementaren  Rechenoperationen,  and  weiter  sind  keine 
nötig,  selbst  das  Poteuzircn  nicht,  wie  Weierstrass  aasgesprochen 
hat  (vergl.  Kossak,  Elem.  d.  Arithm.).  Die  3te  Rechenstafe  hat  vor 
der  4ten  nur  das  voraus,  dass  ihre  Einführung  sich  als  nützlich, 
diese  aber  bis  jetzt  als  zwecklos  erwiesen  hat.  Möglicherweise  findet 
letztere  später  einmal  bei  irgend  einem  Probleme  Anwendung',  doch 
abgesehen  davon,  wird  es  sich  wohl  der  Mühe  lohnen,  ihre  Functio- 
nen näher  zu  untersuchen. 

Die  Function  der  4.  Rechenstufe  aas  System  II)  besitzt  vor  der 
aus  System  I)  den  Vorzug,  dass   sie  durchaus  selbständig  auftritt, 

während  diese  sich  als  Potenz  darstellen  lässt:  (aa)      —  a 

In  einem  folgenden  Aufsatze  will  ich  erstere,  in  diesem  letztere 
Function,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  beiden  Functionen 

a       and  *       behandeln. 

Einige  Formeln  für  4.  Stufe,  Syst.  I.  heissen: 

(a»)  (a~)  (bcd. ..)**-*       ioed...)*-1 

a«        «an         —  am+M,     (abed..,)  —  am  .äm 

<f*+a*+a*+...  d»*P~ 

(<hmp...)  =  (am .  On .  Op ...)  , 

a».Onm~l  Cß*Mm*~~l 


I.    Die  Function  a 


Es  sei  e*  =  Z,  ez  «  3 ,  so  entspricht  bekanntlich  dem  Punkte 
2m,  welcher  im  nten  Parallelstreifen  der  »-Ebene  liegt,  nur  ein  ein- 
ziger Punkt  Zn  im  nten  Blatte  der  Riemann'schen  Z-Schrauben- 
fläche.    Bezeichnet  man  im  nten  Blatt  die  beiden  Ufer  der  von  Null 

•f  - 

ins  Unendliche  laufenden  Unstetigkeitslinie  l  mit  In  und  /»  (s.  Tho- 

mae,  anal.  Funct),  so  hängen  die  einzelnen  Blätter  in  der  Weise  zu- 

+        + 
sammen,  dass   das  Ufer  ln  an  das  Ufer  /»+i,  In  an  l*-\  sich  con- 

tiuuirlich  anschliesst    Nimmt  man  an,  dass  l  in  gerader  Linie  von 
0  bis  —oo  läuft,  so  muss  der  imaginäre  Teil  des  Hauptwertes  von 
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log  Z  zwischen  ±t»  liegen.  -—  Denkt  man  sich  die  Blatter  der  Z- 
Fläche  isolirt,  und  in  Parallelstreifen  von  der  Breite  2ni  zerlegt  und 

bildet  man  die  einzelnen  Blätter  gemäss  der  Gleichung  e  —  8"  ab, 
so  entspricht  dem  Punkte  £(*,»')  im  n'ten  Streifen  des  nten  Blattes 
ein  Punkt  8(vO  im  n'ten  Blatte  der  nten  Schraube  der  g-Fläche. 
Die  Schnittlinien  /,  welche  in  den  Oten  Streifen  der  Blätter  der  Z- 
Fläche  von  0  bis  — oc  gezogen  sind,  werden  durch  Schnittlinien  L, 
in  den  Hauptblättern  der  Schrauben  der  8-Fläche  von  0  bis  1  ge- 
zogen, abgebildet    Dem  oberen  Ufer  In  entspricht   das  obere  Ufer 

-  +  + 

Ln  und  dem  unteren  Ufer  In   das  untere  Ufer  L%,   denn  sind  die 

Zahlenwerte  voii  Zn  an  den  beiden  Ufern  von  / 

z\n,d)  =  —  p  +  ei    Z'\HlQ)  =  —  p  —  st, 

so  sind  die  zugehörigen  Werte  von  8n 

8W)  —  e-*(cos  *  +  i  sin  e)     8' W)  —  *-*(cos  f — » sin  $) 

Fügt  man  jetzt  die  Blätter  der  Z-Fläche  so  aneinander,  dass 

In  an  Zn+i,  In  an  U-i  sich  anschliesst,   so  muss  man  demgemäss  die 

Schrauben    der  g-Fläche  so  zusammensetzen,   dass  Ln  und  £».fi, 

Ln  und  Ln-i  in  einander  übergehen.  Während  also  die  Z-Fläche 
eine  einfache  Schraube  ist,  ist  die  g-Fläche  eine  Doppelschraube. 
Die  einzelnen  Hauptblätter  der  Nebenschrauben  bilden  für  sich  wie- 
der eine  Schraube,  denn  lässt  man  z.  B.  den  Punkt  z  der  s-Ebenc  in 
der  imaginären  Axe  aufsteigen,  so  senkt  sich  dieser  Bewegung  ge- 
mäss der  Punkt  Z  um  den  Punkt  Null  in  einer  kreisförmigen  Schrau- 
benlinie durch  alle  Blätter  der  Z-Fläche  positiv  herum  und  ebenso 
Punkt  8  um  den  Punkt  Eins  in  einer  Schraubenlinie  durch  alle 
Hauptblätter  der  Q-Flächo  positiv  herum.  Die  betreffenden  Glei- 
chungen heissen: 

< 

zn  —  (2nrc+y)»,     wo     y  —  ±  rc, 

Zn  =  cos  y  -f-  i  sin  y,      8(n>  °)  =  «co,y(cos  (sin  y)  -f  i sin  (sin  y)) 

Wenn  der  Punkt  8(*> 0)  im  Hauptblatt  der  nten  Schraube  den  Punkt 
Eins  in  beliebiger  Curve  umkreist,  so  gelangt  er  entweder  in  das 
lste  Blatt  der  nten  Schraube,  oder  in  das  Hauptblatt  der  n  +  ltcn 
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Schraube,  je  nachdem  er  ausser  Punkt  Eins   auch  den  Punkt  Null 
umkreist  oder  nicht. 

(") 
Was  von  der  Function  e      gilt,  lässt  sich  leicht  verallgemeinern. 

(e      ) 
t  stellt  eine  dreifache  Schraube  dar,  indem  durch  jedes  der 

der  Hauptblätter,  die  längs  einer  von  1  bis  e  gezogenen  Linie  mit 

einander   zusammenhängen,   eine  Doppelschraube  der  geschilderten 

(«    ) 

<*      > 
Art  gelegt  ist.  Ebenso  stellt  e  eine  vierfache   Schraube  dar, 

n.  3.  £ 

Die  Punkte  3»a  sind  ebenfalls  auf  einer  Doppelschraube 
abgebildet.  Man  setze  e*M  —  Zund  ««*  =  3,  wo  a  den  Hauptloga- 
rithmus von  a  bedeutet ;  ist  a  ■=  a  -|-  b»,  sind  sowohl  die  «-Ebene  als 

die  Blätter  der  -Z-Fläche  in  Streifen  von  der  Breite      y=         «  welche 

aya*  +  \>* 

mit  der  positiven  reellen  Axe  den  Winkel  arctgf  —  -1    bilden,    zu 

-         + 
zerlegen.    Hier  sind  die  Linien  Z»  und  2*+i,  in  denen  die  nte  und 

n-f-lte  Nebenschraube  der  3-Fläehe  zusammenhängen,  zwar  auch 
von  0  bis  1  bezogen,  verlaufen  aber  nicht  im  Hauptblatt  der  Neben- 
schrauben, sondern  durchsetzen  alle  Blätter  der  einen  Hälfte  der- 
selben. 

Reihenentwickelung  von   a       .    Setzt  man  Iga  —  a,  so 

ist 


°      o    t*i        o  V  o    i*i  y  vi 


Die  Reihe  couvergirt  nach  den  Regeln,  betreifend  Potenzreihen  von 
Potenzreihen,  für  jede  Werte  von  *.  Den  Coefficienten  von  z*  findot 
man  am  bequemsten  nach  Mac  Laurin: 

Aus  der  Gleichung 

so» 
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folgt  nach  den  Regeln  üher  höhere  Differential  quotienten; 

Wendet  man  anf  /ri(0)dieselbe  Formel  an,  beachtet  abor,  dass 
sie  förr,-0  nicht  gilt,  so  erhalt  man  schliesslich: 

/r  =  4^  ri1(r-l)fl+««ri1   "iV-lMr-  l)fi+... 
r,=l  r4=l  r,=l 

r-l  r»-l    r^j-1 

+«r^    *•-.   *    (r-l)ri(r-l)rt...(r#-i-l)rr 
ra=l  r1=l    rf=l  r 

Aus  dem  Binomischen  Lehrsatz  ergiebt  sich: 

r-l  2»*  1* 

r-l  rt-l  3r  2r  lr 

r,=i  fJ/r-1^fri-1^  "öT2i"  im+  2Töi 

»-1  r,-l  rr-1 

r»=l  r,-l  r§=l 

4'  3»       ,       2'  1" 


"Ol  31""0!2!"r2!l!  ~3!  0!»    *  8'  f" 
Demnach  erhält  man: 

Reihenentwicklung  von  *  —  Lg  (Lg  3).  Ebensowenig  wie 
Lg  3  lässt  sich  Lg  Lg  3  in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  3  entwickeln. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Entwickelang  von 

■(0,0)  -  lglg8(0,0)  =  lglg(e(a+ 1)) 

nach  Potenzen  von  g,  wobei  ich  anter  lg  lg  3(0, 0)  den  Hauptloga- 
rithmus vom  Hauptlogarithmus,  unter  8(0,0),  also  einen  Punkt  im 
Hauptblatt  der  Oten  Schraube  der  3~Fläche  verstehe.  Nach  den 
Convergenzkriterien,  die  bei  den  Umkehrungsproblemen  Geltung  ha- 


Digitized  by 


Google 


Schuhe:  DU  4U  Rechtnstuf*.  309 

ben,  lässt  sich,  wenn  e  — 1  —  *  ist,  »  =  -^VV* nnter  folgender 

Bedingung  in  eine  convergente    Reihe  entwickeln:   Sind  fo,  *i,  }* 

o.  s.  w.  die  Werte  von  j,  die  der  Gleichung   -£  =  0  genügen ,  und 

ist  modfo  der  kleinste  unter  den  Modulis  raod^  mod  fo  u.  s.  w.,  so 
mns8  modj  <  modfo  sein.    Hier  ist 

woraus  folgt: 

Demnach  ist  Gonvergenzbedingung : 

modj<l— -. 
Es  ist 

«0,0)  -  Iglg(e(l+j))  -  *  ^=^-(1*1+*))* 

Ferner  ist  (Schlömil  ch,  Anal  Th.  II.) 

Hier  bedeutet  Cr  den  sogenannten  Facultätencoefficienten,  definirt 
durch  die  Gleichung: 

1(1+ 1) (J+  2) ...  (Z+ p - 1)  -  C0^+  C4IM(H-i)  + ...  c^^+... 

Den  Wert  eingesetzt  und  nach  Potenzen  von  }  geordnet,  erhält  man 

»(0,0)- lglg  8(0,0) 

-i(-l^lPf      1  =  — ^)y}modi<l-^ 

Die  Reihenentwickelung  *(n,m)  —  LgLg8(*)*»)  Air  einen  belie- 
bigen Punkt  Q(n,m)  im  mten  Blatte  der  nten  Schraube  läset  sich 
ganz  ähnlich  durchführen,  denn  es  ist: 

4%,m)  -lgpg(«(i+l))+2mff»]+2n«t 

-ig[i+  j^-.ig(i+a^^ 

=Ä-iy-+»f!s       fi  ==(l+2^m>^Wlg(l+2m^H2^i 

^-f  V=0  fi  .  f»— 1 ...  p—  r  / 
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Die  Convergenzbediugung  ist  auch  hier: 

modj<l  —  -• 

Weil  8  =  «(*+l)  ist,  demnach  die  Convergenzbedingung  auch  die 
Form  hat:  modfa  — 8X«  — 1,  so  gilt  die  Reihenentwickelung  für 
alle  diejenigen  Punkte  3K™)»  welche  innerhalb  des  Convergenz- 
kreises  liegen,  mit  e  —  1  als  Radius  um  den  Punkt  e  geschlagen. 

Das  Problem  gestattet  eine  allgemeine  Lösung.  Bedeutet  wieder 
in  der  Gleichung  ««=LgLgß  3  einen  Punkt  im  mten  Blatte  der 
nten  Schraube,  dann  bestimme  man  Lg  Lg  3'  der  Art,  dass  die  Glei- 
chung erfallt  wird 

a-LgLg3«LgLg3'+lg^|, 

wo  lg(f™§7)  der  Hauptlogarithmus  von  |-|§?  sein  soll.  Ebenso 
bestimme  man  Lg8i  so,  dass 

Lg8-Lg«l+lg(l  +  ^;&) 

ist.    Dann  nimmt  die  Gleichung  für  *  die  Form  an: 

.  - 1*1*8'+.»  @§)+ *  [i+i^i.  (i+fcS.)]. 

LgLgS'+lg  (]||»)  =  LgLgSi  =  «,, 

-*-^[1+ia,"(1+¥1)] 

p*d  Vr=0f4.fi— l...fi— r(Lg8j)A«-«7    \   üt    J 

mod(3-8i<(l-^)mod8i 

Der    Convergenzkreis    hat    jetzt    &    als    Mittelpunkt    und 

(l—-j.mod31  als  Radius.    Hat  der  Punkt  3t  solche  Lage,  dass 

der  Kreis  einen  Verzweigungsschnitt  schneidet,  so  ist  der  Kreis  nicht 
geschlossen,  aber  auch  in  diesem  Falle  gilt  die  Reihenentwickelung, 


Setzt  man  noch 


so  erhält  man: 


Digitized  by 


Google 


Sckulzei  Die  4te  Rechtnstufa.  3X1 

weil  die  Function  in  der  3-Fläche  stetig  ist.  Fällt  Punkt  &  mit 
Punkt  e  zusammen,  so  liefert  die  Entwickelung  den  zuerst  behan- 
delten speciellen  Fall. 


H.    Die  Function  Z        —  3. 
Es  sei 

1)    Z  =  e»        2)    *.«"  =  j        3)    «*  -=  ß. 

Die  Punkte  Z  denke  man  sich  auf  einer  Schraubenfläche  der 
Gleichung  1)  gemäss,  ebenso  die  Punkte  j  auf  einer  Schraubenfläche 
der  Gleichung  2)  gemäss,  endlich  die  Punkte  3  «if  einer  Fläche  den 
Gleichungen  2)  und  3)  gemäss  ausgebreitet  Letztere  ist  offenbar 
eine  Doppelschraube;  ein  Punkt  Zn  im  nten  Blatt  der  Z-Fläche  ist 
in  einem  Punkte  $n  in  der  nten  Nebenscbraube  der  ß-Fläche  ab- 
gebildet.   Weil  die  Blätter  der  Z-Fläche  ki  der  Weise   zusammen- 

+        +         - 

hängen,   dass  das  Ufer  In  an  Z»+i,  In  an  ln-i   sich  anschliesst,   so 

mfissen  in  analoger  Weise  auch  die  Nebenschrauben  der  g-Fläche 

mittelst  der  jenen  Linien  entsprechenden  Curven  A*   nnd  Aw+i,  A» 

und  A«_i  an  einander  gefügt  sein.  Um  einen  genaueren  Einblick  in 
den  Bau  der  ß-Fläche  zu  erhalten,  will  ich  die  ziemlich  complicirte 
Gleichung  jener  Curven  für  den  Fall  näher  untersuchen,  dass  a  eine 
reelle  ganze  Zahl  ist    Bezeichnet  — u  den  Wert,   welchen  -Z»   am 

Ufer  U  resp.  In  hat,  und  sind  j'n,  j"n  und  ß'n,  Q"n  die  entspre- 
chenden Werte  von  }n  und  fln,  so  ist: 

I) 

j»»  _  (  -«)«.(lgn  +  (2n-l)*0; 

(-u)« 
3'n  -  u  .  [C08(2n  +  l)tt .  ««)-j-sin((2n-|-l))*(-  u)«)] 

H) 

3"n  =  u  .[cos((2n— l)».ttfl)  +  *sin((2n—  l)w(— u)«)l 

Die  Gleichungen  II)  sind  die  der  Curven  An  und  A»;  dieselben  stellen 

Schraubenlinien  dar ,   deren  Radiusvector  r  =  u  ist     Um  zu 

untersuchen,  durch  welche  Blätter  der  3"-Nebenschraube  dieselben 
sich  winden,  teile  man  das  nte  Blatt  der  j-Fläche  in  Parallelstreifen 
von  der  Breite  2«i;  liegt  nun  j'n  für  einen  bestimmten  Wert  von  u 
im  mten  Streifen  und  infolgedessen   P'n  im  mten  Blatt  der  3«- 
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Nebenschraube,   go  muss  der  imaginäre  Teil  von  j'n,  d.  i.  (2n-J-l)*. 
(—  u)*i   zwischen    den   Grenzen    (2m  +  l)»i   liegen ,    d.   h.    wenn 

gerade  ,      positiv    .  ... 

a    ungerade   und  w  negativ  18t'  mu8S  m  P081tlv  8em'   wenn  da8e«en 

ungerade        .      positiv    .  A  „       .       _ 

a   gerade       und  n  negativ  18^  mu8S  m  ne«atlv  sem-    Daraus  folgt 

dass  die  Schraubenlinie  AM  sich  im  ersten  Fall  durch  die  Plus-Blätter 
der  gn-Schraube,  im  zweiten  durch  die  Minus-Blätter  derselben  win- 

+ 
det.    Das  nämliche  gilt  von  der  Schraubenlinie  An.    Beide  Linien 

schneiden  sich  in  einem  Punkte;    in   diesem  findet  die   Gleichung 
3'n  =  $"n  statt,  die  beiden  zugehörigen  Werte  von  «  sind  : 
2n  +  l  2n  — 1 

2a  2a 


u  — 


(S+0    ™*  «'=  (|+i) 


Wächst  u  von  0  bis  oo,  so   ändert  sich  der  Radiusvector  r  der 

Schraubenlinien  stetig;  die  Curve  r  «=  u  gibt  diese  stetige 
Aenderung  an. 

Ist  z.  B.  a  positiv  und  gerade  und  n  positiv,  so  beginnen  die 
Schraubenlinien  im  Punkte  Eins,   winden  sich  entgegengesetzt  dem 

a 
Zeiger  einer  Uhr  zuerst  nach  innen,  von  u  «=  e        an  nach  aussen; 

f ür  u  =■  1  gehen  sie  durch  den  Punkt  ( —1)  und  zwar  A»   auf  der 

+ 
Grenze  zwischen  dem  ntcn  und  n+lten,  kH  auf  der  Grenze  zwisehen 

dem  n  —  lten  und  nten  Blatt. 

Der  Bau  der  g-Doppelschraube  ist  jetzt  klar  zu  erkennen.  Die 
Blätter  je  zweier  benachbarten  Nebenschrauben,  der  gn-  und  Sn-J-1- 
Schraube,  durchsetzen  einander  in  der  Weise,  dass  sie  in  den  Schrau- 
benlinien An  und  An+i  zusammenhängen.  Einer  stetigen  Bewegung 
des  Punktes  Z  in  der  Z-Schraube  entspricht  eine  stetige  Bewegung 
des  Punktes  3  *n  der  g-Doppelschraube.  Wie  der  Punkt  Z,  wenn 
er  bei  seiner  Bewegung  im   nten  Blatt  der  ^-Fläche,  an  die  Linie 

In  kommt,  entweder  im  nten  Blatt  verbleiben  oder  insn+lte  über- 
treten kann,  so  kann  auch  der  Punkt  ß,  wenn  er  an  die  Schrauben- 
linie Xn  kommt,  in  der  nten  Nebenschraube  bleiben,  oder  in  die 
n+lte  Obertreten.    Damit  im  Schnittpunkt  von  An  und  An  keine 
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Verzweigung  stattfindet,  muss  man  annehmen,  dass  dort  die  eine 
Schranbenlinio  isolirt  über  die  andere  fortgebt.  Der  singulären  Stelle 
Z —  0  der  ^-Fläche  entspricht  die  singulare  Stelle  Q  —  1  der  g- 
Fläche,  falls  a  positiv  ist,  uud  ß  —  0  oder  g  —  oo,  falls  a  negativ 
und  zwar  gerade  oder  ungerade  ist 

Reihenentwickelung  von  £  «  ZA^Z—Z^f. 
Es  ist 

Macht  man  von  den  schon  froher  angewendeten  Formel 

m+A-fr 

Gebrauch  und  führt  man  n  =  k-\-X-\-r  ein,  so  erhält  man: 

/«=0\(M-A)=0  /         P* 

Nach  den  Regeln  über  Convergonz  der  Potenzreihen  von  Potenz- 
reihen (z.  B.  Thomae,  anal.  Funct.  S.  68)  ist  Convergenzbedingung : 
inod(^— 1)<1. 

Reihenentwickelung  von  Z-=  2?tftt(8—  3,,)m. 

Zu  dem  Zwecke  benutze  ich  die  Bürmann'sche  Reihe,  welche 
ihre  Anwendung  bei  den  Umkehrungsproblemen  findet  Ist  }  eine 
Function  von  z  und  umgekehrt  f(z)  eine  Function  von  j,  so  hat  jene 
Reihe  die  Form: 

Bedeutet  *0  den  Wert  von  «,  welcher  die  Gleichung  $  —  0  erfüllt, 
so  sind  die  Cocfficicnten  A  durch  die  Gleichungen  bestimmt: 

Im  vorliegenden  Falle  sei 

1 (»)  =  *       i  -*•«". 
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Weil  zo  —  0,  so  ist 

Ao  —  1       kr  -  £ä  (^(1  ~flf))'=0  -  (*  ~  ör)r"1- 

Folglich: 

Setzt  man  jetzt  e*  —  Z  und  ei  —  fl  und  entwickelt  man  (1gS)r 
in  eine  Reihe,  so  findet  man: 

M=0    \r=0  /  f*1 

Der  Gleichung 
genügen  die  Werte 

Nach  den  Convergenzkriterien  ist  dann  Bedingung  der  Convergenz: 
mod(l  —  8)  <  mod(l  — ßo),  d.  h.  die  Reihenentwickelung  ist  erlaubt 
ftr  alle  Punkte  8>  die  innerhalb  eines  Convorgenzkreises  liegen,  um 
den  Punkt  Eins  mit  mod(l  — So)  aIs  Radius  geschlagen. 

Ist  a  reell  und  beschränkt  man  die  Untersuchung  auf  reelle 
Werte  der  Variablen,  so  ist  Bedingung,  dass  3  zwischen  den  Gren- 

±i 

zen  e  liegen  und  fttr  Zq  =  1   den  Anfaagswert  8o  —  1  haben 

muss. 
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XVI. 

Ueber  den   Eisenstein'schen  Satz. 

VOD 

F.  Gomes-Teixeira, 

Prof.  an  der  polytechnischen  Schale  ron  Oporto, 
vorm.  Professor  an  der  Universität  Coimbnu 


Man  kennt  sehr  wol  den  bemerkenswerten  Satz  von  Eisenstein, 
nämlich: 

Die  Reihe 

(1)  a0+a1x  +  a2x2  +  ...  +an&+  ... 

wo  o^,  oj,  a,,  etc.  auf  einfachsten  Ausdruck  reducirte  Brüche  dar- 
stellen, kann  nicht  die  Entwickelang  einer  Wurzel  y  einer  in  x  and 
y  algebraischen  Gleichung  mit  ganzen  Zahlen  als  Coefficienten  sein, 
wenn  die  Nenner  der  oq,  au  as,  ...  eine  anendliche  Anzahl  von  Prim- 
factoren  enthalten. 

Der  Zweck  der  gegenwartigen  Note  ist  zu  zeigen,  das  man  diesen 
Satz  sehr  leicht  aus  der  folgenden  Formel  herleiten  kann*): 

w       *        «!  ßl  y!  ...  V.  kl         ax*a^-* Ä  u 


•)  S.   unsere    Note    „sur  les  dlrir&s    4'ordre  qaelconque"    in    Battaglini 
Jonrnal,  tome  XVIII. 
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welche  die  nte  Derivirte  einer  impliciten  Function  y,  definirt  durch 
die  Gleichung 

F(x,  y)  =  0 

darstellt,  von  der  wir  voraussetzen,  dass  sie  ganze  Function  von 
x  und  y,  und  ihre  Coefficicnten  ganze  Zahlen  seien. 

In  dieser  Formel  bezieht  sich  das  Summenzeichen  £  auf  alle 
ganzen  positiven  Lösungen  der  Gleichung 

(3)  «+20+3H-  ...  +.rt  =  «-* 

wo  k  alle  ganzen  positiven  Werte  von  0  bis  n  annehmen  soll,  und 

(4)  *»-«+/*+?+ ...+*+* 
ist 

Sondert  man  in  der  Formel  (2)  den  Term  ab ,  welcher  y<»)  ent- 
hält, so  hat  man  die  Gleichung: 

/y"\p     f  y(«-D  ^» 

w     z — a\ß\  ...  «ui      a?^*v+5y"^r 

die,  wenn  man  «  —  0  setzt,  die  Werte  von 

v>   vi       *£ 

yoi     2!'     —      n! 

gibt,  welche  mit  den  Coefficienten  oq,  au  ...  o*   der  aufgestellten 
Reihe  zusammenfallen  müssen. 


Man  sieht  aus  dieser  Formel,  dass  der  Nenner  von 

nur  die  folgenden  Primfactoren  enthalten  kann: 

1)  Diejenigen,  welche  aus  dem  Factor 

«i  ß\  y!  ...  »!  k\ 

2)  diejenigen,  welche  aus  dem  Nenner  der  Function 

/    d»F    \ 

(7)  va*^*fyV*=o 

3)  diejenigen,  welche  aus  dem  Nenner  der  Function 

4)  diejenigen,  welche  aus  den  Nennern  von 
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*'     21'      3!'  •"   (n— 1)1 


hervorgehen. 


Wir  werden  sehen,  dass  die  den  3  ersten  Fällen  entsprechenden 
Primfactoren  nicht  mit  n  ins  anendliche  wachsen. 

Da  Ffay)  ganze  Function  von  *  und  y  ist,  so  sind  ihre  Deri- 
rirten  höherer  Ordnnng  als  ihr  Grad  null,  folglich  kann  m  nicht  ins 
unendliche  wachsen;  daher  können  auch  nicht  die  Grössen  a,  ß,  ...»,*, 
and  ebensowenig  deren  Primfactoren  ins  unendliche  wachsen. 

Die  Derivirte  (7),  welche  ganze  Function  von  y0,  folglich  von 
og  ist,  kann  augenfällig  im  Nenner  nur  Primfactoren  enthalten,  die 
auch  im  Nenner  von  oq  vorkommen. 

Die  Derivirte  (8),  welche  ganze  Function  von  y0  mit  ganzen 
Coefficienten,  also  ganze  Function  von  <%  ist,  kann  im  Nenner  nur 
Primfactoren  in  begrenzter  Anzahl  haben. 

Aus  allem  Vorstehenden  erhellt,  dass  die  Primfactoren  des  Nen- 
ners von  (6)  oder  an  nicht  ins  unendliche  wachsen  können,  was  wir 
beweisen  wollten. 
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XVII. 


Zur   Construction   des  Kruminungsmittelpunktes 
bei  Kegelschnitten. 


Von 

Carl  Schirek. 


A.  Mannheim  gibt  anf  pag.  285.  seines  Cours  de  G6om6trie  de- 
scriptivo  de  l'jficole  polytechnique,  Paris  1880.  ein  Verfahren  an  zur 
Bestimmung  des  Krümm angomiHtipwak tos  des  ebenen  Schnittes  C 
einer  beliebigen  Fläche  F,  welches  darin  besteht,  dass  man  die  Corvo 
C  als  Leitcurve  einer  Normalenfläche  der  Fläche  F  auffasst ,  welche 
man  mittelst  orthogonaler  Projection  auf  die  Schnittebene  8  bezieht. 
Die  Projection  des  sichtbaren  Umrisses  der  besagten  Normalenfläche 
oder  die  Goutour  derselben  ist  die  Enveloppe  der  Projectionen  ihrer 
sämtlichen  Erzeugenden  und  nachdem  jede  einzelne  Erzeugende  nor- 
mal ist  zu  der  Tangentialebene  desjenigen  Punktes  der  Fläche  F,  für 
welchen  sie  eine  Normale  vorstellt,  so  ist  auch  ihre  orthogonale 
Projection  normal  zur  Trace  jener  Tangentialebene  auf  der  Pro- 
jeetionsebene,  d.  i.  normal  zur  Tangente  der  Curve  C  in  jenem  Punkte 
und  demnach  eine  Normale  von  C,  so  dass  die  Coutour  der  Nor- 
malenfläche durch  die  Evolute  der  Curve  C  dargestellt  wird.  Dem- 
zufolge ist  der  Punkt,  in  welchem  die  Normale  eines  Punktes  von  C 
die  Evolute  berührt,  oder  der  diesem  Punkt  entsprechende  Krüm- 
mungsmittelpunkt die  Projection  dos  Berührungspunktes  der  Nor- 
malenfläche mit  einer  durch  die  der  Normalen  des  gedachten  Punktes 
entsprechenden  Erzeugenden  der  Normalfläche  gehenden ,  zur  Ebene 
5  senkrechten  Ebene  und  dieser  kann ,  wie  in  dem  citirten  Werke 
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ausgeführt  ist,  wenn  die  Hauptkrümmungscentren  von  F  für  den  be- 
treffenden Punkt  bekannt  sind,  mit  Hilfe  eines  Schmiegungspara- 
boloides  mit  Cirkel  nnd  Lineal  allein  gefunden  werden. 

Dieses  Princip  ist  einer  Ausnutzung  fähig  zur  Construction  des 
Krümmungsmittelpunktes  einer  ebenen  Curve  überhaupt.  Wenn  näm- 
lich eine  ebene  Curve  C  als  gegeben  vorliegt,  und  es  soll  deren 
Erümmungsmittelpunkt,  welcher  einem  bestimmten  Punkte  entspricht, 
gesucht  werden,  so  kann  man  durch  dieselbe  irgend  eine  krumme 
Fläche  legen,  oder  man  kann  sie  als  Leitlinie  einer  windschiefen  oder 
aufwickelbaren  Kegelfläche  betrachten  und  mit  Hilfe  einer  Normalen- 
fläche, welche  die  letztere  zur  Leitfläche  uud  die  Curve  C  zur  Leit- 
curve  besitzt,  weitere  Schlüsse  ziehen,  wie  vor.  Von  der  zweck- 
mässigen Wahl  der  durch  C  gelegten  Fläche  wird  die  grössere  oder 
geringere  Einfachheit  der  sich  ergebenden  Krümmungsmittelpunkte- 
construetion  abhängig  sein,  und  wir  werden  nur  dann  im  Stande 
sein,  dieselbe  mit  alleiniger  Benutzung  von  Cirkel  und  Lineal  durch- 
zuführen, wenn  wir  in  der  Lage  sind,  aus  den  die  Hilfsnormalen  be- 
stimmenden Gebilden  in  8  Punkten  einer  ihrer  Erzeugenden  sofort 
die  Tangentialebenen  angeben  zu  können. 

In  den  folgenden  Zeilen  beabsichtigen  wir  die  Construction  des 
Krümmungsmittelpunktes  bei  Kegelschnitten  im  Sinne  pes  Gesagten 
zur  Ausführung  zu  bringen. 

Ist  K  ein  gegebener  Kegelschnitt,  so  ist  unter  den  unendlich 
vielen  Flächen,  welche  sich  durch  denselben  legen  lassen,  eine  auf- 
wickelbre  Rotationsfläche  zweiten  Grades,  also  ein  Rotationskegel 
resp.  Cylhider,  die  für  unseren  Zweck  geeignetste.  Die  Erzeugenden 
der  Normalenfläche  eines  Rotationskcgels  längs  des  auf  ihm  liegen- 
den Kegelschnittes  K  müssen  dessen  Rotationsaxo  schneiden  einer- 
seits und  den  Erzeugenden  des  ihm  zugehörigen  Ergänzungskegels, 
d.  i.  eines  Kegels,  dessen  Erzeugenden  normal  sind  zu  den  Tangen- 
tialebenen des  gegebenen  Kegels  (und  der  mit  demselben  concen- 
triscb  ist)  parallel  sein  andererseits,  so  dass  wir  als  neue  Bestim- 
mungsstücke  der  Normalenfläche  3  Leitcurven  erhalten,  u.  zw.  die  Axe 
des  Rotationskegels  als  gerade  Leitlinie,  ferner  den  Kegelschnitt  K 
und  die  unendlich  ferne  Curve  des  Ergänzungskegels  als  krumme 
Leitlinien. 

Wir  besprechen  nun  der  Reihe  nach  jeden  einzelnen  der  drei 
Fälle,  wo  der  Kegelschnitt  K  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist. 

1.  „Der  Kegelschnitt4'  ist  eine  Ellipse  E,  gegeben  durch  die 
Axen  AA^  BB%  und  m  sei  derjenige  Ellipsenpunkt,  dessen  Krüm- 
mungsmittelpunkt bestimmt  werden  soll.    (Fig.  1.). 
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Unter  den  unendlich  yielen  durch  E  gehenden  Rotationakegeln 
gibt  es  zwei,  deren  Scheitel  im  Unendlichen  liegen,  welche  also  Ro- 
tationscylinder  sind;  eines  derselben  Ä,  wollen  wir  ans  bedienen. 
Die  Normalenfläche  desselben  längs  der  Ellipse  E  hat  die  Cylinder- 
axe  zur  Leitlinie  und  eine  zu  derselben  normale  Ebene  r  zur  ßicht- 
ebene. 

Nehmen  wir  die  Zeichnungsebene,  in  welcher  E  liegt,  als  hori- 
zontale, die  durch  AAX  zu  derselben  senkrecht  gelegte  Ebene  V  als 
verticale  Projectionsebene  an  und  bezeichnen  wir  die  horizontalen 
Projectionen  mit  Buchstaben  ohne  Accent  und  die  verticalen  Pro- 
jeetionen  mit  Buchstaben,  die  mit  einem  Accent  versehen  sind.  Die 
Erzeugenden  von  R  sind  zur  Ebene  V  parallel  und  die  Richtung 
ihrer  verticalen  Projection  ist  gegeben  durch  die  Gerade,  welche  einen 
Endpunkt  B  der  kleinen  Axe  mit  einem  Brennpunkte  F  verbindet 
Ziehen  wir  daher  durch  den  Ellipsenmittelpunkt  O  eine  Parallele  a 
zu  BF)  so  repräsentirt  diese  die  verticale  Projection  der  Axe  von 
Ru  während  die  horizontale  Projection  a  mit  der  Projectiousaxe  AAt 
zusammenfällt.  Die  auf  diese  Axe  in  O  errichtete  senkrechte  Ebene 
d.  i.  die  Richtebene  rvrh  der  Normalenfläche  ist  eine  verticalprojici- 
rende.  Die  durch  den  Punkt  mm'  gehende  Erzeugende  der  Nor- 
malenfläche hat  die  Normale  von  E  im  Punkte  m  zur  horizontalen, 
die  durch  m!  zu  rv  geführte  Parallele  zur  verticalen  Projection,  w' 
ist  ihr  Schnittpunkt  mit  der  Axe  aa'.  Den  Berührungspunkt  der 
durch  diese  Erzeugende  gehenden  horizontal  projicirenden  Ebene 
tveh  mit  der  Normalenfläche  finden  wir  mit  Hilfe  eines  sich  ihr  längs 
der  Erzeugenden  (mi>,  mV)  anschmiegenden  hyperbolischen  Para- 
boloides,  dass  die  Ellipsentangente  («')  im  Punkte  mm',  ferner  die 
Gerade  (o,  a')  zu  Leitlinien  und  die  Ebene  (rvrh)  zur  Richtebene 
des  ersten  Systems  hat;  die  Richtebene  des  zweiten  Systems  ist  zu 
den  Leitlinien  des  ersten  Systems  parallel,  daher  (x)9  =  a'  ihre  ver- 
ticale, die  durch  O  zu  t  gezogene  Parallele  (x)h  ihre  horizontale 
Trace  vorstellt  Der  fragliche  Berührungspunkt  ist  der  Schnittpunkt 
von  der  in  der  Ebene  (eveh)  liegenden  Erzeugenden  .des  zweiten 
Systems  des  Paraboloids;  diese  muss  alle  Erzeugenden  des  ersten 
Systems  schneiden  und  zur  Richtebene  ((r,  (*•)*)  des  zweiten  Systems 
parallel  sein,  d.  h.  parallel  zur  Schnittlinie  (vh,  v'ti)  der  Ebenen  (r) 
und  e.  Eine  Erzeugende  des  ersten  Systems  ist  die  in  der  horizon- 
talen Projectionsebene  liegende  verticalprojicirendo  Gerade  OBx\ 
nachdem  nun  diese  von  allen  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  ge- 
troffen werden  muss,  und  der  Punkt  O  ihre  verticale  Projection  vor- 
stellt, so  folgt  hieraus,  dass  die  verticale  Projection  der  in  der  Ebene 
(ev  eh)  liegenden  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  sich  als  die  durch 
O  zu  vh'  geführte  Parallele  ergibt,  welche  der  verticalen  Projection 
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wV  der  Erzeugenden  des  ersten  Systems  im  Punkte  K*  begegnet, 
dessen  zugehörige  horizontale  Projection  K  als  Schnitt  von  N  mit 
dem  aus  Kr  zur  Projectionsaxe  gefällten  Perpendikel  resultirt  und 
bereits  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt  ist.  Wenn  die  Punkte 
h  und  v  nahe  an  einander  fallen,  so  ist  es  gut,  um  die  Richtung 
der  Geraden  v'h!  genauer  zu  fixiren,  die  Ebene  ((*•)„  (r)/»)  parallel  zu 
sich  selbst  zu  verschieben. 

Wollte  man  auf  Grund  der  für  die  Construction  des  Krümmungs- 
mittelpunktes von  m  erhaltenen  Liniencombination  den  Krümmungs- 
mittelpunkt des  Endpunktes  B  der  kleinen  Axe  BBX  suchen,  so  käme 
man  zu  keinem  bestimmten  Resultate,  da  die  Linien  m#,  mV,  AV 
diesfalls  alle  mit  der  Geraden  BBX  zusammenfallen,  und  man  könnte 
geneigt  sein  zu  vermuten,  dass  das  angegebene  Princip  auf  den  Punkt 
B  speciell  angewendet  kein  Resultat  ergebe.  Hält  man  sich  jedoch  an 
die  rämliche  Betrachtung,  durch  welche  man  zu  der  vorstehenden 
Construction  geführt  wurde,  so  wird  man  alsbald  zur  folgenden,  von 
der  allgemeinen  scheinbar  verschiedenen  Construction  gelangen:  Um 
den  Krümmungsmittelpunkt  K  von  B  zu  finden  (Fig.  la)  nehme  man 
in  AA1  einen  beliebigen  Punkt  <T  an,  ziehe  durch  denselben  eine 
Senkrechte  zur  Geraden  a'  und  fälle  aus  ihrem  Fusspunkte  A'  ein 
Perpendikel  zu  AAU  welches  letztere  Gerade  im  Punkte  A  schneidet 
und  ebenso  aus  d'  ein  Perpendikel  auf  die  Tangente  t  des  Axen- 
endpunktes  B7  und  heisse  ö  dessen  Fusspunkt;  die  Verbindungsgerade 
der  Punkte  ö ,  A  schneidet  BBX  in  dem  verlangten  Punkte  K.  Der 
Punkt  S'  kann  auch  als  mit  dem  Brennpunkte  F  zusammenfallend 
angenommen  werden. 

Nimmt  man  an,  dass  der  Punkt  m  ein  Endpunkt  der  grossen 
Axe  z.  B.  Ax  sei,  so  degenerirt  das  hyperbolische  Paraboloid  dies- 
falls in  2  Ebenen,  und  man  muss  daher  statt  desselben  ein  anderes 
Schmiegungsparaboloid  anwenden,  welches  eine  von  der  Tangente  des 
Scheitels  ^  verschiedene  Gerade  zur  2ten  Leitlinie  hat,  die  in  der 
durch  diese  Scheiteltangente  gehenden  zu  (a,  a)  parallelen  Ebene 
gelegen  ist,  und  mit  der  durch  AAX  zu  aa'  gehendeu  Parallelen  nicht 
zusammenfällt. 

Die  Normalenfläche  in  unserem  Falle,  deren  Leitlinien  £,  (o,  a!) 
und  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Ebene  (nm)  sind,  ist  ein 
gerades  Kegelschnittskonoid  vom  4ten  Grade.  Sei  nun  ein  beliebiger 
Punkt  M  der  Ellipsenebene  die  Spur  einer  zu  derselben  normalen 
Geraden.  SDt,  so  ist  klar,  dass  diese  das  Konoid  in  4  Punkten  schnei- 
den wiri,  deren  orthogonale  Projectionen  auf  der  Ebene  von  E  einer- 
seits du^ch  den  Punkt  M  gehen,  und  andererseits  Normalen  der  El- 
lipse £;sein  werden.  Damit  ist  also  dargetan,  dass  durch  einen 
Punkt  dqr  Ebene  einer  Ellipse  4  Normalen  derselben  hindurchgehen. 

Arch.  der  Math,  u,  Phja.    2.  Reihe,  Teil  III.  21 
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Die  Erzeagenden  des  Konoides,  welche  durch  die  Schnittpunkte 
mit  der  Geraden  9fö  gehen,  schneiden  die  Geraden  SR,  aa\  die  El- 
lipse E  und  sind  femer  der  Ebene  (r,™)  parallel;  ihre  Sparen  der 
Ellipsenebenen  können  daher  auch  erhalten  werden  als  Schnittpunkte 
von  E  mit  einem  hyperbolischen  Paraboloide,  welches  SW  und  (<*,<*') 
zu  Leitlinien  und  (r9rh)  zur  Richtebene  hat,  oder  was  dasselbe  ist, 
als  Schnittpunkte  der  Ellipse  E  mit  demjenigen  Kegelschnitte,  in 
welchem  die  Ellipsenebene  von  dem  hyperbolischen  Paraboloide  ge- 
schnitten wird.  Man  findet  nun  leicht,  dass  das  Paraboloid  ein 
gleichseitig-hyperbolisches  und  der  letzt  genannte  Kegelschnitt  eine 
gleichseitige  Hyperbel  ist,  identisch  mit  derjenigen,  welche  Chasles 
zur  Lösung  des  Normalenproblems  bei  Kegelschnitten  überhaupt  an- 
wandte, wie  wir  bereits  a.  a.  0.  gezeigt  haben. 

2.  „Der  Kegelschnitt  ist  eine  Hyperbel  fl",  AAt  die  reelle,  BB1 
die  imaginäre  Axe  (Fig.  2.),  m  der  Punkt,  um  dessen  Krümmungs- 
mittelpunkt es  sich  handelt". 

In  diesem  Falle  müssen  wir  von  einem  durch  H  gehenden  Ro- 
tationskegel Gebrauch  machen,  da  nach  einem  bekannten  Satze  von 
Daudelin  der  Focalkegolschnitt  einer  Hyperbel,  d.  i.  der  Ort  der 
Scheitel  aller  durch  dieselben  gehenden  Rotationskegel,  eine  Ellipse, 
also  eine  Curve  mit  nur  in  Endlichen  gelegenen  Punkten  ist,  u.  zw. 
werden  wir  uns  eines  solchen  bedienen,  dessen  Scheitel  sich  in  der 
einfachsten  Weise  finden  lässt. 

Wenn  wir  die  im  vorigen  Artikel  getroffene  Vorkehrung  bezüg- 
lich der  horizontalen  und  verticalen  Projectionsebene  beibehalten,  so 
ist  der  Punkt,  welcher  den  Hyperbelmittelpunkt  0  zur  horizontalen 
und  den  Punkt  B  zur  verticalen  Projection  hat,  der  Scheitel  eines 
durch  H  gehenden  Rotationskegels.  Die  Axe  desselben  hat  AAx  =  a 
zur  horizontalen,  die  durch  B  zu  AAL  gezogene  Parallele. a*  zur 
verticalen  Projection.  Die  durch  den  Punkt  mm1  gehende  Erzeu- 
gende des  Rotationskegels  ist  (0m,  Bm'),  (die  horizontale  Projection 
wurde  in  der  Figur  nicht  ersichtlich  gemacht),  die  durch  mm'  gehende 
Erzeugende  der  Normalenfläche  hat  die  Normale  N  von  m  zu/r  hori- 
zontalen, die  Gerade  mV  zur  verticalen  Projection,  w'  ist  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Kegelaxe  (a,  a');  dieselbe  ist  normal  zu  der  Tangen- 
tialebene des  Kegels  längs  der  Erzeugenden  (0m,  Bm').  Diife  hori- 
zontal projicirende  Ebene  (eveh)  durch  die  Erzeugende  (mf 
berührt  die  Normalenfläche  in  einem  Punkte,  dessen  horizont 
jeetion  uns  den  gesuchten  Krümmungsmittelpunkt  liefern  m\ 
werden  wir  diesen  Punkt  am  einfachsten  mit  Hilfe  eines 
schmiegenden  hyperbolischen  Paraboloides  finden,  welches 
perbeltangente  t  im  Punkte  m,  ferner  dio  Axe  (a,  a)  zu 
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hat,  and  dessen  Richtebene  vom  ersten  System  senkrecht  ist  zur  Er- 
zeugenden (Om,  Bm1).  Die  Richtebene  des  zweiten  Systems  ist  die 
horizontale  Projectionsebene  selbst.  Wir  haben  wieder  die  in  der 
Ebene  ev&h  liegende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  aufzusuchen, 
walche  alle  Erzeugende  des  ersten  Systems  schneiden  und  der  Richt- 
ebene des  zweiten  Systems,  also  der  Geraden  N  =  ek  parallel  sein 
mus8.  Eine  Erzeugende  des  ersten  Systems  finden  wir,  indem  wir 
durch  den  Schnittpunkt  a  der  Geraden  t  und  AAt  eine  zu  Bm'  senk- 
rechte Gerade  fahren,  d.  i.  die  Gerade  r\ ;  diese  können  wir  als  die 
verticale  Trace  einer  durch  o  zur  Richtebene  des  ersten  Systems 
parallel  gelegten  Ebene  ansehen,  und  weil  diese  in  der  Ebene  V  liegt, 
so  schneidet  sie  auch  die  Axe  (o,  a')  und  ropräsentirt  daher  eine 
Erzeugende  vom  ersten  System,  welche  die  Ebene  (eveh)  im  Punkte 
dd'  trifft  Der  gesuchte  Berührührungspunkt  der  Ebene  e  hat  von 
der  horizontalen  Projectionsebene  den  Abstand  dd'  und  kann  daher 
durch  Umlegung  der  Ebene  e  um  ihre  Trace  ex  in  die  horizontale 
Projectionsebene  wie  folgt  gefunden  werden:  Im  Punkte  v  wird  zu 
ek  eine  Senkrechte  errichtet ,  auf  derselben  von  v  aus  eine  Strecke 
—  vv*  aufgetragen,  ihr  Endpunkt  v0  mit  m  verbunden,  ferner  auf  der 
Verlängerung  der  vv0  die  Strecke  vd^  =  vd'  gemacht  und  durch  d$ 
zu  ek  eine  Parallele  geführt,  welche  mv0  im  Punkte  KQ ,  dem  umge- 
legten Berührungspunkte  trifft;  die  horizontale  Projection  K  des- 
selben resultirt  als  Fusspunkt  des  aus  K0  zu  eh  gefällten  Perpen- 
dikels und  ist  der  gesuchte  Krümmungsmittelpunkt.  Oder  auch:  Man 
verbinde  den  Punkt  m  mit  dem  Punkte  v',  ziehe  durch  d'  zu  eh  eine 
Parallele,  welche  die  mv'  im  Punkte  K0'  schneidet;  die  aus  KJ  zu 
AAt  gefällte  Senkrechte  schneidet  iV  =  eh  ebenfalls  im  Punkte  AT. 

3.  „Der  Kegelschnitt  ist  eine  Parabel  P,  A  ihr  Scheitel,  F  der 
Brennpunkt  und  m  ein  Parabelpunkt,  dessen  Krümmungsmittelpunkt 
K  gesucht  werden  soll".    (Fig.  3.). 

Auch  hier  machen  wir  Gebrauch  von  einem  Rotationskegel;  wir 
finden  den  Scheitel  AÄ  eines  solchen,  indem  w;r  AA'  senkr.  auf  AF 
und  AA'  =  2AF  machen.  Wird  weiters  AAj  =  2AF  gemacht,  so 
ist  ÄAt  =  a1  die  verticale  Projection  seiner  Axe,  während  die  hori- 
zontale a  in  die  Parabelaxe  fällt.  Betreffs  der  weiteren  Erklärungen 
glauben  wir  uns  wegen  der  Analogie  dieses  Falles  mit  den  früheren 
kürzer  fassen  zu  können.  Der  Berührungspunkt  der  Ebene  eveh  mit 
der  Hilfsnormalenfläche  ergibt  sich  mit  Hilfe  eines  Schmiegungs- 
paraboloides ,  welches  die  Tangente  t  von  P  im  Punkte  m,  die  Axe 
(aa')  zu  Leitlinien  und  eine  auf  der  Geraden  (Am,  A'm')  senkrechte 
Ebene  zur  Richtebene  hat  und  nach  diesem  ergibt  sich  fhr  K  die 
folgende  Gonstruction :     Man  ziehe  durch  den  Schnittpunkt  0  von  t 
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und  AF  eine  Gerade  senkr.  auf  iW,  welche  «©  in  d'  trifft-,  sodann 
errichte  man  in  v  eine  Senkrechte  zur  Normale  N  und  trage  anf 
derselben  vom  Punkte  v  aus  nach  der  einen  Seite  eine  Strecke 
vv0  -=  vv'  und  nach  der  andern  vd$  «  vd\  verbinde  den  Punkt  v0 
mit  dem  Punkte  m,  den  Punkt  d0  mit  dem  Punkte  h  (nachdem  man 
zuvor  auf  der  Seite  die  Schnittlinie  einer  zu  6*e*  parallelen  Ebene 
ev1eh1  mit  einer  zur  Richtebene  des  zweiten  Systems  des  Paraboloides 
parallelen  Ebene  (r),  deren  Tracen  (r)„,  (r)*  beziehungsweise  parallel 
sind  mit  der  Geraden  a!  und  der  Parabeltangente  *,  ermittelt  hat); 
diese  Schnittlinie  ist  in  der  Figur  mit  pq,  p'q'  bezeichnet  und  durch 
den  Punkt  ddf  wurde  zu  derselben  eine  Parallele  gezogen,  als  deren 
horizontaler  Durehstosspunkt  sich  hh*  ergab),  so  schneiden  sich  die 
Geraden  mv0  und  hd0  in  einem  Punkte  üT0;  der  Fusspunkt  des  aus 
demselben  auf  die  Normale  N  gefällten  Perpendikels  ist  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt K  der  Parabel  P  im  Punkte  m. 

Brunn,  27.  November  1883. 
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XV1IL 
Miscellen. 


1. 

Zur  Analyse  sehr  grosser  Zahlen. 

In  weiterer  Ausführung  der  von  mir  in  T.  II.  S.  329  des  Archivs 
skizzirten  Methode,  sehr  grosse  Zahlen  in  ihre  Factoren  aufzulösen, 
gebe  ich  zunächst  ein  Beispiel,  bei  welchem  die  verschiedenen  Com- 
binationen  der  für  a  gefundenen  Werte  besonders  hervorgehoben 
werden;  dann  lasse  ich  diesem  in  grösserem  Umfange  entwickelten 
Beispiel  die  Anwendung  der  Methode  auf  einige  andere  Zahlen  fol- 
gen, und  es  wird  sich  das  Ergebnis  herausstellen,  „dass  dies  Ver- 
fahren nicht  nur  dazu  dient,  um  durch  Gewinnung  einer  Anzahl 
„von  Determinanten  diejenigen  Primzahlen  ausscheiden  zu  können, 
„welche  als  Divisoren  der  gegebenen  Zahl  unmöglich  sind,  sondern 
„dass  man  vermöge  desselben  dnrehweg  auf  leichte  Weise  zu  zwei 
„binären  quadratischen  Darstellungen  für  dieselbe  Determinante  und 
„somit  zur  unmittelbaren  Bestimmung  zweier  Factoren  gelangt.  Da- 
„mit  ist  denn  das  Problem,  sehr  grosse  zusammengesetzte  Zahlen  in 
„ihre  Factoren  auf  leichte  Weise  aufzulösen,  in  einer,  wie  ich  hoffe, 
„befriedigenden  Weise  gelöst".  Es  wird  sich  zugleich  zeigen,  dass 
für  den  Fall,  in  welchem  die  zu  untersuchende  Zahl  eine  Primzahl 
ist,  sich  gewisse  Anzeigen  herausstellen,  welche  zwar  nur  die  Wahr- 
scheinlichkeit nahe  legen,  dass  man  es  mit  einer  Primzahl  zu  tun 
hat-,  indes  ist  diese  doch   so  gross,   dass  sie  Veranlassung  genug 
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bietet,  um  auf  dem  Wege  «T  =  ±  W)    die  Wahrscheinlich- 
keit  zur  Gewissheit  zu  erheben. 

Die  Zahlen,  welche  ich  zu  Grunde  lege,  hatte  ich  bei  Gelegen- 
heit einer  anderen  Untersuchung  als  vorläufig  zu  umständlich  för 
eine  weitere  Prüfung  zurückgestellt;  nach  dieser  neuen  Methode 
konnte  ich  auf  dieselben  zurückkommen;  es  sind 

17.2M+1  «142  606337 

31.2*+1  -520  093697 

17.227  +  1-  2281  701377 

7.2M+1  -  120259  084289 
Also  zunächst 

141.606337  —  (11941— «)» +(23882  —  «)« +18856. 

Bezeichnet  man  das  zweite  und  dritte  Glied  der  rechten  Seite 
zusammen  mit  B,  so  erhält  man  durch  directe  Bestimmung,  B  teil- 
bar durch  23,  24  etc.,  wenn 

«  -  2^  +  0,  2,  4,  6;    2*t*+4,  6,  12,  14;    26u  +  4,  6,  20,  22; 
2«t*+4,  6,  36,  38;       2^+36,   38,    100,    102;      2^+36,    38, 
164,  166;   29m+164,  166,  420,  422;    210t*+164,  166,  676,678; 
2^+676,  678,  1700,  1702;    212t*+1700,  1702,  37  48,  3750: 

a—llw+2,  10;    ll*i*+21,  24 
=  13w+3,  11;     132m+102,  102 

—  17t* +  6,  8;    17*«+ 25,  159 
=  23i*+13,  18:    23*u+87,  519 

—  37t*+20,  34;    37»u+626,  1352  (1369) 

—  47«+ 24,  29;    47*« +1904,  2097  (2209) 

—  61«+ 39,  53;     61*«+ 2174,  3103  (3721) 

—  79«+47,  56;    79*«+ 1074,  4085  (6241) 

Mittelbar  findet   man  auch  bei   Benutzung  der  angeführten  Werte 
folgende  andere 

a  —  103»+ 39,  50 
-  113«+50,  102 


*)  Siehe  die  folgende  Anmerkung. 
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a  -  149»+6,  36 
=  179« +  7,  68;    u.  8.  w. 

Für  t*  =  0  findet  man 

«=   68,  .0  =  11.13.179.4* 

a- 102,  B  —    2.113.104* 

a-     6,  tf- 17.149.8* 

a«    24,  B=   2.13.47.22* 

a—    36,  tf  —  23.149.16* 

Für  u  —  —  1  (es  sind  nur  die  geraden  Zahlen  berücksichtigt) 

«-—130,    JB=r  — 11.61.68* 
-—10,    B 2.13.92* 

Ans  der  Combination  von  litt,  13»,  17  etc.,  f ür  t^  —  0  and  —1, 

a—        76,    B=*      11.13.17.47.4* 
««—166,    B=  -  2.11.13.23.151.2* 

Aus  der  Combination  von  11»,  13»  etc.  mit  den  Quadraten 

«—      2174,    B=      13.61.244* 
«=      1904,    B-        2.23.103.94* 
a  =  — 1068,    *  =  —   2.13.1012* 

Diese  Werte  mögen  genügen. 

Ans  den  beiden  Werten  für  £,  erstens  —2.13.92*  und  —2. 
i        13.1012*  ergiebt  sich 
l 

17.2**+1  -  11951*— 2.13.92 

«13009*— 2.13.1012* 
und  hier  aas 

17.2**+1  -  142606337  =  9871.14447. 

Die  zweite  Zahl 

N-  31. 2**+ 1  —  520093697  -  (22805  —  «)*+ (45610-a)a+ 25672 

liefert  unter  anderen  folgende  Darstellungen 

«-      8894    13911*+  7. 19.83.172*  —  tf  (1) 

«-      4910    17895* +19. 83. 356*        —  tf  (2) 

«  -  -10        22815*—  7.248  -  N  (3) 

Eliminirt  man  aus  (1)  und  (2)  die  Factoren  19  und  83  in  den  Deter- 
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mutanten,*  und   verbindet  die  gewonnene  binäre  quadratische  Dar- 
stellung yon  (i.N  mit  (3),  so  findet  sich 

5200093697  «  3581.145237. 

Für  145237  lässt  sich  dann  noch  setzen  311.467. 

Die  dritte  Zahl 

N=  17 .2**+l  =  2281701377  =  (47767  ^a)2+(95534—«)«+ 15088 

bietet  mehrere  Zusammenstellungen  dar,  welche  auf  zwei  Darstel- 
lungen nach  dem  Typus 

fuhren;  beide  Darstellungen  gehören  jedoch  jedesmal  einer  und  der- 
selben Congruenz 

(±w)*  =  —  mn(N) 

an.    Die  Vermutung  liegt  also  yor,  dass  N  eine  Primzahl  ißt, 

Diese  Vermutung  wird  durch  den  weiteren  Umstand  bestärkt, 
dass  eine  grössere  Anzahl  von  Darstellungen  eine  Determinante  dar- 
bietet, welche  nur  aus  einem  Factor  besteht.    In  der  Tat  erhält  man 

22*6  =  1050986483(17 .2^+1) 
und 


27"*26==1(17.2*H1) 


Da  nun  offenbar  <p(N),  wenn  q>  wie  gewöhnlich  die  Anzahl  der 
relativen  Primzahlen  bezeichnet,  in  dem  Falle,  dass  N  zusammen- 
gesetzt wäre,  kein  Divisor  von  7.2*6  sein  könnte,  so  ist  eben 

tf  —  2281701377 
eine  Primzahl*). 

Die  letzte  Zahl 

7.2^+1  - 120259084289 -  (346783  -«)2+(693566-a)a  +  635200 

giebt  für 

«=      1950  3448332+2.7.11,2960* 

a«      143432        203  351 2+ 7. 106 172« 

« 3836  350  6192 — 2 .  11 .  110  262 

und  man  findet  auf  ähnliche  Weise,  wie  in  dem  zweiten  Beispiele 

120259084289  =  379.317306291 


*)  Diese  zweite  Ermittelung  lftsst  sich  wol  vermeiden,  wenn  man  bei  den 
bin&ren  Darstellungen  von  /*r,  die  Zahl  p  vollständig  berücksichtigt. 
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Um  zum  Schlosse  zu  kommen,  will  ich  nur  noch  bemerken,  dass 
es  zweckmässig  ist,  wenn  die  vorliegende  Zahl  die  Form  8n+3,  5 
oder  7  hat,  die  Darstellungen  3(a  — a)2+3(2a— a)a-fr>  5(a— ■<*)*  + 
5(2a— «)«+r,  resp.  7(a  —  «)*  +  7(2a— a)a-f-r  zu  benutzen,  damit 
man  stets  die  Potenzen  von  2  mit  verwenden  kann. 

Bremen,  im  April  1886.  P.  Seelhoff. 


2. 
Der  Feuerbaeh'sehe  Satz. 


Der  nachfolgende  Beweis  ist  eine  Modification  desjenigen,  welche 
Herr  Schröter  im  7ten  Bande  dor  mathematischen  Annalen  von  Clebsch 
gegeben  hat  Er  ist  rein  geometrisch,  'dabei  so  einfach,  kurz  und 
übersichtlich,  dass  er  sich  recht  gut  den  Elementen  einreihen  und 
als  Schaleraufgabe  verwerten  lftsst 

Im  Dreieck  ABC  seien  A'B'C  die  Mitten  der  Seiten,  JaJbJe 
die  Fusspunkte  der  Winkelhalbirenden  und  WBffi  die  Berührungs- 
punkte des  eingeschriebenen  Kreises.  Man  klappe  das  Dreieck  um 
jede  der  Linien  AJa,  BJb,  CJe  herum,  dann  kommt  es  der  Reihe 
nach  in  die  Lage  ABaCa,  AbBQ,,  AcBeC,  der  eingeschriebene  Kreis 
bleibt  an  seiner  Stelle,  während  08<S  auf  demselben  nach  %'£'<£' 
and  A'BC  nach  AaBbCe  fallen.  AbAe^%t  ist  ein  gleichschenkliges 
Trapez,  weil  Wkl.  Ab  —  Ae  «  -4,  folglich  ist  ©'(£'  parallel  und  gleich- 
gerichtet mit  AbAc  oder  B*C,  ebenso  W  mit  A'B'  und  B'tt'  mit 
A'C,  parallel  und  gleichgerichtet,  demnach  sind  die  Dreiecke  Ä'SS'ffi' 
and  A'B'b'  ähnlich  und  ähnlieh  liegend.  Ihr  äusserer  Aehnlich- 
keitspunkt  ist  der  Schnittpunkt  T  der  Geraden  A'V.\  B'fß\  CS'. 
Die  Linien  AbBa,  AcCa  und  BeCb  sind  parallel,  denn  fällt  z.  B.  durch 
die  Drehung  um  BJb  der  Punkt  Ba  nach  B\,  so  ist  AbBa=AeBc 
—  Aßa,  demnach  BeBar  J  AbAc,  folglich  JbBa':JbAb  =«  JbBc :  JbC 
oder  JbBa :  JbAb  ■=  JbBe :  JbCb  d.  h.  A*Ba  ||  CbBe,  ebenso  folgt  AcCa  || 
CbBe.  Da  ferner  H-4C  —  HAb  =  -4©  und  AaBa  ~  AaCa  etc.,  so  ist 
auch  TiA*  \\  AbBa  1  WBb  |  £ft.  Zufolge  der  Symmetrieaxe  AJa  ist 
A'Ajn  ein  gleichschenkliges  Trapez,  daher  Wkl.  «L4a*l'=*2U'Sr 
=  AcCaBa,  ferner  BA'C  «  ACB  —  ACaB^  folglich  2A'C'=*ACaAc. 
Ebenso  folgt  ra'C*  —  BCbBe  —  XC'«ilc  =  7M'C",  d.  h.  T  liegt  auf 
dem  Kreise.  A'B'C'  und  wegen  T»'(S'=  TÄ'g'  auch  auf  Ä'8'<&'. 
T  ist  aber  auch  fflr  diese  beiden  Kreise  äusserer  Aehnlichkeitspunkt, 


Digitized  by 


Google 


330  MiscelUn. 

da  er  auf  beiden  liegt,  so  berührt  der  eine  Kreis  den  andern  ein- 
schliessend  in  T.  Für  die  angeschriebenen  Kreise  wird  der  Beweis 
in  ähnlicher  Weise  geführt 

Berlin,  d.  1.  December  1865.  Dr.  J.  Lange. 


Integration  einer  Differentialgleichung. 

Die  Gleichung 

(*-J;)(*+yy')-Const 

erscheint,  wie  wol  wenige,  dazu  geeignet,  ein  Bild  zu  geben  von  der 
Vielfachheit  der  Wege,  auf  denen  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung zustande  kommen  kann.  Denn  fast  alle  die  Hilfsmittel, 
denen  sich  die  (als  indirecte  Rechnungsart)  auf  Probiren  angewiesene 
Integration  bedient,  lassen  sich  mit  Erfolg  auf  dieselbe  anwenden. 


Da  die  Gleichung  nicht  homogen  ist,  so  suchen  wir  zunÄcht  die 
Integrale  der  entsprechenden  Gleichung  mit  Weglassung  des  con- 
stanten  Gliedes,  um  durch  passende  Wahl  der  Constanten  in  einer 
Combination  derselben  auch  jene  ursprüngliche  zu  integriren.    Aus 

(•-J)  (■+»'> -0 

folgt  ohne  weiteres 

Vi  —  «,    y%  a  V«*  —  ab- 
setzen wir  also  in  die  ursprüngliche  Gleichung  ein 

so  folgt,  indem  die  Constante  mit  e*  bezeichnet  wird, 
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Aus  dem  Zähler  des  ersten  Factors  verschwindet  die  Variabele, 
so  dass  sich  folgende  Form  herstellen  lftsst: 

IVat^z1^     Bx*  ) 

B  Bx—Aia%—x*  ) 

Setzt  man  hierin  die  willkürliche  Constante  A  =  0,  so  folgt 

also  

,  =  )/«.!=!'(„._,.) 
oder 


n. 

Löst  man  die  Differentialgleichung  nach  y    auf,  so  folgt 

Hieraus  ersieht  man  als  vorteilhaft  die  Quadrate  als  neue  Variabein 
einzuführen,  also 

**  —  &        y8  ö  ty 

wodurch  die  Gleichung  folgende  Form  annimmt: 

(i-J)a+v>=A 

Durch  dieselbe  Operationsfolge,  wie  zuvor,  erhält  man  dasCom- 
binations  integral 

tl  ~  AS+B(a-t)  ~  a£+ß. 

Bei  Einsetzung  desselben  fällt  die  Variabele  vollständig  fort, 
indem  entsteht: 

,_(t_«j±>)(1+„)__i±.Vl 
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Wiedereinführung  von  a;,  y  ergiebt,  wenn  7-7—  =  a*      gesetzt 
wird,  wie  oben 


m. 

Ein  weiteres  Mittel,  um  von  der  nicht  homogenen  Differential- 
gleichung auf  eine  solche  ohne  constantes  Glied  zu  kommen,  ist 
nochmalige  Differentiation.  Wir  erhalten  dadurch  aus  der  transfor- 
mirten  Gleichung 

(i-J)(i+v)-«', 

d'e  andere 


<0+#)-a 


Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  if'*=  0,  17  «■  «£+A   wie 
oben.    Also  wieder 

Dasselbe  Resultat  auf  umständlicherem  Wege  würde  durch  noch- 
malige Differentiotion  der  ursprünglichen  Gleichung  entstehn. 


IV. 

Aus  einer  näheren  Betrachtung  des  für  y'  gefundenen  Ausdrucks 

lässt  sich  auch  eine  directe  Substitution  finden,  durch  welche  ein  in- 
tegrirbaror  Ausdruck  entsteht.    Setzt  man  nämlich 

e2-\-x2-\-y2  =  2arz, 
so  folgt 

xz+z—x  —  yy', 

und  aus  dem  vorigen  auch 


/  =  ^{2**-2*2±V^2(*-*)*+W} 


=  z  —  *±V(2  —  «)2  +  2a:aJ— c*-s 
also 

^'..j-yyz?    und    Ige  =  c±lg(*±V*i-«*)> 
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-  «Ä+y^— <? 


oder  rückwärts 


-4«*^«*(4  — 1)  " 
also,  wenn  -4e2  =  o2  gesetzt, 

i 


Endlich  ergiebt  sich  eine  sehr  elegante  Lösung  aus  der  Ueber- 
tragnng  der  Differentialgleichung  nach  Liniencoordinaten  durch  die 
allgemeine  Formel 

xt'  =  (udu)i    oder    x%  =  1%^« — Undum  (•',  m,  n  =  1,  2,  3). 

In  unscrm  Falle  setzen  wir 

und 

«4  —  tt,      tt,  «  V,      «3  =  1, 

also 

x<  — dt?  a?«  d« 


«-a- 


or8        t*dt7  —  vdu  9        jc3        uefo  —  vdu 

a^eia^ — xxdxz  v 

Dadurch  wird  die  Gle-chung 

(x-fy{x  +  yy')  =  e* 

zu 

—  dv  du  v\f     —  d°  du  u\  ? 

udv  —  vdu*    u  dv  —  vdu    u/\udv — vdu       udv  —  vdu%v)~~~     ' 

1     udu-\-vdv 

uv9  udu-~vdu 


Also  mit  Tienoung  der  Variabein 
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oder 


e  +  1 
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udu                vdv 

e2tt»_l—  e*v*+l 

e*u*  —  l  =  c(e*u*+l) 

e*      a          ce*     2       1 
c+ 1           c  +  1 

Die    Rückübertragung    nach    Punktcoordinaten  ergiebt, 

wenn 

-  — •  a2  gesetzt  wird, 

VI. 


Eine  Behandlung  derselben  Differentialgleichung  in  der  allge- 
meinen Form 

(yy'—  A*x)  (y  -  xy')  —  B  2y'  =  0 

mittelst  unendlicher  Reihen  findet  sich  bei  Martin  Ohm,  Höhere  Ana- 
lysis  (Berlin  1831,  Kap.  XII,  §  270,  XVIII).  In  dieser  Gleichung 
wäre,  um  auf  unsere  zu  kommen,  A  =»  »,  B  =  ie  zu  setzen. 

Als  Resultat  ergiebt  sich  also  stets  die  confocale  Schar  der 
Curven  zweiter  Classe  mit  den  Brennpunkten  im  Abstände  e  vom 
Coordinatenanfang.  Letztere  liegen  auf  der  x  oder  y  Axe,  je  nach- 
dem e*  positiv  oder  negativ  angesetzt  wird.  Da  nun  der  Vorzeichen- 
wechsel von  e2  in  der  Endgleichung  nur  einer  Vertauschung  der 
Goordinatenaxen  gleich  kommt,  und  d:e  Factoren  in  der  ursprünglichen 
Differentialgleichung  die  Abscissen  der  Schnittpunkte  der  x  Axe  mit 
Tangenten  und  Normalen  der  Curve  darstellen,  so  sehen  wir:  dass 
durch  Tangenten  und  Normalen  einer  und  derselben  confocalen  Kegel- 
schnittschar auf  ihren  beiden  Axen  involutorische  Reihen  ausge- 
schnitten werden  [auf  der  Hauptaxe  mit  .Doppelpunkten ,  auf  der 
Nebenaxe  ohne  solche],  beide  mit  demselben  Parameter  gleich  der 
constanten  Excentricität  aller  Curven  der  Schar. 

Durlach,  October  1885. 

Dr.  Joseph  Sachs. 
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4 
Zwei  Kreiss&tze. 

Lehrsatz  1. 

Legt  man  durch  einen  der  Durchchnittspnnkte  zweier  sich 
schneidenden  Kreise  zwei  Linien;  so  verhalten  sich  ihre  Abschnitte, 
welche  durch  die  beiden  Kresdurchschnitte  gebildet  werden ,  wie  die 
Sinus  der  Winkel,  welche  sie  mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  der 
Kreise  bilden. 

Sind  also  durch  den  Punkt  A  der  gemeinschaftlichen  Sehne  AB 
der  Kreise  M  und  M '  zwei  Linien  gelegt,  welche  M  in  C  und  £>, 
M'  in  C  und  D'  schneiden,  so  hat  man: 

CC :  DD'  —  sin  BAC :  sin  BAD 

Verbindet  man  n&mlich  C,  C,  D,  D'  mit  B,  so  ist  Dreieck  CBC 
ähnlich  DBiy  da  die  Winkel  bei  C  und  Z>,  sowie  bei  C  und  Dr 
übereinstimmen,  da  nun  ist 

BC :  BD  —  ein  BAC  :  sin  BAD, 
so  ist  auch 

CC:  DD'=*  sinAlC:  sin  BAD. 

Das  Eigentümliche  dieses  Satzes  liegt  darin,  dass  das  Yerhältniss 
jener  beiden  Abschnitte  von  den  Radien  der  Kreise  unabhängig  ist; 
und  dies  zeigt  sich  noch  mehr  in 

Lehrsatz  2. 

Legt  man  durch  einen*  der  Durchschnittspunkte  zweier  sich 
schneidenden  Kreise  unter  gleichen  Winkeln  mit  der  gemeinschaft- 
lichen Sehne  zwei  Linien,  so  sind  ihre  Abschnitte,  welche  durch  die 
beiden  Kreisdurchschnitte  gebildet  werden,  einander  gleich. 

Es  ist  also ,  wenn  BAC  =  BAD  auch  CC  —  DD\  weil  dann 
die  Dreiecke  CBC  und  DBD'  congruent  sind. 

In  Hinsicht  auf  die  gegenseitige  Lage  der  Punkte  C,  C ',  Z>,  £>', 
A  lassen  sich  in  Bezug  auf  Lehrsatz  2.  sechs  Fälle  unterscheiden: 

1)  C  und  C  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  ebenso  D  und  D'. 

2)  C  und  C  liegen  auf  derselben  Seite  von  -4,  D  liegt  in  A. 
D.  h.  AD'  ist  Tangente  des  Kreises  M ,  der  als  der  grössere  auf- 
gebest wird. 

3)  C  und  C  liegen  auf  derselben  Seite  von  A,  D  und  D'  auf 
verschiedenen  Seiten. 
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4)  C  fällt  in  A,  d.  h.  AC  ist  Tangente  an  den  Kreis  nm  M' . 
D  und  D'  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  A\  der  Kreis  3f*  ist 
alsdann  als  der  kleinere  gedacht. 

5)  C  und  C  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  A9  ebenso  D 
und  2)'. 

6)  Es  ist  noch   der  Fall  hervorzuheben,  dass  Wkl.  ABC  = 

ABB  —  R. 

Die  Fälle  No.  2)  und  4)  geben,  da  in  No.  2)  ABC  und  in  No. 
4)  ABD'  gleichschenklig  sind: 

Lehrsatz  3. 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  des  einen  von  zwei  sich  schnei- 
denden Kreisen  mit  einem  ihrer  Durchschnittspunkte  und  zieht  vom 
anderen  Durchschnittspunkt  eine  senkrechte  Sehne  auf  diesen  Ra- 
dius; so  bildet  diese  mit  der  gemeinschaftlichen  Sehne  denselben 
Winkel,  den  die  Tangente  im  Kreisdurchschuittspunkt  bildet;  und 
der  von  den  beiden  Kreisen  gebildete  Abschnitt  dieser  Sehne  ist 
gleich  der  Sehne,  welche  die  Tangente  im  anderen  Kreise  bildet 

Im  Falle  No.  6)  fällt  D  in  C  und  C  in  D\  also  fallen  die 
gleichen  Abschnitte  CC*  und  DD'  in  eine  Linie.  Alsdann  iBt  diese 
Linie  die  grösste,  welche  man  durch  A  so  legen  kann,  dass  ihre 
Endpunkte  in  die  Kreisumf&nge  fallen.  Es  ist  nämlich  in  No.  6) 
CBDr  das  grösste  aller  vorkommenden  ähnlichen  Dreiecke,  weil  BC 
und  BD'  Durchmesser  der  Kreise  sind. 

Dr.  Adolf  BeysselL 
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Litterarischer  Berieht 

xn. 


Geometrie. 

Bein  geometrische  Theorie  der  Darstellung  binärer  Formen  durch 
Punktgruppen  auf  der  Geraden.  Von  Dr.  Hermann  Wiener, 
Privatdocenten  der  Mathematik  in  Halle  a.  S.  Darmstadt  1885. 
L.  Brill.    83  S. 

Wir  können  die  Leistung  der  Arbeit  nicht  besser  charakterisi- 
ren,  als  der  Verfasser  es  in  der  Einleitung  selbst  getan  hat.  Sie 
besteht  in  einer  Erweiterung  der  Staudt'schcn  Methoden  der  reinen 
Geometrie.  Staudt  ersetzt  ein  Puuktepar  durch  die  Gesamtheit  der 
oo1  Punktepare,  die  zu  ihm  harmonisch  liegen,  d.  h.  durch  eine  In- 
volution, und  diese  vertritt  vollkommen  dessen  Stelle.  Ist  nun  an- 
statt'des  Punktepares  eine  Gruppe  von  3  Punkten  gegeben,  so  kann  man 
<x>  *  Gruppen  von  3  Punkten  finden,  deren  jede  zur  gegebenen  eine  Lage 
hat,  welche  der  harmonischen  Lage  jener  Punktepare  entpricht.  Die  Ge- 
samtheit dieser  Gruppen  heisst  ein  Polarsystem  3.  Ordnung,  und  jene 
3  Punkte  dessen  Ordnungspunkte.  Kann  man  nun  ein  System  con- 
struiren,  dessen  Gruppen  in  ihrer  gegenseitigen  Lage  dieselben  Eigen- 
schaften aufweisen,  wie  die  des  vorigen,  so  vertritt  auch  dieses  die 
Stelle  von  3  Punkten,  selbst  dann,  wenn  man  koino  seiner  Ordnungs- 
punkte kennt  Auf  diese  Weise  kommt  der  Verfassor  zu  einer  De- 
finition der  Polarsysteme  nter  Ordnung  anf  der  geraden  Linie  und  ver- 
sucht von  ihr  aus  Methoden  zu  gewinnen,  die  zur  rein  geometrischen 
Behandlung  der  Invariantentheorie  binärer  Formen  geeignet  erscheinen. 
Alle  zu  construirenden  Gebilde  werden  auf  ciuer  Geraden  liegend 
gedacht,  und  in  dieser  sind  es  3  Aufgaben,  deren  Lösungen  die  Ele- 

Arch.  d.  Math.  n.  Phys.  2.  Beihe,  Teil  III.   Hott  4.  4 
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mente  zu  allen  Constructionen  bilden,  nämlich:  1)  von  einem  Punkt 
zu  2  andern  den  vierten  harmonischen  zu  suchen ;  2)  zu  einem  Punkt 
den  zugeordneten  in  einer  Involution  zu  suchen,  die  durch  2  ihrer 
Punktepare  gegeben  ist;  3)  zu  einem  Punkt  den  entsprechenden  in 
einer  Projectivität  zu  suchen,  in  der  3  Punkte  und  ihre  entsprechende 
gegeben  sind.  Die  Teile  der  Arbeit  sind  folgende:  I.  die  Projectivi- 
täten  und  die  Polarsysteme  2.  Ordnung;  IL  die  Polarsysteme  nter 
Ordnung;  III.  die  cyklischen  Polarsysteme.  H. 


Classification  der  Flächen  nach  der  Transformationsgruppe  ihrer 
geodätischen  Curven.  Von  Sophus  Lie.  Universitäts-Programm 
für  das  erste  Semester  1879.    Christiania  1879.    4°.    45  S. 

Mit  der  vorliegenden  Untersuchung  beabsichtigt  der  Verfasser 
seine  Transformationstheorie  für  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
durch  Anwendung  auf  die  Differentialgleichung  der  geodätischen  Cur- 
ven zu  verwerten.    Ist  das  Bogeneloment  einer  Fläche  auf  die  Form 

gebracht 

ds2  «=*  F(x,  y)dxdy 

so  werden  die  geodätischen  Curven  dieser  Fläche  durch  die  Glei- 
chung bestimmt 


S*y       dFdy 
dx*       dz  dz 


BF  (<W 
~~  dy  \dz) 


Im  allgemeinen  gestattet  dieselbe  keine  Infinitesimal- Transformation 
d.  h.  es  ist  unmöglich  den  Grössen  x  und  y  solche  Incremente 

dx  —  |(ar,  y)dt,      öy  =  rjfa  y)dt 

zu  geben,  dass  jede  geodätische  Curve  in  eine  ebensolche,  benach- 
barte Curve  übergeführt  wird.  Es  wird  nun  gezeigt,  dass  es  3 
Flächenclassen  gibt,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  jeuer 
Gleichung  g  es  tat  ton.  Entweder  kann  F  durch  Einfahrung  zweck- 
mässiger Functionen  von  z  und  von  y  als   neues  x  und  als  neues  y 

die  Form 

F  s=  e«*  0(x  —  y)    («  const.) 

erhalten.  Jede  hierher  gehörige  Fläche  besitzt  die  charakteristische 
Eigenschaft  auf  cc  l  mit  ihr  ähnlichen  Flächen  abwickelbar  zu  sein. 
Oder  F  kann  die  Form 

yq>(x)  +  <D(s) 

erhalten.  Dabei  sind  <p(x)  und  <t>{x)  durch  2  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen näher  bestimmt,  welche  dann  hier  integrirt  werden. 
Oder  drittens  kann  F  die  Form 
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erhalten.  Dabei  sind  wieder  q>  nnd  <D  durch  gewöhnliche  Differen- 
tialgleichungen bestimmt,  für  welche  mehrere  Particularlösungen  sich 
darbieten.  Dann  werden  die  Flächen  aufgesucht,  welche  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  gestatten.  Mehr  als  3  lassen  nur  die 
Flächen  constanter  Krümmung  zu  und  zwar  8.  Mehrere  conforme 
inf.  Tränst  gestatten  ausschliesslich  die  durch 

F—  A(x  —  y)m 

bestimmten  Flächen,  und  zwar  mehr  als  2  bloss  für  m  =»  — 2,  w0 
sie  constante  Krümmung  hat.  Alle  Flächen,  die  zugleich  der  ersten 
und  zweiten  Classe  angehören,  sind  bestimmt  durch 

F—  «y+const 

und  gehören  auch  zur  3.  Classe;  sie  gestatten  3  verschiedene  inf. 
Transf.  Sie  sind  die  einzigen  gleichzeitig  der  2.  und  3.  Classe  an- 
gehörige.  Ferner  werden  alle  Flächen  für  1.  und  3.  Classe  bestimmt 
Nach  Jacobi  kennt  man  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung 
der  geodätischen  Curven.  Mit  dessen  Anwendung  werden  für  gleich- 
zeitige 2.  nnd  3.  Classe  ein  oder  2  Lösungen  gefunden.  Schliesslich 
wird  die  genannte  Classification  mit  der  von  Christoffel  gegebenen 
verglichen.  H. 


Et  Par  synthetiske  Methoder  isaer  til  Brug  ved  Studiet  af  me- 
trisko  Egenskaber.  Af  Ell  in g  Holst,  Universitets-Stipendiat. 
(Christiania  Videnskabsselskabs  Forhandlinger  1882.  No.  11).  Chri- 
stiania,  Jacob  Dybwad.    111  S. 

Der  Verfasser  führt  zuerst  den  Entwicklungsgang  der  projeetivi- 
schen  Geometrie,  angeregt  durch  Poncelet,  von  Cayley  in  die  nicht- 
euklidische Geomotrie  durch  Erweiterung  der  Massbestimmung  über- 
geführt, dann  von  Poncelet  durch  seine  fundamentale  Theorie  für 
metrische  Eigenschaften  neu  begründet  und  von  Darboux,  Faure, 
Mannheim  u.  A.  gefördert,  vor,  empfindet  es  aber  als  eiue  Lücke, 
dass  die  synthetische  Methode  von  Darboux  auf  analytischer  Be- 
trachtung beruhe,  erwähnt  als  Anfang  zu  deren  Ausfüllung,  dass  er 
bereits  in  3  Aufsätzen  (Math.  Ann.  XL,  Bull,  do  la  Soc.  math.  de 
France  VIII  und  Lie  Archiv)  zwei  rein  synthetische  Methoden  in 
Anwendung  gebracht  habe,  und  nimmt  in  der  gegenwärtigen  Arbeit 
zum  Ziele  deren  Weson  darzulegen.  Die  3  Capitcl  derselben  sind: 
I.  Neue  synthetische  Methoden,  u.  zw.  die  principiellcn  Ausgangs- 
punkte, Methode  der  unbestimmten  Exponenten,  Allgemeineres  über 
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descriptive  Eigenschaften  als  Specialfälle  metrischer  Invarianten,  An- 
wendung des  dritten  Princips  über  endliche  Addenden-,  II.  Grund- 
elemente der  metrischen  Geometrie,  u.  zw.  metrische  Grundelemente 
der  Ebene,  Focaldreieck ,  erste  metrische  Definitionen,  invariante 
Grössen  die  Ebene  betreffend,  metrische  Grundelemente  des  Raum- 
Punktes,  dessen  erste  metrische  Invarianten,  Geometrie  einer  focalen 
Ebene,  resp.  eines  unendlich  fernen  Punktes,  metrische  Grundelo- 
mente  und  einfachste  Invarianten  des  Raumes,  Momente;  III.  An- 
wendung der  neuen  synthetischen  Methoden  auf  metrische  Eigen- 
schaften, u.  zw.  metrische  Sätze,  an  die  sich  besondere  Punkte  der 
modernen  Geometrie  anschliessen,  gegebene  symmetrische  Functionen, 
specielle  Anwendung  auf  algebraische  ebene  Curven,  einige  zur  Raum- 
punktstheorie gehörige  Constanten.  H. 


Die  Lehre  vom  Dreikant  im  Sinne  der  reinen  Geometrie,  nach 
heuristischer  Methode  entwickelt.  Von  Dr.  L.  Mack,  Professor 
a.  D.  in  Ludwigsburg.  Mit  einer  Figurentafel.  Neue  wohlfeilere 
Ausgabe.    Stuttgart  (1885).    Albert  Koch.    237  S. 

Das  Buch  behandelt  die  Lehre  vom  Dreikant  in  16  natürlich 
vorliegenden,  principiellen  oder  oinfacheu  Aufgaben,  nämlich  aus  3 
Bestimmungsstücken  die  übrigen  zu  finden,  welche  sämtlich  durch 
Construction  gelöst  werden,  und  zwar  ist  grössere  Strenge  und  Voll- 
ständigkeit, als  sie  bisher  gewöhnlich  stattfand,  Gesichtspunkt  der 
Bearbeitung.  Zu  den  einfachen  ßestimmungsstücken  werden  ausser 
Seiten  und  Winkeln  gerechnet  der  Inhalt  (Summe  der  Winkel)  und 
der  Umfang  (Summe  der  Seiten).  Die  5  Abschnitte  des  Buches  sind: 
Das  Dreikant  in  seinen  Beziehungen  zu  den  ihm  zunächst  verwand- 
ten-, seine  Untersuchung  in  Ansehung  der  Seiten  und  Winkel  als 
einfachster  Bestimmungsstücke;  der  Inhalt  und  seine  Bedeutung  als 
fundamentales  Bestimmuugsstück  neben  Seiten  und  Winkeln;  der 
Umfang  dito;  Umfang  und  Inhalt,  beide  zugleich  als  Bestimmungs- 
stücke auftretend  nebst  einer  Seite  oder  einem  Winkel.  Hierauf 
folgen  weitere  Betrachtungen  und  Zusätze.  Sorgfältige  Vielseitigkeit 
in  der  Betrachtung  und  den  gewählten  Methoden  ist  anzuerkennen. 

H. 


Les  figurcs  reeiproques  en  statique  graphique.  Par  Luigi 
Crem o na,  Directeur  do  l^colo  d'application  des  ingänieurs,  ä 
Rome.  Ouvrage  pr6c6d6  d'une  introduetion  du  Dr.  Giuseppe  Jung, 
Professeur  ä  l'Iiistitut  techniquo  de  Milan,  et  suivi  d'un  appendice 
extrait  des  memoires  et  des  cours  de  statique  graphique  de  Ch.  Sa- 
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viotti,  Professeur  ä  l'gcole  des  ingöniours,  ä  Romc.  Traduit  par 
Louis  Bossut,  Capitaine  du  G6nie.  —  Texte  —  Atlas.  -•  Paris 
1885.    Gauthier- Villars.    103  S. 

Die  französische  Uebersetzung  der  berühmten  graphischen  Statik 
mit  Anwendung  der  reeiproken  Gebilde  von  Cremona  erscheint  hier 
mit  einem  Anhang  in  5  Capiteln,  welcher  die  Fortschritte  der  Theorie 
der  reeiproken  Gebilde  seit  1872  enthalt  und  auf  Wunsch  Cremona's 
nach  Bearbeitung  von  Saviotti  hinzugefügt  ist.  Voraus  geht  eine 
Einleitung  von  Jung,  welche  die  vorbereitende  Gestaltung  der  Theorie 
der  Kraftsysteme,  die  auf  ein  System  von  Punkten  im  Räume  wirken, 
gibt.  Dann  folgt  die  Schrift  von  Cremona,  welche  erst  von  Kräften 
am  Soilpolygon,  weiterhin  am  Stabsystem  (travure)  handelt.  Der 
Anhang  ist  betitelt:  Neue  Methoden  für  die  Berechnung  der  Balken- 
netze und  Untersuchung  der  in  beliebiger  Weise  belasteten  Gebälke 
—  die  einzelnen  Capitel:  Kegelschnitte  der  Kräfte  und  Kegelschnitte 
der  Seilpolygone,  mechanische,  geometrische  Methode;  Erzeugung 
der  nicht  deformabelu  Balkennctzc;  Berechnung  der  in  den  Knoten 
belasteten  Balkennetze;  nicht  deformirbare  Balkennetze  belastet  in 
den  Knoten  und  auf  den  Stäben;  allgemeinere  nicht  deformabele 
Balkennetze.  —  Der  Atlas  enthält  die  zugehörigen  Figuren.   H. 


Elements  of  projeetive  geometry.  By  Luigi  Cremona,  LL. 
D.  Edin.,  For.  Memb.  R.  S.  Lond.,  Hon.  F.  R.  S.  Edin.,  Hon.  Memb. 
Camb.  Phil.  Soc,  Professor  of  Mathematics  in  the  university  of 
Rome.  Translated  by  Charles  Leudesdorf,  M.  A.,  Fellow  of 
Pembroke  College,  Oxford.    Oxford  1885.     Clarendon  Press.    310  S. 

Mit  der  Uebersetzung  des  Werkes  ins  Englische  sind  einige 
Capitel  hinzugekommen.  Die  Capitel  sind  nun:  Definitionen;  Cen- 
tralprojectionen,  Figuren  in  Perspective;  Homologie;  homologe  Fi- 
guren im  Räume;  geometrische  Formen;  Princip  der  Dualität;  pro- 
jeetive geometrische  Formen;  harmonische  Formen;  anharmonische 
Verhältnisse;  Construction  projeetiver  Formen;  besondere  Fälle  und 
Uebungen;  Involution;  projeetive  Formen  in  Beziehung  zum  Kreise; 
dito  zu  den  Kegelschnitten;  Constructionen  und  Uebungen;  Deduc- 
tionen  aus  den  Sätzen  von  Pascal  und  Brianchon;  Satz  von  Desar- 
gues ;  sich  selbst  entsprechende  Elemente  und  Doppelelemente ;  Auf- 
gaben 2.  Grades;  Pol  und  Polare;  Mittelpunkt  und  Durchmesser 
eines  Kegelschnitts;  polar  reeiproke  Gebilde;  Brennpunkte;  Zusätze 
und  Constructionen.  Voraus  gehen  zwei  Vorreden  des  Verfassers 
zur  Urschrift  und  zur  Uebersetzung.  Erstere  gibt  ein  reichhaltiges 
Verzeichniss  über   den  Ursprung  aller  in   der  projeetivischen  Geo- 
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metrie  enthaltenen  Lehren.  Der  Verfasser  führt  eine  nicht  geringe 
Zahl  derselben  auf  das  Altertum  zurück;  dagegen  lehnt  or  es  ab,  in 
der  Schrift  selbst  den  ersten  Entdeckor  jedes  einzelnen  Satzes  zu 
nennen.  H. 


Analytische  Geometrie  des  Raumes  nebst  den  Principien  der 
darstellenden  Geometrie  anter  besonderer  Berücksichtigung  des  Ima- 
ginären zum  Gebrauche  an  technischen  Hochschulen  und  höheren 
technischen  Schulen,  sowie  zum  Selbstunterricht  Mit  zahlreichen 
Uebungsaufgaben  nebst  Auflösungen.  Von  Wilhelm  Friedrich 
Schüler.  Erster  Band.  Erste  Hälfte.  Mit  vier  Tafeln  in  Stein- 
druck.   Ansbach  1884.    G.  Brügel  u.  Sohn.    223  S. 

Die  frühern  Schriften  des  Verfassers  „Neue  Theorie  des  Imagi- 
nären etc."  und  „Lehrbuch  der  analyt.  Geom.  d.  Punktes  etc."  sind 
im  257.  und  262.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegenwärtige  nimmt, 
ungeachtet  des  Gemeinsamen,  keinen  Bezug  darauf.  Der  Verfasser 
sagt  davon  im  Prospect:  Das  Werk  bezweckt  die  Vereinigung  der 
analytischen  Geometrie  mit  der  darstellenden  Geometrie  und  der 
Geometrie  der  Lage,  derart  dass  die  Rechnung  die  Grundlage  ab- 
gibt für  die  Erkenntniss  der  Eigenschaften  der  verschiedenen  Raum- 
formen und  ihren  Beziehungen  unter  einander,  sowie  für  die  Ab- 
leitung der  Regeln  der  graphischen  Darstellung  räumlicher  Figuren. 
Es  ist  zunächst  für  Techniker  bestimmt  und  soll  in  erster  Reihe 
vorbereiten  auf  das  Studium  der  technischen  und  analytischen 
Mechanik,  insbesondere  der  graphischen  Statik,  und  für  die  mathe- 
matische Physik.  Es  soll  den  angehenden  Ingenieur  in  Stand  setzen 
grössere  Arbeiten,  namentlich  Gulmann's  „graphische  Statik",  mit 
Erfolg  zu  lesen.  Es  soll  dem  Techniker  jenes  Mass  von  geometri- 
scher Durchbildung  gewähren,  das  erforderlich  ist  um  die  an  ihn  zur 
Lösung  herantretenden  räumlichen  und  mechanischen  Beziehungen 
zu  überschauen  und  dieselben  nicht  bloss  graphisch,  sondern  auch 
rechnerisch  zu  bemeistern.  Es  soll  ebensowol  als  Lehrbuch  wie  als 
Nachschlagebuch  dienen.  Die  6  Hauptabschnitte  des  in  Rede  stehen- 
den Teiles  sind:  Geometrische  Grundbegriffe;  die  Lehre  von  den 
Goordinatcnsystemen  und  den  Coordinaten  eines  Punktes;  der  Punkt; 
das  Dreieck  und  das  Polygon;  die  Affinität;  die  Raumgerade.  Auf 
jeden  Abschnitt  folgen  Uebungsaufgaben  mit  Auflösung.  H. 

Ueber  geographische  Karten-Projectionen.  Von  Josef  Streiss- 
lor,  Professor  an  der  k.  k.  Staats-Oberrcalschulc  in  Graz.  Jahres- 
bericht der  k.  k.  Staats-Oberrealschule  in  Graz  für  das  Schuljahr 
1883.    Selbstverlag.    18  S. 
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Im  Vorliegenden  wird  elementare  Erläuterung  des  Wesens  der 
Kartographie  gegeben,  von  den  verschiedenen  geometrischen  Prin- 
cipen  derselben  die  hauptsächlich  angewandten  und  empfohlenen  in 
anschaulicher  und  verständlicher  Weise  dargelegt,  die  Abbildung  der 
Punkte  und  Linien  bestimmt  und  für  das  Kartenzeichnen  Anweisung 
erteilt  Die  Behandlung  erstreckt  sich  all  3  directe  perspectivische 
Projectionen  auf  die  zur  Centrallinie  senkrechte  Ebene,  aus  unend- 
licher Entfernung,  aus  der  Oberfläche  (insbesondere  dem  Gegenpole) 
und  aus  dem  Mittelpunkte  und  mehrere  Projectionen  auf  abzu- 
wickelnde Cylinder  und  Kegel,  zu  denen  schliesslich  noch  die  „Platt- 
karten" mit  constanten  Längengraden  kommen.  Der  Vortrag  ist 
einfach  beschreibend  ohne  analytische  Rechnung.  Der  Verfasser  hat 
sich  in  Ausdehnung  und  Abfassung  von  dem  im  zweiten  Geographen- 
tag zu  Halle  1882  empfohlenen  Studien  und  dem  Normal-Lehrplan 
für  Realschulen  leiten  lassen.  H. 


Kinematik.  Von  Dr.  Jul.  Petersen,  Docent  an  der  polytech- 
nischen Schule  in  Kopenhagen,  Mitglied  der  königlich  dänischen 
Akademie  der  Wissenschaften.  Deutsche  Ausgabe,  unter  Mitwirkung 
des  Verfassers  besorgt  von  Dr.  R.  von  Fisch er-Benzon,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  in  Kiel.  Kopenhagen  1884.  Andr.  Fred 
Host  u.  Sohn.    80  S. 

Die  2  ersten  Sätze  der  Einleitung  sind  zu  berichtigen,  ehe  vom 
Ganzen  in  klarer  Weise  die  Rede  sein  kann.  Im  ersten  sagt  der 
Verfasser  (mit  Berufung  auf  Amp&re):  „Die  Kinematik  stellt  sich 
die  Aufgabe,  die  Bewegung  der  Körper  auf  die  einfachste  Weise  zu 
beschreiben."  In  der  Tat  charakterisirt  es  die  vorliegende  Arbeit, 
dass  sie  sich  Beschreibung  allein  zur  Aufgabe  macht.  Auch  bietet 
die  Kinematik  soviel  beschreibenswürdiges  dar,  dass  es  schon  loh- 
nend erscheinen  mag,  eine  Auswahl  daraus  vorzuführen  und  zum 
Verständnis8  zu  bringen.  Unberechtigt  ist  es  aber  jedenfalls,  der 
Kinematik  als  Wissenschaftszweig  diese  Beschränkung  aufzuerlegen. 
Die  Aufgabe  der  Kinematik  ist  es  vielmehr,  die  Bewegung  der  Ge- 
bilde, ihre  Möglichkeit,  ihre  Bedingungen,  Folgen,-  Erzeugnisse  u.  8.  w. 
zu  untersuchen  und  die  aller  Untersuchung  zu  Grunde  liegenden  Be- 
griffe und  Ausdrücke  zu  fixiriren.  Der  zweite  Satz  der  Einleitung 
lautet:  „Als  Wissenschaft  bildet  dieselbe  ein  Mittelglied  zwischen  der 
reinen  Geornetrie  und  der  Dynamik,  indem  sie  Rücksicht  nimmt  auf 
die  Zeit,  in  der  die  Bewegungen  vor  sich  gehen,  aber  nicht  auf  die 
Kräfte,  durchweiche  sie  hervorgerufen  werden."  Es  gehört  wol  wenig 
Besinnung  dazu  um  zu  gewahren,  dass  der  genannte  Unterschied 
der   Kinematik  und  Geometrie  gänzlich  hinfällig  ist.    Die   Theorie 
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bleibt  völlig  unverändert,  wenn  wir  statt  der  Zeit  einen  Parameter, 
statt  eines  Parameters,  dessen  ungleicher  Variationssinn  nicht  in  Be- 
tracht kommt,  die  Zeit  setzen.  Letzteres  geschieht  zur  Erleichterung 
der  Vorstellung.  In  gleichem  Falle  ist  ein  anderes  Merkmal  der 
Kinematik,  welches  hier  nicht  geltend  gemacht  wird.  Bei  der  Be- 
wegung eines  Gebildes  müssen  wir  stets  voraussetzen,  dass  jeder 
Punkt  desselben  während  der  Verschiebung  sich  identisch  bleibt. 
Doch  begründet  auch  dieser  Umstand  keinen  Unterschied  gegen  die 
Geometrie.  In  letzterer  wird  stets  einem  Punkte  eines  mit  einem 
Parameter  variirendeu  Gebildes  ein  bestimmter  Punkt  des  conse- 
cutiven  entsprechen;  das  Entsprochen  aber  und  die  Identität  sind 
theoretisch  ganz  gleichbedeutend.  Die  Wablfreiheit  im  Entsprechen 
ist  in  der  Kinematik  so  unbeschränkt  wie  in  der  Geometrie;  erst 
bei  Anwendung  auf  physische  Körper  tritt  dafür  Bestimmung  durch 
physische  Eigenschaften  ein.  In  jeder  Beziehnng  also  ist  die  Kine- 
matik nicht  ein  Mittelglied  der  Geometrie  und  Dynamik,  sondern 
ein  wesentlicher  Bestandteil  der  Geometrie,  deren  unentbehrliches 
Mittel  und  Organ ;  man  kann  höchstens  sagen,  ein  solches ,  das  sich 
zur  Anwendung  auf  Dynamik  besonders  eignet.  Die  vorliegende  Arbeit 
nimmt  nicht  sichtlich  die  Umfassung  des  Ganzen  oder  eines  definirten 
Teiles  der  Kinematik  zum  Ziele:  anfänglich  sind  es  zwar  fundamen- 
tale, weiterhin  aber  mehr  ausgewählte  Themata,  welche  in  Betracht 
gezogen  werden ;  zuletzt  wendet  sie  sich  ganz  den  speciell  technischen 
Fragen  zu,  was  die  Absicht  vermuten  lässt,  eben  jenen  technischen 
Aufgaben  eine  mehr  wissenschaftliche  Basis  zu  verleihen.  Die  The- 
mata sind  folgende:  Geschwindigkeit  bei  Bewegung  eines  Punktes, 
u.  zw.  Zerlegung  und  Zusammensetzung  von  Geschwindigkeiten,  zu- 
sammengesetzte und  relative  Bewegung,  Robcrval's  Methode  der 
Tangenten;  Geschwindigkeit  bei  der  Bewegung  eines  unveränderlichen 
Punktsystems,  u.  zw.  Trauslation,  Rotation,  Elementarbeweguug,  Zu- 
sammensetzung elementarer  Rotationen,  Bestimmung  der  augenblick- 
lichen Drehaxo  aus  den  Geschwindigkeiten  dreier  Punkte;  Linien- 
complcxe,  Nu'llinien,  conjugirte  Linien,  Bestimmung  der  augenblick- 
lichen Axe;  die  Charakteristik,  Bewegung  mit  gebundenen  Punkten; 
Beschleunigung  eines  Punktes,  u.  zw.  Zerlegung  und  Zusammen- 
setzung von  Beschleunigungen,  Beschleunigung  der  zusammengesetzten 
Bewegung;  Beschleunigungen  eines  Punktsystems,  u.  zw.  Punkte  einer 
geraden  Linie ,  Streck ungsbescheuniguug  einer  Geraden,  Bewegung  in 
der  Ebene,  im  Räume;  über  endliche  Bewegungen:  Reduction  der 
Bewegung  auf  eine  Rolluug;  gegliederte  Systeme,  und  besonders  die 
Drcistabscurve,  der  Pautograph,  Inversoren,  Planimeter;  Anwendungen 
der  Praxis  entnommen,  u.  zw.  Watt's  Parallelogramm,  Stephenson's 
Coulissensteuerung,  Cardano's  Universalgelenk,  Zahnräder.       H. 
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Darstellende  und  projective  Geometrie  nach  dem  gegenwärtigen 
Stande  dieser  Wissenschaft  mit  besonderer  Rücksicht  auf  die  Bedürf- 
nisse höherer  Lehranstalten  und  das  Selbststadium.  Von  Dr.  G  us tav 
Ad-  Y.  Peschka,  k.  k.  Regierungsrath,  ordentl.  öffentl.  Hochschul- 
Professor,  Mitglied  der  k.  k.  Staats-  und  Diploms-Prüfungs-Com- 
mission  an  der  k.  k.  technischen  Hochschulo  in  Brunn ,  emerit  o.  ö. 
Professor  der  Mechanik  und  Maschinenlehre,  des  Maschinenwesens 
und  des  Maschinenbaues,  Mitglied  gelehrter,  patriotischer  und  huma- 
nitärer Gesellschaften  und  Vereine,  Besitzer  der  österr.  grossen 
goldenen  Medaille  für  Wissenschaft  und  Kunst,  des  goldenen  Ver- 
dienstkreuzes m.  d.  Krone,  Ritter  des  h.  Sachsen  -  Ernestinischen 
Hausordens  zweiter  Classe,  dos  köuigl.  Serb.  St.  Sava-Ordens,  des 
Grossh.  Hessen'schen  Verdienst-Ordens  erster  Classe  Philipp  des 
Grossmüthigen  etc.  —  Dritter  Band  mit  einem  Atlas  von  42  Tafeln. 
—  Vierter  Band  mit  einem  Atlas  von  30  Tafeln.  —  Wien  1884— 
1885.    Carl  Gerold's  Sohn.    791  +  605  S. 

Der  erste  Band  ist  im  275.  litt.  Bericht  S.  27.  besprochen.  Der 
dritte  behandelt  in  gleicher  Weise  die  Flächen  2.  Grades  und  zwar 
zuerst  die  durch  gerade  Linien  erzeugten,  nämlich  nach  einander 
die  Erzeugung  und  Fuudamental-Eigenschaften  windschiefer  Flächen 
im  allgemeinen,  das  windschiefe  Hyperboloid,  das  orthogonale  Hyper- 
boloid, den  gleichseitigen  Kegel,  das  gleichseitige  Hyperboloid,  das 
hyperbolische  Paraboloid,  das  gleichseitig- hyperbolische  Paraboloid, 
das  windschiefe  Rotationshyperboloid,  Darstellung  in  verschiedenen 
Projectionen  uud  Lösung  einiger  Aufgaben,  Aufgaben  und  Construc- 
tionen  betreffend  das  hyperbolische  Paraboloid,  Strictionslinien  der 
Regelflächen  2.  Grades.  Dann  folgen  die  Nichtregelflächen,  insbe- 
sondere die  Kugel,  das  Kugelgebüsch,  das  Princip  der  reeiproken 
Radien,  das  Kugelbüschel  und  das  Kugelbündel,  Theorie  der  Kugel- 
berühruug  und  der  Aehnlichkeitspunkte,  die  Dupin'sche  Cyclide ;  dann 
die  Rotationsflächen  2.  Grades,  insbesondere  das  Sphäroid,  das  Ro- 
tatiousparaboloid ,  die  Rotationshyperboloide;  dann  die  dreiaxigen 
Flächon  2.  Grades,  u.  zw.  Entwickelung  von  Eigenschaften,  welche 
für  die  graphische  Darstellung  von  Wichtigkeit  sind,  Constructionen 
und  Aufgaben  betreffend:  die  Flächen  2.  Grades,  das  Rotations- 
ellipsoid, das  bifocale  Rotationshyperboloid,  das  Rotationsparaboloid, 
das  dreiaxige  Ellipsoid,  das  elliptische  Paraboloid-,  Schnitt  der  Flä- 
chen 2.  Grades,  die  2  Flächen  2.  Grades  gemeinschaftlich  umschrie- 
bene Developpablc ,  Scharen  von  Flächen  2.  Grades,  confocale  Flä- 
cheu,  die  stenographische  Protection,  ihre  Verallgemeinerung  für 
Flächen  2.  Grades  und  Anwendung  als  Kartenprojection. 

Der  4.  Band  behandelt  windschiefe  Flächen  höherer  Ordnung, 
insbesondere  Regelflächen  3.  Grades,  allgemeine  Eigenschaften  der 
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Konoide,  die  Theorie  der  Normalenflächen,  die  Wölbfläche  des 
schiefen  Eingangs,  das  Kegelschnittskonoid,  das  Kugelkonoid,  das 
Cylindroid,  Normalenflächen  längs  ebener  Schnitte  2.  Ordnnng;  ferner 
die  Theorie  der  Rotationsflächen;  ferner  Umhüllungsflächen,  insbe- 
sondere die  Ringfläche ;  ferner  die  Schraubenlinie,  Schraubenflächen 
im  allgemeinen  und  Schranbenregelflächen,  Gonstrnctionen  in  Bezug 
auf  die  developpable  Schraubenflächo,  die  windschiefe  Schrauben- 
fläche und  das  Schraubenkonoid,  Constructionen  und  Aufgaben  be- 
züglich allgemeiner  und  besonderer  ebener  Schnitte,  Tangentialebenen 
etc.  von  windschiefen  Schraubenflächen  und  Schraubenkonoiden; 
ferner  Schattonlehre,  u.  zw.  Construction  der  Schatten,  Schlag- 
schattenbestimmung ;  ferner  Belcuchungsintensitäten ,  insbesondere 
Construction  der  Isophoten  für  krumme  Flächen.  H. 


Vermischte  Schriften. 

Proccediug8  of  the  Canadiau  Iustituto,  Toronto,  being  a  continua- 
tion  of  tho  „Cauadian  Journal44  of  Scionce,  Literature  and  Hiötory. 
Vol.  II.    Toronto  1884.    Copp.  Clark  and  Co. 

Wie  aus  dem  Titel  zu  ersehen,  ist  die  Ausgabe  der  „Procoe- 
diDgs"  kürzlich  an  die  Stelle  des  früheren  „Journal"  getreten.  Das 
vorliogeudo  2.  Heft  des  2.  Bandes  enthält  zuerst  2  längere  mathe- 
matische Abhandlungen,  nämlich: 

P.  Toung:  Principion  der  Lösung  von  Gleichungen  der  höhern 
Grade.  —  Lösung  lösbarer  Gleichungen  5.  Grades. 

Dann  folgen  die  Berichte  der  9.  bis  25.  Sitzung  von  Januar 
bis  Mai  1884,  nebst  Mitteilungen  von  Arbeiten  naturwissenschaft- 
lichen, nicht  mathematischen  Inhalts.  H. 


Periodico  di  Matematica  per  l'iusegnamento  secondario  diretto 
da  Davide  Besso,  Prof.  di  matematica  nel  R.  Istituto  teenico  di 
Roma.  Anno  I.  Roma  1886.  Tipografia  delle  scienco  matematiche 
o  fisiche. 

Von  dieser  neuen  mathematischen  Zeitschrift  erscheint  in  je  2 
Monaten  1  Heft,  so  dass  also  6  Hefte  einen  Jahrgang  bilden.  Den 
Mitarbeitern  sind  25  [Freiexemplare  ihrer  Arbeiten  zugesagt  Das 
erste  Heft  von  2  Bogen  enthält: 
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D.  Besso:  Ucber  das  Tetraeder  von  gleichen  Seiten. 

A.  Faifofer:  Beweis  eines  fundamentalen  Satzes  aus  der  Theorio 
der  Aequivalenz. 

Hierauf  folgen  Uebungen  für  die  Schule,  eine  Rcconsion,  eine 
Aufgabe  und  Bucheranzeigen.  H. 

Rendiconti  del  Circulo  matematico  di  Palermo. 

Das  Verzeichniss  (März  1885)  nennt  33  Mitglieder.  Die  Sitzungs- 
berichte geben  kurze  Mitteilungen  über  deren  Arbeiten,  meist  nur 
Resultate.  H. 


Journal  de  Math&natiques  speciales  ä  l'usage  des  Candidats  aux 
£coles  Polytcchniqucs,  Normale  et  Centrale  publik  sous  la  directiou 
de  MM.  J.  Bourget,  Recteur  de  l'Acadämie  do  Glermont,  de  Long- 
champs,  Professeur  do  Mathämatiques  speciales  au  Lycee  Charle- 
magne,  Yazcillc,  Dirccteur  des  6tudcs  a  l'£cole  präparatoirc ,  de 
Sainte-Barbe.  2«  s6rie,  tome  quatriemo,  ann£e  1885.  Paris  1885. 
Ch.  Delagrave. 

Journal  do  Mathtmatiqucs  616montaires  &  l'usage  de  tous  les 
Candidats  aux  äcoles  du  gouveruement  et  les  Aspirant«  du  Bac- 
calaur£at  to  sciences  etc.  wie  oben. 

Die  Hefto  beider  Journale  erscheinen  stets  gleichzeitig  jeden 
Monat.  Sie  enthalten  eine  reiche  Sammlung  von  Sätzen  und  Auf- 
gaben zur  Uebung,  in  dem  einen  mehr  elementar  als  im  andern. 

H. 


Mathesis,  recueil  mathämatique  a  l'usage  des  ecoles  speciales  et 
des  Etablissements  d'iustruction  moyenne,  publie  par  P.  Mansion, 
Ancien  61£ve  de  l'£colo  Normale  des  sciences,  Professeur  ordinairo 
k  l'Universitö  de  Gand,  Correspondant  de  PAcad6mio  royale  de  Bcl- 
gique,  etc.  etJ.  Neuberg,  Ancien  el&vo  de  l'ficole  Normale  des 
sciences,  Professeur  ä  l'Universitä  de  Liäge,  Membre  de  la  Soci6t6 
Royale  des  sciences  de  Liöge,  etc.  Avec  la  collaboration  de  plus- 
ieurs  Professeurs  beiges  et  Prangers.  Tome  cinquiöme.  Ann6e 
1885.    Gand  1885.    Ad.  Hoste    Paris,  Gauthier-Villars. 

Der  5.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen: 
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G.  Potit-Bois:  Ueber  dio  angoiiäherto  Inhaltsberechnung  der 
ebenen  Flächenstücke. 

E.  Cesäro  et  J.  Neuberg:  Bemerkungen  über  den  Krüm- 
mungskreis der  Ellipse. 

Halsted:  Volum  eines  Prismatoids. 

d'Ocagne:  Noto  über  die  parabolischen  Verbindungen.  — 
Transformation  der  barycentrischcn  Eigenschaften  mittelst  der  Me- 
thode der  reciproken  Polaren. 

E.  Cesaro:  Ueber  dio  osculirende  Holix.  —  Ueber  die  Summe 
der  gleichhohen  Potenzen  der  n  ersten  ganzen  Zahlen.  —  Ueber  ein 
bemerkenswertes  symbolisches  Gesetz.  —  Bemerkungen  zur  elemen- 
taren Geometrie.  —  Ueber  den  kürzesten  Abstand  zwischen  2  un- 
endlich nahen  Geraden.  —  Ueber  einen  Satz  von  Mansion. 

P.  Mansion:  Definition  einer  incommensurabeln  Zahl.  —  Ueber 
den  zwei tcu  Mittel  wertsatz,  nach  L.  Kronecker.  —  Eine  algebraische 
Aequivaleuz,  nach  L.  Kronecker.  —  Fundamentalprincip  der  Greuz- 
methode.  —  Allgemeiner  Charakter  der  Convergenz. 

H.  Brocard:  Aufgaben. 

C.  Bergmans:  Sätze  über  die  Parabel. 

E.  Catalan:  Ueber  die  Nabolpunkte  der  Flächen.  —  Ueber 
die  Watt'sche  Curve. 

E.  Lern o ine:  Verschiedene  Eigenschaften  des  Kreises  uud  der 
Geraden  von  Brocard. 

De  Tilly:  Ueber  die  simultanen  linearen  Differentialgleichun- 
gen. —  Ueber  dio  Ccntralaxc  und  die  gloitondo  augenblickliche  Axe. 

Weill:  Einige  elementare  Aufgaben  bezüglich  auf  das  Würfel- 
spiel. 

J.  Neuberg:  Ueber  das  harmonische  Viereck.  H. 
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Geschichte  der  Mathematik  und  Physik, 

Cnrtze,  M.,  Verba  filiorum  Moysi,  filii  Sekir,  id  est  Maumeti, 
Hameti  et  Hasen.  Der  über  triam  fratram  de  gcometria.  Nach  d. 
Lesart  d.  Codex  Basileensis  F.  II  33  m.  Einleitg.  n.  Commentar  hrsg. 
Leipzig,  Engelmann.    3  Mk.  50  Pf. 

Fortschritte,  die,  d.  Astronomie.  Nr.  11.  1885.  Köln,  Mayer. 
1  Mk.  80  Pf. 

Jahrbach  Ob.  d.  Fortschritte  d.  Mathematik,  begründet  von  C. 
Ohrtmann.  Hrsg.  v.  M.  Henoch  u.  E.  Lampe.  15.  Bd.  Jahrg.  1883. 
1.  Hft.    Berlin,  O.  Reimer.    10  Mk. 

Schellen,  H.,  der  elektromagnetische  Telegraph  iu  den  Haupt- 
stadien seiner  Entwickelang  etc.  Bearbeitet  v.  J.  Eareis.  6.  Afl. 
5.  Lfg.    Braunschweig,  Vieweg  &  S.    4  Mk.  20  Pf. 

Servus,  H.,  die  Geschichte  d.  Fernrohrs  bis  auf  d.  neueste 
Zeit.    Berlin,  Springer.    2  Mk.  60  Pf. 

Stodnirka,  F.  J.,  Bericht  üb.  d.  mathemat.  u.  natur Wissen- 
schaft!. Publikationen  d.  k.  böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
während  ihres  hundertjähr.  Bestandes.    2.  Hft.    Prag,  Calve.    3  Mk. 

Methode  and  Prineiplen. 

Consentins,  R.  0.,  Usus  est  tyrannas  od.  die  Hinfälligkeit 
der  Beweise  f.  d.  Rückläufigkeit  d.  Raumes.    Karlsrahe,  Reiff.    80  Pf. 

Hodoly,  L.,  Studien  üb.  d.  Descendenz-Theorie.  Wien,  Pich- 
ler's  W.  &  S.    90  Pf. 

Janker,  K.,  z.  Bestimmung  d.  Kreises  d.  Aufsatzformen  im 
Element.-Unterr.    Wien,  Picbler's  W.  &  S.    50  Pf. 

Sehe  itz ,  B.,  z.  psycholog.  Würdigg.  der  Darwinschen  Descendenz- 
theorie.    Ebd.    80  Pf. 
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Steuer,  W.,  Methodik  d.  Rechenunterrichts.  2.  Afl.  Breslau, 
Woywod,  Verl.    4  Mk.  50  Pf. 

Wehr,  H.,  die  Subjectivität  d.  Raumes  u.  das  XL  euklid'sche 
Axiom.    Wien,  Pichler's  W.  &  S.    1  Mk. 

Lehrbücher. 

Gauss,  A.  F.  G.  Th.,  die  Hauptsätze  der  Elementar-Mathematik. 
1.  u.  2.  Tl.    2.  Afl.    Bunzlau,  Kreuschmer.    4  Mk.  15  Pf. 

Haller  v.  Hallerstein,  F.,  Baron,  Lehrbuch  der  Elementar- 
Mathematik.  Für  die  Portepee-Fähnrichs-Prüfg.  in  der  kgl.  preuss. 
Armee  u.  die  Prüfg.  zum  Eintritt  in  die  kais.  Marine.  2  Tle.  Ber- 
lin, Nauck  &  Co.    7  Mk.  80  Pf. 

Muller,  H.,  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  elementaren  Ma- 
thematik.  9.  All.   2  Abtlgn.  in  1  Bd.  München,  Lindauer.  3Mk.50Pf. 

Sachse,  J.  J.,  Mathematik  f.  deutsche  Lehrerbildungs-Anstalten 
u.  Lehrer.  1.  Tl.  '  Elementares  Rechnen.  2.  Afl.  Leipzig,  Siegis- 
mund  &  V.    3  Mk.;  geb.  3  Mk.  60  Pf. 

—  der  praktische,  geistbildende  u.  erziehliche  Unterricht  im 
Rechnen  und  in  der  Raumlehre.  1  Tl.  Allgera.  Methodik  d.  Rech- 
nens.   Osnabrück,  Wehberg.    2  Mk.  25  Pf. 

Samminngen. 

Diekmann,  J.,  Uebungen  n.  Aufgaben  f.  d.  propaedeutischen 
Unterricht  in  d.  Geometrie  1.  u.  2.  Tl.  Breslau,  Hirt,  Verl.  1  Mk. 
25  Pf. 

Hanacok,  W.,  Aufgabon  üb.  ebenflächigo  Körper,  deren  Dar- 
stellung, ebene  u.  gegenseitige  Schnitte.  Wien,  Pichler's  W.  <fc  S. 
50  Pf. 

Hoffmann,  A.,  Sammlung  planimetr.  Aufgaben  nebst  Anleitg. 
zu  deren  Auflösung.  4.  Afl.,  besorgt  v.  P.  A.  Conrads.  Paderborn, 
Schöningh.    2  Mk.  70  Pf. 

Jclinek,  A.,  trigonomctr.-stereometr.  Uebuugsmaterial  f.  die 
Octava.    Wien,  Pichler's  W.  &  S.    50  Pf. 

Kleyer,  A.,  vollst,  gelöste  Aufg.- Sammlung  a.  allen  Theilen 
der  Rechenkunst  etc.    195.— 217.  Hft.    Stuttgart,  Maier.    k  25  Pf. 

Lengaucr,  J.,  Aufgaben  zu  Stegmann's  Grundlehren  d.  ebenen 
Geometrie.    Kempton,  Kösel.    1  Mk.  20  Pf. 

Mundcrloh,  H.  F.,  u.  C.  H.  Kroger,  Rechenbuch.  4.  Tl. 
16.  Afl.    Oldenburg,  Schulze.    1  Mk. 

Reidt,  F.,  Resultate  der  Rechnungs- Aufgaben  in  der  Sammlung 
v.  Aufgaben  u.  Beispielen  aus  der  Trigonometrie  u.  Stereometrie. 
1.  Tl.  Trigonometrie.    3.  Afl.    Leipzig,  Teubner.    1  Mk.  80  Pf. 
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VillicuB,  F.,  arithmetische  Aufgaben  m.  theoret.  Erläuterungen 
f.  Unter-Gymnasien.    2.  Tbl.    Wien,  Pichler's  W.  &  S.    2  Mk. 

—  dass.  f.  d.  unteren  Klassen  d.  Realschulen.  1.  u.  2.  Tbl. 
Ebd.    2  Mk.  90  Pf. 

Wiese,  B.,  u.  W.  Lichtblau,  Sammlung  geometr.  Konstruktions- 
Aufgaben.    Hannover,  Meyer.    2  Mk.  80  Pf.;  cart  3  Mk. 

Tabellen« 

Greve,  A.,  fünfstellige  logarithmische  u.  trigonometrische  Tafeln. 
2.  Afl.    Bielefeld,  Velhagen  &  Kl.    Geb.  2  Mk. 

Weierstrass,  K.,  Formeln  u.  Lehrsätze  zum  Gebrauche  der 
elliptischen  Functionen.  Nach  Vorlesgn.  bearb.  u.  hrsg.  v.  H.  A- 
Schwarz.    2.  Hft.    Berlin,  Friedländer  &  8.    1  Mk.  20  Pf. 

Arithmetik,  Algebra  und  reine  Analysis. 

Cauchy,  A.  L.,  algebr.  Analysis.  Deutsch  hrsg.  v.  C.  Itzigsohn. 
Berlin,  Springer.    9  Mk. 

Gegenbauer,  L.,  Qber  d.  Darstellg.  der  ganzen  Zahlen  durch 
binäre  quadratische  Formen  m.  negativer  Discriminante.  Wien,  Gerold's 
S.    60  Pf. 

Geigen mfl Her,  R.,  Elemente  der  höheren  Mathematik.  II. 
Differentialrechng.  enthaltend.    Mittweida,  Polytechn.  Buchh.    2  Mk. 

Gordan's  P,  Vorlesungen  üb.  Invariantentheorie.  Hrsg.  v. 
G.  Kerschensteiner.  1.  Bd.  Determinanten.  Leipzig,  Teubner. 
6  Mk.  40  Pf. 

Habart,  K.,  üb.  gewisse  Curven  dritten  Grades,  die  bei  Scha- 
ren confocaler  Kegelschnitte  auftreten.  Wien,  Pichler's  W.  &  S. 
50  Pf. 

Kadik,  P.,  Theorie  der  sechsstelligen  Charakteristiken.  Dorpat, 
Schnakenburg.    3  Mk. 

Kleyer,  A.,  Lehrbuch  d.  Gleichungen  d.  1.  Grades  m.  einer 
Unbekannten.    Stuttgart,  Maier.    8  Mk. 

Koch,  M.  J.,  Auflösungsmethodcn  algebraischer  Gleichungen  d. 
III.  u.  IV.  Grades  m.  e.  Unbekannten.  Wien,  Pichler's  W.  &  S. 
2Mk. 

Lübsen,  H.  B.,  ausführt.  Lehrbuch  d.  Analysis  z.  Selbstunter- 
richt   8.  Afl.    Leipzig,  Brandstetter.    3  Mk.  60  Pf. 

Pick,  G.,  üb.  mehrdeutige  doppel periodische  Functionen.  Wien, 
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XIX. 
Potential  einer  elliptischen  Walze. 

Von 

Herrn  Dr    Ulrich  Bigler, 

Privatdocent  in  Bern. 


Erster  Teil. 

Einleitung. 

Nach  Heine  (Kugelfunctionen  IL  S.  342)  war  Lagrange  der  erste 

(Oct  1777),  der  den  Gebrauch  der  Function  2-  empfahl,  um  durch 

ihre  Ableitungen  nach  x ,  y ,  z  die  Kraftcomponenten  auszudrücken. 
Den  Namen  Potential  für  die  Function  hat  Green  zuerst  (1828)  an- 
gewandt, dann  Gauss  (1839).  Im  Sommersemester  1861  hielt  Rie- 
mann  in  Göttingen  Vorlesungen  über  Schwere,  Elektricität  und  Mag- 
netismus und  aus  derselben  ist  das  Buch  von  Hattendorf  „über 
Schwere,  Elektricität  und  Magnetismus"  hervorgegangen,  welches  im 
Jahre  1880  bereits  in  2.  Auflage  erschienen  ist.  §.  26.  dieses  Buches 
handelt  von  der  Anziehung  eines  homogenen  elliptischen  Cylinders.  Das 
Potential  derselben  wird  hier  als  Unterschied  zweier  Functionen  dar- 
gestellt, von  welchen  Hattendorf  aber  bemerkt,  dass  sie  durch  ein- 
fache Integrale  nicht  darstellbar  seien.  Demnach  wäre  also  über- 
haupt die  Darstellung  des  Potentials  eines  elliptischen  Cylinders 
durch  einfache  Integrale  unmöglich.  Diese  Behauptung  ist  um  so 
auffallender,  als  in  §.  28.  gezeigt  wird,  dass  die  Kraftcomponcnte  in 
der  Richtung  der  z  Axe  als  Potentialfunction  einer  Ellipsenfläche 
aufgefasst  werden  kann.  Wie  die  Ausdrücke  für  die  Abgeleiteten 
gefunden  wurden,  darüber  sagt  Hattendorf  kein  Wort.     Ob  sie  von 
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Rieniann  oder  Dirichlct  herrühren,  das  ist  aus  der  Arbeit  nicht  zu 
ersehen.  Die  auftretenden  Formeln  sind  auch  gar  nicht  die  Kraft- 
componenten  des  homogenen,  elliptischen  Cylinders,  was  man  doch 
aus  der  Ueberschrift  der  Abhandlung  erwarten  sollte,  sondern  nur 
ein  Teil  davon  und  somit  leidet  der  Abschnitt  auch  an  dem  Mangel 
dass  er  keine  fertigen  Formeln  aufweist  Während  nun  über  das 
Potential  und  die  Kraftcomponenten  eines  homogenen  Ellipsoides 
eine  grosse  Litteratur  existirt,  so  ist  hingegen  dieselbe  über  den 
elliptischen  Cylinder  nur  sehr  klein.  Die  erste  mir  bekanute  Arbeit 
ißt  die  Dissertation  des  H.  Grube  in  Hamburg  aus  dem  Jahre  1859. 
In  dieser  Abdandlg.  „de  cylindri  et  coni  attractionc"  werden  die  3 
Kraftcomponenten  des  geraden,  elliptischen  Cylinders  durch  Ein- 
führung von  Kugelcoordinaten  so  weit  behandelt,  bis  die  Möglichkeit 
ihrer  Darstellung  durch  elliptische  Integrale  eingesehen  werden 
konnte.  Der  Integraud  dieser  Formeln  ist  aber  so  überladen,  dass 
von  einer  Durchsichtigkeit  keine  Hede  sein  kann,  und  deswegen 
wurde  auch  der  Verfasser  gezwuugen,  den  allgemeinen  Fall  zu  ver- 
lassen und  specielle  Fälle  zu  behandeln,  bei  welchen  die  Reduction 
auf  elliptischo  Integrale  sich  leicht  vollziehen  Hess.  Im  Jahre  1861 
versuchte  nun  Herr  Rothig  in  Berlin  auch  das  Potential  des  ellipti- 
schen Cylinders  durch  einfache  Integrale  auszudrücken,  welche  für 
alle  Lagen  des  Bezugspunktes  ihre  Gültigkeit  haben.  Seine  Arbeit 
findet  sich  in  Grelle,  Bd.  61.,  S.  180-186.  Er  geht  dabei  von  dem 
Pot.  eines  Parallelcpipcdes  aus,  welches  er  im  Jahre  1860  im  Journal 
von  Crelle,  Bd.  58.,  S.  249.  dargestellt  hatte,  und  findet  für  dasselbe 
ein  einfaches  Integral,  dessen  Integrand  auf  rationale  Weise  aus 
Logarithmen  und  Arctg.  zusammengesetzt  ist,  die  aber  eine  ver- 
wickelte Form  habon  und  weitere  Betrachtungen  sehr  erschweren. 
Von  sehr  grossem  Interesse  ist  die  Methode  des  Herrn  Beltrami  in 
Pavia,  nach  welcher  er  von  dem  Potential  einer  zwischen  zwei  ähn- 
lichen Ellipsoiden  enthaltenen  unendlich  dünnen  Schale  aus  zum  Pot 
einer  homogenen,  elliptischen  Scheibe  gelangt.  Seine  Abhaudlung 
„über  die  Theorie  der  Anziehung  der  Ellipsoide"  steht  im  ersten 
Bande  der  4.  Reihe  der  Denkschriften  der  Akademie  der  Wissen- 
schaften des  Instituts  von  Bologna  und  ist  im  April  1880  vorgetragen 
worden.  Uebcr  diese  Arbeit  findet  sich  eine  Recension  im  Jahrbucho 
über  die  Fortschritte  der  Mathematik  (Bd.  12.,  S.  72.)  von  Herrn 
Bruns  in  Leipzig,  welche  sagt,  dass  die  Methode  neu  und  interessant 
sei,  aber  die  Resultate  seien  doch  der  Hauptsache  nach  schon  be- 
kannt, oder  doch  aus  bekannten  ohne  Schwierigkeit  herzuleiten.  Ob 
nun  Herr  Bruns  die  oben  angeführten  Arbeiten  im  Sinne  hatte, 
weiss  ich  nicht.  Meine  weiteren  Nachforschungen  in  dieser  Be- 
ziehung blieben  fruchtlos. 
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Es  ist  mir  nun  gelungen ,  das  Pot.  eines  geraden ,  homogenen, 
elliptischen  Cylinders  auf  elementarem  Wege,  allein  durch  Integra- 
tion darzustellen,  und  die  Formeln  für  dasselbe  und  die  Kraftcompo- 
nenten  sind  so  einfach  und  durchsichtig,  dass  sie  ein  Studium  im 
ganzen  unendlichen  Räume  zuliessen.  Bei  der  Ableitung  des  Pot. 
eines  elliptischen  Ringes  musste  eine  biquadratischo  Gleichung  auf- 
gelöst werden.  Diese  Auflösung  erfolgte  nach  verschiedenen  Metho- 
den und  das  Interesse,  welches  eine  jede  darbietet,  ist  auch  der 
Grund  ihrer  Veröffentlichung.  Immerhin  ist  aber  die  Darstellung 
derselben  nach  jeder  von  diesen  Methoden  mit  bedeutenden  Schwierig- 
keiten verbunden,  welche  in  gar  keinem  Vcrhältniss  mit  der  Ein- 
fachheit des  Endresultates  stehen.  Das  Studium  der  auftretenden 
eigentümlichen  Relationen  Hess  mich  deshalb  auch  schon  lange  einen 
viel  einfacheren  Weg  vermuten,  das  Pot.  des  elliptischen  Ringes  dar- 
zustellen. Diese  Vermutung  hat  sich  denn  auch  anf  das  schönste 
verwirktlicht,  und  die  Methode  fiudet  sich  in  dieser  Arbeit  unter 
dem  Titel:  Von  allen  früheren  unabhängige  Berechnung  des  Pot. 
einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  ist  dem  Ab- 
stände des  Mittelpunktes  von  der  Taugente.  Auch  ist  es  mir  ge- 
lungen, die  gleiche  Aufgabe  mittelst  des  discontinuirlichen  Factors 
von  Dirichlet  zu  lösen. 

So  hoffe  ich  denn,  durch  vollständige  Behandlung  vorliegender 
Aufgabe,  die  Schwierigkeiten,  die  bis  dahin  einem  gründlichen  Stu- 
dium des  Pot  der  elliptischen  Walze  im  Wege  stunden,  beseitigt  zu 
haben.    Möge  die  Arbeit  wolwollende  Aufnahme  finden. 

Ich  kann  diese  Gelegenheit  nicht  vorübergehen  lassen,  ohne  noch 
unserem  Altmeister  der  Mathematik,  Herrn  Prof.  Schläfli  in  Bern, 
für  seine  freundliche  Unterstzüung  in  der  Arbeit  hier  öffentlich 
meinen  besten  Dank  auszusprechen. 


I.    Potential  einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte 
gleich  ist  dem  Abstände  des  Mittelpunktes   von   der  Tangente. 

§.  1.    Vorbereitung. 

Wenn  ein  Punkt,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  a,  y,  z  sind, 
einen  Kreis  mit  dem  Radius  V  A  durchlauft,  so  ist  die  Bahn  eines 
andern,  dessen  Coordinaten  X,  F,  Z  mit  denen  des  ersten  durch  die 
Gleichungen 

22* 
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verbunden  sind,  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxenqaadraten  A  und  B. 
Denn  es  ist 

also 

A   ^  B         Xm 

Die  Ellipse  entsteht  also  aus  einem  Kreise  durch  Multiplication  aller 

1/  B 
Ordinaten  mit  dem  constanten  Yerhftltniss  *-r-M.      Ist  demnach    der 

VA 

Inhalt  eines  Kreissectors  — s— ,  so  ist  der  Inhalt  des  entsprechenden 

Ellipsensectors  -7p  X  zTjl  —  "~ö~"  dv'  Dio  R5cnti8keit  dieses 
Resultates  ergibt  sich  auch  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  El- 
lipse 

A   ^  B         X 

als  die  Projection  eines  Kreises  aufgefasst  werden  kann,  welcher 
um  seinen  Durchmesser  -yf  A  soweit  aus  der  Projectionsebene  her- 
ausgedreht wird,  bis  seine  Ebene  mit  derselben  einen  Winkel  bildet, 

i/B 
dessen  Cosinus  J-r-A  ist.    Wenn  ich  nun  das  Gurvenelement  der  El- 

lipso  mit  ds  und  das  Perpendikel  vom  Mittelpunkte  auf  dio  Tan- 
gento  mit  p  bezeichne ,  dann  ist  der  Inhalt  des  Ellipsensectors  auch 

gleich  *-g-.    Die  Gleichung  einer  der  vorigen   ähnlichen  Ellipse  hat 

die  Form 

vi         y-S 


A 
oder 


*'_  +  _^ ! 


und  die  Inhalte  der  Sectoren,  welche  zwischen  denselben  Radien- 
vectoren  liegen,  verhalten  sich  demnach  wie  die  Quadrate  entspre- 
chender Radion.  Wenn  ich  die  Sectoren  mit  S  und  S'  und  die  zu- 
gehörigen Radien  mit  r  und  r   bezeichne,   so   ergibt   sich   also  die 

Proportion 

S:S'  -f*:r* 
Nun  aber  ist 

r'  =  (l  +  e)r 
folglich 

8'  —  (!  +  *)*£ 
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Das  Element  des  elliptischen  Ringes,  welcher  von  den  beiden  Ellipsen 

A     ~  R     —  X 


und 

4   +J5 


+  «--d+08 


begrenzt  wird,  ist  demnach 

S'  —  8  -  (I+«)*£— S  -  £((i-f  *)»_  1) 
and  für  den  Fall  eines  sehr  kleinen  £ 

oder  weil  __ 

VAB  dtp  ~*pds 
ist,  auch  gleich 

Ist  dieser  Ring  nun  mit  Masse  von  der  constdnten  Dichtigkeit  q 
belegt,  dann  lässt  sich  das  Massenelement  derselben  durch  den  Aus- 
druck 

QeYABchp  =  Qspds 

darstellen.  Derselbe  ist  also  dem  Perpendikel  aus  dem  Mittelpunkte 
auf  die  Tangente  proportional.  Wenn  nun  r  den  Abstand  des  Be- 
zugspunktes mit  den  Coordinaten  s,  y,  z  von  einem  Punkte  der 
Ellipse 

bezeichnet,  dann  lässt  sich  das  Potential  des  elliptischen  Ringes 
durch  das  Integral 

2» 

0 


darstellen.  Da  nun  der  Factor  qs  für  denselben  eine  constanto  Grösse 
ist,  so  lasse  ich  ihn  vor  der  Hand  weg  und  betrachte  also  das  Po- 
tential einer  Ellipse,  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  dem 
Abstände  des  Mittelpunktes  von  der  Tangente  ist.  Dieses  Potential 
sei  mit  T'  bezeichnet.    Also 

2n 

VÄBdq> 


=  r***—  CiAi 
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§.  2.    Ueborsicht  der  Formeln,  die  zur  Auflösung  einer 
Gleichung  4.  Grades  dienen. 

Das  Polynom  4.  Grades  habe  die  Form 

1.  p  ==  ast+ibxt+Gcxt+idx+e  —  0. 

Um  das  Glied  vom  3.  Grade  wegzuschaffen,  multiplicire  ich  dasselbe 
mit  a8,  also 

1'.  cflp  —  aV+4a8&r8+ 6a8c&8+4a3dx+a8«  =  0 

Weil 

(ax + b)*  =  aV  +  4a8&c8 + 6a%  V+  4a&8* + &4 

ist,  so  setze  man 

dann  folgt 

aV+4a3&c3  —  y4  —  (6a*$V+4aä8«+&4) 

Wird  dieses  in  Gleichung  1'.  eingesetzt,  so  ergibt  sich 

1".      a*p  -  y4  —  6a86  V  —  4aftfa  —  ft4 + 6<Asb*+ 4ata* + o3*  -  0 

Es  ist  aber 

-  6a*ÄV  +  ßcflcx*  —  (äs) » (ac  —  ä2)  6 
ferner 

—  4a68a>  +  4a3<*e  —  4as  (a2d  —  ä3) 

und  wenn  man  für  ax  obigen  Wert  einsetzt  und  zugleich  die  Ab- 
kürzungen 

A'=a*-&2 

B'=*a*d  —  $bae+W 
&=*a*e  —  U^bd+ab^c — 3i4 

einführt,  so  erhält  man  die   Gleichung,  in   welcher  das  Glied   vom 
3.  Grade  nicht  mehr  vorhanden,  in  der  Form 

2.  a*p  -  2,4+64y-j-42*'y-{-Cf 

Die  Wurzeln  dieser  Gleichung  seien  mit  —  a,  — 0,  — y,  -— d  bezeich- 
net, dann  folgt,  wenn  das  Zeichen 

2Cn(a,b,...) 

die  Summe  aller  Combinationen   der  eingeklammerten  Elemente  zur 
n  Classe  bedeutet 

*Q(— «.  -0,  -y,  -*)-0 
-ZC^-«,  -0,  -y,  -<5)  =  6,i' 
-SC8(-or,   -ft  -y,  -<5) 45' 

*c4(-«,  -A-r»  -*)  =  c" 
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Man  setze  nun 

a+ß  =  r;    «+y  =  r';    «+*  =  r"; 

dann  folgt 

<H-y  =  -r,  ß+d--  r\ß+y  =  -r" 
ferner 

—  —  r2-f-a0-)-.yä  =  64' 
also 

a.  64'+r2- «0-f-y* 
Ebenso  ist 

-SCS(-«,  -ft  -y,  -5)  «  «0(y+a)+ya(«+0)  -  4Z?' 

=  «/J(-r)  +  yJr«4#' 
folglich 

b.     =  yo — aß 

Werden  nun  die  Werte  unter  a  und  b  in  die  identische  Gleichung 
(aß + y*)2  -  (yd  —  a0)2  —  4a0y<5  =  0 

eingesetzt,  so  folgt 

(r8+6^')2-:!l^--4C  =  0 

Dieser  Gleichung  genügt  nicht  nur  r2,  sondern  auch,  wio  leicht  ge- 
zeigt werden  kann,  r'2  und  r"2;  ihre  Wurzeln  sind  demnach  r2,  r'2 
und  r"2.    Durch  die  Substitution 

r2  =  * 
geht  dieselbe  in 

3.  *»-fl2^'*2-}-4te-4'2  —  C)*  — 16£2  -  0 

aber  nnd  die  Wurzoln  der  Gleichung  2.  werden  aus  den  r  durch 
folgende  Wurzeln  bestimmt: 

«~i(r  +  r'+r") 

0«i(r_r'_r") 

y«i(-r  +  r'-r") 

ä-K-r-r'+r") 
Weil 

=  —  aß-\-yd 

_4J3' 
r 
ist,  so  hat  man  für  die  r  die  Bedingung 
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rr'r»=  ±B' 

durch  welche  das  Vorzeichen  des  dritten  r  bestimmt  wird,  wenn  die- 
jenigen der  zwei  ersten  willkürlich  gewählt  werden.  In  der  GL  3. 
soll  das  Glied  vom  2.  Grade  weggeschafft  werden.    Es  ist 

(«+44')8  -  «8+12*» 4'+484'**+64^'; 
also  für 

erhält  man 

fi+12A't*  -  *—(48A'H+UA'*) 

Wird  dieser  Wert  in  Gleichung  3.  eingesetzt,  so  folgt 

«8— 4(34'*+ C')*— 16(£'*  +  44'8)  =0 
und  für 

*  =  «  — 44' 

geht  diese  letzte  Formel  in 

3'.  ««  —  4(34'*+C')*+16(—  A't+A'C-  B'*)  =>  0 

über.  Die  quadratische  Invariante  der  Gleichung  1.  werde  mit  I  und 
die  kubische  mit  d  bezeichnet,  dann  erhält  man  für  dieselben  fol- 
gende Ausdrücke: 

J=*e— 4k*+3c« 

J=  aCe  —  a*d  —  <*  +  2bcd  —  bie 
oder  auch 

a    b    o 


A~ 


b    o    d 
c    d    e 


Zwischen  diesen  Invarianten  und  den  Coefficienten  der  aus  der 

Gl.  1.  mittelst  der  Substitution  x  =  ■- abgeleiteten  Gl.  2.,  welche 

in  der  allgemeinen  Form 

geschrieben  werden  kann,  bestehen  die  Relationen 
«A-4^+8*»-  (J)*«^ 
und 


In  unserem  Falle  ist  aber 


Vv 
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at  =  1,  bx  =  0,  ct  =  A\  di  —  B'tejL—C' 

folglich  erhält  man  ans  obigen  Relationen 

M'+  C'=a*I 
nnd 

Die  Richtigkeit  dieser  beiden  letzten  Formeln  ergibt  sich  auch  ans 
den  auf  Seite  343  für  A\  B'  und  Cr  angegebenen  Abkürzungen.  Aus 
Gleichung  3'  geht  somit 

3".  «*— 4a*J*  +  16a^-0 

hervor,  und  setzt  man  hier 
so  geht  dieselbe  in 

über. 

§.  3.    Auflösung  der  Gleichung  eptfr2  —  0  durch 
algebraische  Betrachtungen. 

Da  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Ellipse 

durch  V-4cos<p  und  V-Ösintp  ausgedrückt  werden  können,  so  erhält 
man  für  die  Entfernung  r2  die  Formel 

r2—  (V-4cos<p—  a0*+(y2*sin<jp  —  y)*+*a 
oder 

«a-t+ya+^+^cos^+lfsin^ip  — 2y^4cos<p.a;— 2yr£sin  q>.y 

Setzt  man  nun  in  den  bekannten  Ausdrücken  für 

49+e-*9         ,      .             e&  —  er** 
cos<jp  *=- ~ und    sm<p  —  ^ 

eiq>  _  0 
also 

0*+l      ,    ,        02-l 

cos^ 20        und    sm*  ™  ~270~ 

und  substituirt  diese  Werte  in  die  Formel  für  rf,  so  erhält  man 

"J-*«+Jf,+'H 4^2 40* 2V^ — 20 — 


oder 


-2VB      2»4> 
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4d>V  -  4(32-fy2  +  **)  02+-4(<D2  +  l)*-£(<I>2--l)* 

—  ±yAx(0*  +  l)Q  +  ±-]/By{W—  l)Oi 

4:&r*  =  (A  —  B)W-4e(yAx-iVBy)W-\-(4t(x*+y*+**) 
+  2(A  +  B))  <&2— iW Ax+ty By)  Q  +  (A  —  B) 

und  wenn  wir  noch  auf  beiden  Seiten  mit  3  multipliciren,  so  bekommt 
die  aufzulösende  Gleichung  <D2r2  =  0  die  Form 

5.    3(A  —  B)<I*-12(1/Ax  —  eV^)<I>8  +  6(2(*2-|-y2+*8) 

+  (A  +  B))Q*-12(yAx  +  iyBy)Q  +  3(A-B)  «  0 

oder  auch,  wenn 

~a  =  3(A  —  B),    b=2  —  3(yA  —  iyBy) 

c  =  2(x*+y*  +  z*)  +  (A  +  B),    d  =  —  8(y  Az+ty  By) 

e  =  3(A—B) 
gesetzt  wird 

5'.  ä<Z>*+4Ä<I>3  +  6c<D2+4rf<I>-f  e  =  0 

Dio  Auflösung  dieser  Gleichung  lässt  sich  aber  nach  den  Born. 
bellischen  Regeln  auf  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung  von 
der  Form 

t*8  —  /w+2z*~0 

zurückführen,  wo  die  beiden  Invarianten  I  und  J  durch  die  Formeln 

/==  ^—  4W+3c2 

=  3(3(^--B)2--12(^C2+i?y2)  +  (2(x2+ya+^)-|-(^-|-JB))«) 
und 

<4  =  ace  —  ad2 —  <P-\-2bcd — l**e 

-  cfo(-4  —  £)2+18(^r2+ify2)  -c2)  — 54(^— i?)(^2-^2) 

bestimmt  werden. 


a.    Auflösung  der  Gleichung  t*8  — Jtt-)-2/i  =  0  durch  Betrachtung 
der  beiden  Invarianten  I  nnd  A. 

Durch  den  Bezugspunkt  gehen  drei  confocale  Flächen  mit  den 
dritten  Halbaxenquadraten  t,  t'  und  f.  Diese  Halbaxenquadrate  sind 
die  Wurzeln  der  Gleichung 


A  +  u^B  +  u^u 
oder 
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6.   «*  —  (xS-fya-fa*-- (A  +  B))u*  —  (B(z*+z*)  +  A(t,*+z*)-AB)u 

—  AB*2=Q 
und  folgenden  Bedingungen  unterworfen: 

t  >  0  >  t'  >  —  B  >  t"  >  A 

Ferner  folgen  ans  Gleichung  (6.)  für  dieselben  die  Relationen 

2Ct(t,  t',  t»)  -  X*  +  y*  +  Z*-(A  +  B) 
2Ct(t,  *',  t")  —  AB-(Äc*+ V)-  W  +  *)*1 

Das  Zeichen  JE  sei  eine  Abkürzung  für  eine  Summe,  die  nach 
den  Buchstaben  fortschreitet;  findet  hingegen  ein  Fortschritt  nach 
Accenten  statt,  so  werde  das  Zeichen  8  augewendet.    Mithin  ist 

S(t)  =  z*+y*+z*-(A  +  B) 
oder 

*a+yf+*2  =  (A  +  t)  +  (B+r)+f 

Da  die  Elemente  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  vor- 
schieden gruppirt  werden  können,  so  ist  in  dieser  Relation  der  Satz 
enthalten,  dass  die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  Mittelpunkte 
gleich  ist  der  Summe  je  dreier  ungleichnamiger  Ualbaxenquadrate 
der  durch  ihn  gehenden  confocalen  Flächen.    Weil 

Az*-\-By*  -  (A-\-B)(z*+  y2-f**)-2te*  —  Ay*  —  (A+B)z* 

+  AB  —  AB 
xst,  so  folgt  nach  obigen  Relationen 

Az*  +  By*  ~(A  +  B)  (S  (t)  +  (A  +  B))  +  S  (* V)  —  AB 

und  demnach 

$/=*  3(^-2*)*  —  12(S(t't")  +  (A  +  B)S(t)  +  A*  +  B*+AB) 

+  (25(0  +  8(«+JB))» 

-3(i-Ä)2-  12S  (t' t")  - 12  (A+B)S(t)  — 12  (A*+B*-\- AB) 

+  4(S(t))*+12(A  +  B)S(t)  +  9(A  +  B)* 
Es  ist  aber 

4(5(0)*  -  45 (**)+&S (*'*") 
und 

9(i+5)2+3(i  -Ä)8  =  12M2+-B8+^i?) 
folglich 

7=  12  (£(«*)  —  S(*V')) 

Aus  der  Theorie  der  confocalen  Flächen  folgt  ferner 

(i+<)(i+0U+O       ,       (H+<)(H+<')(f*+Q 
*    "  A(A  —  B)  '     y   ~  B(B~—A) 
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*   ~*  AB 
demnach 

-**•=  2zr5(i«f^+^(*'0+^Ä(i)+-4«) 
und  ebenso 

folglich 

Ax2+*j,2  „  ((^4-ß)5(*)  +  5(«Y')+^a+Äa+^iö) 

ferner  ist 

i-2S(t)  +  Z(A  +  B) 
also 

e2  =  4tS(t*)+8S(t'tr)  +  12(A+B)S(t)+9A*  +  dA*+lSAB 
und  demnach 

+ 105  {t't")  + 18  (A* +B*  -  -4.B) 
folglich  auch 

c(9(A  —  B)*+lS(Ax*  +  By*)  -?)  =  (—4S(t*)  +  t(A  +  B)S(t) 

+  10S(t't")+18(A*+B*  —  AB)(2S(t)  +  3(A+B)) 
Nun  ist 

S(t't")S(t)  -  3«Y'+£(*2  (*'+*")) 
und 

S(*)S(*)  =  £(<*)  + 2  £(i't") 
ferner 

S(t*)S(t)  =  S(fi)+S(t*(t'+t")) 
demnach 

c(9(4  —  i*)2+18(,i*2-f5y2)  —  c2)  -  60«Y'+12£(*2('+O) 

and  weil 

54(4  — £)(4*2  — Äy2)  -  108ttY'+54M+£)S(*r) 

+  54(42+£*)S(0  +  54(.i*+JB*) 

ist,  so  bekommt  man  für  die  kubische  Invariante  die  Formel 

J  -  1 2  S  (*'*"(*'+*"))  —  8  S  (fi)  —  48tt V 

Um   diesen  Ausdruck  in  Factoren  zerlegen  zu  können,  ordnen 
wir  denselben  nach  Potenzen  von  t    Demnach  ist 

A  =■  4(-9^+3*2(<'+«")+3<(^+t"2-4<Y')-2(<'3+<"8) 
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Hier  kann  aber  das  von  t  freie  Glied  leicht  in  Factoren  zerlegt 
werden,    Es  ist 

-  (*'  +  O  (<'  -  2t")  (-  2t1  + «") 
mithin 

^«4(_2^3<2(<,+0+^fM-«,,-^lO+(<'+0(«,— 2*")(— 2*'+*") 

Die  Gleichung  ^  =  0  liefert  nun  für  t  drei  verschiedene  Wurzeln, 
die  aus  den  Coefficionten  sogleich  abgelesen  werden  können.  Die 
Werte  derselben  sind 

/'+<"      2t'  -  f      2t'—  v 
2     '  2      *  2 

folglich  ist 

^-4J7(—  2t+f  +  t") 

and  die  Gleichung 

tfl-Iu+2A  =  0 

bekommt  nun  folgende  Gestalt 

«?  —  12(W)  — £(**"))  tt  +  8il(—  2/+*'  +  0  -  0 

Zum  Zwecke  der  Auffindung  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  zerlege 
man  noch  die  Invariante  /in  eine  Summe  von  drei  Tennen,  deren 
jeder  aus  zwei  Factoren  besteht.    Weil 

(r  _<")»+(*"— *)*+('—  t')2  -  2(5(1")  — Wl") 
so  ist 

J— 6£(*'—  *")* 
und  da 

S(t'  —  t")  «0 
ist,  so  ist  auch 

£(*' — *")  —  —  as(«4  -  o  (*"—  o 

Ferner  folgt 

S(t+tr-2r)(t'  +  t-2t")  -  -(2S(*'—  *")*+W-O(<"-0) 

also  anch 

=  — 3/2S(t'-0* 

__  I 

~      \ 
demnach 

—  I =  4S(t  -f  *"-  2«')  (*' + t  —  2<") 

und  somit  die  aufzulösende  Gleichung 

„s_j.4S(,-j-,"-. 2«") (*'+*  — 2*>+8tf(— 2t+*'+<")  -  0. 
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In  dieser  Form  nun  liegen  die  Wnrzelwerto  klar  vor  Augen.  Werden 
dieselben  mit  u,  u'  und  w"  bezeichnet,  so  erhält  man 

w    =2(2/  — *'—  t") 

u*   =  2(2*'  —  *"—  i) 

u"  =  2(2*"-<-«') 
Ich  setze  ferner 

««**'  —  *",    «'=*"  —  *,     «"«*-_*' 
also 

«  +  *'+«"- 0, 
dann  ist 

/=      6(a*+a"+a'") 

-      12(a'»+a'a''-f«"2) 

■=-  4S(*'  —  a")  («"—«) 
und 

2^«  8I7(«'  —  a") 
folglich 

w3  +  4S(a(  -  a")  («'  —  «)  +  827  (a'  -  a")  «  0 
und 

u   «2(a"  — a') 

tt'  =  2(a  — a") 

2*"«2(a'  —  a) 
Wird  schliesslich 

0  =  «"-<*',     |3'-a-*",     |3"-*'-« 

gesetzt,  dann  folgt 

/ 4S(0'0") 

24  —  Sßß'fi" 
also  auch 

tt*  +  4S(0'ß>--8j5PT  =  0 
oder 

(u  —  2/3)  («  —  2jS')  (u  -  20")  =  0. 


b.    Auflösung  der  Gleichung  t*s—  Iu+2J  -=  0  mittelst  der 
Cardanischen  Formel. 

Ich  setze 

also 

oder 

u3-3/>7U-(p3  +  ^)  =0. 

Soll  diese  Gleichung  nun  mit  der  aufzulösenden  Gleichung  identisch 
sein,  so  muss 

3pq-I 
und 
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__ 4  ^ 

sein.    Es  ist  nun 

also 

oder 

demnach 

folglich 
und 


g8 z/  +  V^-(i/)3 

Wir  hatten  aber  gefunden,  dass 

i=12(«'*+ «'«"+«"*) 
und 

z*-42I(a'  —  a") 
ist     Weil  aber 

«"—  «  —  «'  +  2a",        a  —  a'  «  —  2a'  -  «' ' 

so  folgt  auch 

^ 4(2a*+2a'2a"-3a'a"2— 2a"3) 

somit  ist 

zf*  —  16(4a'6-fl2a'V—  3a'V,2-26aV/3-3a'V'4+12ala"5+4a',6) 

Ebenso  folgt,  dass 

ß/)3  _  43(o^  +  «V/+a/'»)2(a'24.a'«"+a"2)  =  43(a'* 

+  2a'8  a"+  3a'2  a"2  +  2a'  a"3  +  a"*)  (a'2  a"2  +  3  +  a'a"+  a"2) 
-  48(a'«+3a'V+6a'* a"2+7a'3a"3  +  6a'2a"H-3a'a"5-f-  O 

ist  und  demnach  auch 

_ (j7)3  _  4«(-4a'G-12a'5a"-24a'V2— 28a'3a"3-24aJVr4-12a'a"6 

-4a"6) 
folglich 

^*-($J)3  «  16(- 27)a'V2- 54 a'3 a"3- 27 a'2a"*) 
«  l6(-27)a'2a"2(a'2  +  2aV'+a"2) 

=  16(-27)a'2a"2(a'  +  a")2 
somit 
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p8~gS  =  ±  12eY3o'»"(«'  +  a") 
und 

£±-£  =  4(2a*  +  3ct*a''  -3a'«"*  -2«3) 

_8 g3 

demnach,  wenn  man  in  der  Formel ^—g-^-  nur  das  pos.  Zeichen   be- 
rücksichtigt, 

Die  Wurzeln  der  Gleichung 

**  — 1  «0 
sind 

C2<»,       et*71,      «f* 

oder 

—  1  +  *'V3  l  +  eV3 

11  2  2 

und  wenn  man  die  Abkürzungen 

-;i+.V8  ,       l+.ys 

g  — 2 und    P  " 2 

einführt,  so  erhält  man  für  dieselben  die  Relationen 

l  +  C  +  e'-O;    p  +  f'  +  w-_0;    W'=l;     *3  =  1 
also 

l  =  Q*-      i,-*'«5     **  =  (>'•,    (>'2-*;     <>2  +  <,  +  l-0 

Folglich  ergibt  sich 

p3  _  8(a«  -  30<2  «"  ^ +3«'  a"2  Q  -  «"») 
oder 

—  8(a*  -  3a'8  ß2  a"+  3a'  a"2  <>*  —  e6  *"») 
also  ist 

^3  «.  2*(a'  — 02«")8  =  2V(«V  — fO8 
demnach 

p  =  2(a'(>2—  a"g) 

Um  den  Wert  von  q  für  das  pos.  Zeichen  zu  erhalten,  haben  wir 
nur  in  der  Formel  fürj>  i  durch  — /oder  was  dasselbe  ist,  q1  durch 
t>  zu  ersetzen.    Also  ist 

<Z-2(«'<>-aV) 
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Bei  der   Berücksichtigung  des   neg.  Zeichens   in    der  Formel  für 
2       ottim  n**  auf  8anz  Ähnliche  Weise 

p  -  2(«V'— «V)  -  2(o>  -«V) 
und 

9  -  2(«V  -f'V)  -  2(«V — «"*) 

Es  ist  demnach  ganz  gleichgültig,  welches  Zeichen  gewählt  wird. 
Werden  nnn  die  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung 

bezeichnet,  so  erhalt  man  für  dieselben 

u  -  P+q  =  2(«>wyh«'e--e80  -  2(«'feH-<0-«"(eH-<0) 

2(a'— «") 

«'  =pp-(-5^  -  2(aV— fV+oy-^a")  -  2(2a'-«"(e2+*i)) 

-  2(2a'+a")  =  -2(«-«') 

«"  =  «,+ff?  -  2(aV4-«V+-«V--«V) 2(«"-a) 

oder 

„  «,  2(a"— «');    u'  -  2(«-«");    «*"  -  2(a'—a) 

c.    Wurzeln  der  Gleichung  r1**  «  0. 

Die  gefundenen  Wurzelwerte  der  Gleichung 

u*—Iu+2/l  =  0 

sind  nach  den  gemachten  Substitutionen  mit  denen  der  Gleichung  3. 
des  §.  2.  durch  die  Relation 

r»-2Ö«-<U" 

verbunden.    Zur  Vereinfachung  der  auftretenden  Formeln  führen  wir 
folgende  Abkürzungen  ein: 

(p"  ist  nördlich  lateral  verstanden).    Es  ist  demnach 
t  -«'  =  A>  —  A'»  -  p«    -p'* 

*_i"-i*-ri-,i'»-ii'f» 

ferner 

Aieh.  4.  Mith.  ■.  Phj».  3.  Reih«,  TeU  1IL  23 


Digitized  by 


Google 


354  Bigler:  Potential  einer  elliptischen    Walze. 


und 


(A+t)(A+t')(A+t")         X*X'*k"* 
A(A—ß)  ~~  A(A  —  B) 


demnach 


,  __  (B  +  t)(B+t)(B+t")        pW» 
V    ~~  B{B—  A)  —  B(B—A) 

XX'X"  .  fif*y 

*  ö  y^  V(X=Tö);    ty ~  yi?  Vci^5) 

Mittelst  dieser  Abkürzungen  lassen  sich  nun  die  auf  Seite  346.  an- 
gegebenen Goefficientcn  der  aufzulösenden  Gleichung  auf  folgende 
Weise  darstellen: 

ä-3(4  —  *)  «  3(Jl*— fi») 

c  =  2(s'+y*+*2)  +  M+#)  -  25W  +  3U  +  J5) 

7*  -  -«y  *-ny  j»  -  -  ^±^'jn 

e«3U  — i?)  -  3(A2--ft2) 
Ferner  ist 

A"-ä~c-h* 

C"  =  Ve  - 4^Ü  tf +  6ä  hU  -  36* 
Weü 

^1— tf  -  A*-V  =  A'2-V2  -  A"*-V* 

ist,  so  lässt  sich  M—  •£)*  auf  die  verschiedensten  Weisen  darstellen, 
was  uns  ein  Mittel  an  die  Hand  gibt,  in  den  auftretenden  Formeln 
die  Symmetrie  herzustellen. 

Es  ist 
A"  =  8(il-iO(2SW  +  8(il+Ä))- j35(irr-fifi>,f)» 

Ä  J^aA-B)*S(X*  +  p*)--3(XX'X"--iLfi'u")*) 
ferner 
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(A-B)*S(l*+ii*)  -  (A-B)*(l*  +  p*)-\-{A—B)*(l'*+p'*) 

+u-s)»(r*+»i"») 

(A-B)*(P+p*)  =  (AS-l-^Xi«»-^)^'*-^"*) 

(4-B)»(i"»+^"»)  -  (i"*+^"«)(i«-^(r*-^*) 

und  weil 

(A-BMl'W)  +  (i"*+  <."»))  =  (A*  -  ^)  ((A"  +  ,»")(A"*  -  ,."») 

-  2(i»-  ^  (i'*  r* — (i'«  ,»"*) 

so  erhalten  wir  für  4"  die  Formel' 

r  -  -^  [(i»+»»2)(i',-^,)(i',-»*"*;+2(i8-/.*)(A',r*-^-  V"2) 

-3(AA'A"- »*,»>")*] 

welche  auch  zeigt,  dass  ihr  Wert  durch  Acceoteafortschritt  nicht 
geändert  wird.  Für  die  erste  Wurzel  der  Gleichung  3.  des  §.  2.  er- 
halten wir  den  Ausdruck 

r*  =  -^«A-BWt-t'-n-A") 

wo  A"  den  in  der  Formel  für  A"  eingeklammerten  Ausdruck  be- 
deutet Die  andern  Wurzeln  ergehen  sich  dann  einfach  durch  Ac- 
centenfortschritt.    Es  ist  nun 

2/-«'-«"  -  (li+^)-4(i'i+^i)- Ki-i+j,*!) 
demnach 
U— B)*(2t—e— r")  -  (A»-|V)(i'2— ,»«*)(A"»-fi"») 

-,a',^-»'',)(i,-»'2)(i"*-»•"*)-i(i"2^-»»",)(l,-f^2)(A',-f•*) 

folglich 

und  nach  Entwicklung  des  Quadrates  in  der  Klammer 
36 


ra-^U'l'V-W)2 


somit  auch 
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Oft 

r'*-^(AA>"-A>fi<)2 


d.    Probe  für  rr'r"-^". 

B*  wurde  früher  durch  den  Ausdruck 

B"~*tfd— ~dbc+~b* 

definirt.    Wenn  wir  nun  hier  für  die  Elemente  die  auf  Seite  354. 
angegebenen  Werte  einsetzen,  so  erhält  man 

Bn Yl(A—B)\{l  V  r+fi  fiy')+27y(4-2*)(U'r  -  nfil(i")S(k*+  fi2) 

54 

oder 
wo 

ir  =  -m— jb)3+(^— ^)2s(A2+fi2)~2(A2r2r2+3fA2fi'2^2) 

und 
jf  «  -(4  —  5)3-  (^  —  2?)25(i2  +  fi2)  +  2(3A2A'2A"«  +  ft2fi12/'2) 

ist.    Vertauscht  man  in  der  Formel  für  L  die  A   mit  den  p,   also 
auch  .4  mit  -ö,  so  geht  dieselbe  in  den  neg.  Wert  von  M  über. 

Wir  hatten  früher  gefundon,  dass 

(A-B?S(k*  +  p*)  =  (A2HV)(A'2-f*'2)(AW2-|*"2) 

+2(A2-  fi2)  (Jt*!"2  -  fi'V'2) 
ist;  folglich 

L (&  -  p2)( A'2  -  j^XA"2  -  fi"2) + ( A2  +  fi2)^  -  fi'2)(A"2  -  p"2) 

+  2(A2  -  p2)  (A'2  A"2  -  fi'2  fi"2)  -  2(A2  A'2  A" 2  +  3fi2  fi'2  fi"2) 
—  -2(fi2fil2fi"2  +  5(A2fi<2fi"2)) 

und  demnach  auch 

M  «  2(A2  A-2  A"2+S(fi2  A*  A"2)) 


mithin 


tyJ^vnti'Vßfi'f-u'W^Sv+firV'sfrnvn 


—  ATiSaV2*»"8)) 
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Der  eingeklammerte  Ausdruck  verrät  nun  sogleich  seine  Factoren, 
und  man  erhält 

*"=  (1=^' *>-***>''>  (l'V  -  A»)(AA>"-A>,i') 

oder 

64 


— gr,P(i'iV-^>") 


wenn  P  ein  Product,  fortschreitend  nach  den  Accenten ,  bezeichnet 
Es  ist  also 

4fi"  -  (-j^,  P(A'A>  -  A  ,*>") 

was  eine  vollständige  Uebereinstimmung  mit  dem  Product 

rr'r" 
offenbart 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  r2*2  —  0    werden  nun  schliesslich 
durch  die  Formel 

äG+ft- -ftr-|- r'+r") 

bestimmt,  in  welcher  fttr  die  r  die  auf  Seite  343.  angegebenen  Zei- 
chencombinationen  zu  setzen  sind.  Löst  man  nun  dieselbe  nach  0 
auf  und  setzt  die  abkürzenden  Elemente  ein,  so  sieht  man  sogleich, 
das8  sich  die  drei  andern  Wurzeln  durch  Entgegensetzung  je  zweier 
f*  ableiten  lassen. 

Es  ist  nun 

a  =  3(^l  —  B) 
und 

l_      3(U'r-fift>") 

V(A-B) 
demnach 

$(A-B)Q  =  -7=L^^(lk'k"—iLVL<  ?!')--    .— X 

V  '         V(A—B)  V(A-B) 

X  (V  X>  —  A  p >"+  A"A  p'  -  A »+ A  A'  p"-  A'>  p') 
3        (AA'A^-ÄlA'A'VJ  +  ^A^fi")  —  f*P>") 


-j^»-^-'™^ 


3 

ViA^B) 

folglich  ist  die  erste  Wurzel  der  Gleichung  r2  **  —  0 

/Google 
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(A-B)\ 
und  also  nach  der  obigen  Bemerkung  die  drei  andern 
*,     (i+ri(i'+E0(r-iO 

{A-B)i 

*  -  (A-B)l 

(A-B)t 


§.  4.    Directe  Auflösung  der  Gleichung 
4>2rS  _  o. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  aufzulosende  Gleichung  in  der 
Form 

A  —  B  A~—B 


geschrieben  werden  kann. 
Mittelst  der  Abkürzungen 

lassen .  sich  nun  die  Coordinaten   des  Bezugspunktes  auf  folgende 
Weise  schreiben 

(A  —  B)    t      f„  A—Br     f.    „  . 

*=  -yX"C0^C0^CO81?5      y  ™  ■y5-fin«flnfsiniy 

Ferner  ist  also 

*  —  *'  =  (C0f2€  -  C0f2f)  (4  —  B) 
V  —  *"  —  (C0[2£—  C082f?)  (4  —  B) 
t"  —  t    —  (COS2??  —  C0j2f)(il  —  J5) 

und  weil  t— -t'  pos.  ist,  so  folgt 
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Wenn  nun  die  Wurzeln  der  aufzulösenden  Gleichung  mit  0,  8',  0", 
Sm  bezeichnet  werden,  so  hat  man  zur  Bestimmung  derselben  die 
Gleichungen 

<2c4(a>,  0',#",  a>w)  —  i  =  p4 

welche  nach  Einsetzung  obiger  Abkürzungen  folgende  Formen  an- 
nehmen : 

P,  —  4(cof  s  cof  f  cos  n  —  *  f  in  s  fin  f  sin  17) 

p2  ==  2(cof*£  +  ftn2«+cof2J+fin2J;+cos^-sin8i/) 

Ps  —  4(cofacof£cosi7-f-*fmefui  fsiniy) 

P,  =  l. 

Wir  führen  weiter  folgend    Abkürzungen  ein: 


also 


a  =  e*=Cofe  +  fin€;       a'  =  «S  —  Cof  g+f"1?; 
a"  =  e«?  «  cos  17+»  sin  iy 


d 


folglich 


'.  -  <  (-+D  (*+ ?)  ('+y-(-  9(^)  (*-a ) 


—  a"  +    a  +   a'  +  aa'a" 


A  -  1. 
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Diese  Gleichungen  nun   offenbaren  die  Wurzelwerte   sehr  deutlich. 
Dieselben  sind: 

a 

a 
a 


Weil 


ao'a 


\ —  cof i:        .  P      »ftnc;         , l  =  cot  g ; 

m'  X"  J»" 

,— —  —  fing;  —  co8i?;       7====  —  »amq 


also 


A     *        cofe-fi»  *  =  *-<;     ^ ^-  =  cof  g— itng  —  6- 

y  A — B 

=  cosif— ssinq  =  er** 


ist,  so  stimmen  die  erhaltenen  Wurzelwerte  mit   den  auf  Seite  358 
angegebenen  überein. 


§.  5.    Auflösung  der  Gleichung  rf<Pf  —  0  durch 
geometrische  Betrachtungen. 

p,  p*  und  p"  seien  die  Abstände  des  Mittelpunktes  von  den  drei 
Berührungsebenen  der  durch  den  Bezugspunkt  (s,  y,  *)  gehenden 
confocalen  Flächen  mit  den  dritten  Halbaxenquadraten  t}  t'  und  t". 
Die  Richtungscosinusse  dieser  drei  Perpendikel  seien  «,  0,  y;  <*',  0', 
y';  a",  0",  y'f.  Aus  der  Theorie  der  confocalen  Flächen  folgt  aber, 
dass 

Ä cl.     ä—    py  .     „— *>* 

a       ji  +  t"     p       B  +  l"     y  ~~  v 
*         A+t">     P         B+t">     y    -  f 
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ist  Durch  den  Bezugspunkt  werde  ein  neues  Axensystem  gelegt, 
dessen  Axen  den  Perpendikeln  aas  dem  Mittelpunkte  auf  die  Be- 
rührungsebenen entgegengesetzt  parallel  sind,  und  nun  soll  die  Glei- 
chung 

IL  +  IL  +  £_! 

in  den  neuen  Coordinaten,  welche  mit  *,  *'  und  *"  bezeichnet  werden 
sollen,  dargestellt  werden.  Wenn  nun  X,  Y  und  Z  die  Coordinaten 
eines  freien  Punktes,  bezogen  auf  das  alte  Systen,  sind,  dann  hat 
man  für  dieselben 

X  —  x  —  (a»+ «'  *'  +  «  V) 

z-*-(y*+yv+/7') 

demnach  ist 

.y»  =  a;*+S(«V)--2*/S((w)-f  25««'**' 
und  ebenso 

Z*  -  z*-f  S(yV)—  2*/S(y*)+2S(yy'**') 

Werden  diese  Werte  in  dio  obige  Glolchung,  welche  iu  den  neuen 
Coordinaten  mit  Sl  bezeichnet  werden  soll,  eingesetzt,  dann  erhält 
man 

»-*3t-1+'("ÄH"55)+"(""Ä) 

Es  ist  aber 


2 


2  A+u-p*£  (A  +  t)*(A  +  u) 
ferner  sei 

s» _F GH 

(A  +  t)*(A+u)  ""  M  +  l)+  M+«),+  (ii  +  «) 
also 

und  für 
ist 

s»     _         *»         _  _*^_    y         1         \ 

ferner 
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folglich  ist 

x*  X»  flj* 

n      „  .  JT TT  rrr-. 

demnach 


somit 

also 

«2  p*  s*  1  p* 


wo  demnach 


ist.    Wenn  das  Zeichen  [  |  den  Coefficienten  des  eingeklammerten 
Elementes  bedeutet,  so  hat  man 

[>»I_-A-     E    p"* 


Ferner  ist 


_o  z— 22:  *** 

A+u  '     (A+u)  (^+*) 


und  setzt  man 

x*  F       ,        G 


<4+u)(A  +  t)       (A  +  u)^  (A  +  t) 

so  ergibt  sich 

x*  »* 

F  — und    (7- 


u  —  t  u  —  t 

also 
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****** 


(^+u)(^+<)       U  +*)(«-  0       (A  +  u)  (u-  «) 
1      (  x*  x*     \ 

~u-t\A+t      (A+u)) 
folgbch 

*£a+*  -  _  «-  * v    ^-f*    £  .*+«,/ 

—  .-*!('-*  Ä) 

—  Ä- 

demnach 

u  —- *-* 

L    I  «*-' 

LI-      V  E 

t    l         *»  — * 

Schliesslich  suchen  wir  noch  die  Coefficienten  der  Producta  zweier  « 
Es  ist 

*A+u-pp  *  <4+t')(A+tr)(A+u) 
nnd 

x*  „         «» 

4+iT)(A+u)  ~  u  -  |\*  M+« 

weil  aber 


2(i+c)(^+n"0 

ist,  so  erhalten  wir  auch 

_i  1  «* 

oder 
folglich 


A+U  U—VUr—t" 

und  somit 


£ 
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r «'  s" 

[    8  8* 


2. 


2. 


—  2 


■u-f 

»-«" 

p" 

p 

u-t"  ' 

u  —  t' 

p 

p' 

M—  t     tt  — f 


r,£ 


E 


E 


Die  Gleichung,  in  den  neuen  Coordinaten  ausgedrückt,  erhält  somit 
die  Form 

odee  auch,  weil  der  eingeklammerte  Ausdruck  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist 

»-^-»(h-ä+ä+S)' 

Setzen  wir  diesen  Ausdruck  gleich  null,  so  erhalten  wir  je  nach  dem 
Werte  von  u  die  Gleichung  eines  Ellipsoides,  eines  einschaligen  oder 
zweischaligen  Hyperboloides.    Die  Gleichung 


V» 


ist  die  Gleichung  eines  Kegels,  dessen  Spitze  im  Ursprung,  also  im 
Bezugspunkte  liegt,  während  das  Polynom 


ps 


1   u —  t  l   u — i 


PV    ,   P"<" 


77  =  0 


t'  ^  u-tl 

eine  Ebene  darstellt  Die  Fläche  &  —  0  berührt  somit  den  Kegel 
in  seinem  Durchschnitte  mit  dieser  Ebene.  Derselbe  ist  demnach 
Tangcntenkegel  der  Fläche  und  die  Ebene  ist  die  Polarebene  des 
Bezugspunktes.  Für  w  =  0  stellt  aber  die  Gleichung  &  =  0  das 
abgeplattete  Ellipsoid  dar,  dessen  Coordinaten  den  Bedingungen 

V2  y2 

genügen;  folglich  ist  die  Gleichung  des  Kegels,  dessen  Spitze  im 
Bezugspunkte  liegt,  und  dessen  Directrix  die  Focaloilipse  ist,       I 

T+T  +  r  =  ° 
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und  die  Polarebene,  welche  in  diesem  Falle  mit  der  Ebene  Z=0 
zusammenfällt,  hat  die  Form 

Pi  I  p*  \P  *  — « 
t  +~T+  r  -1 

Für  die  neuen  Coordinaten  eines  Punktes  der  Focalellipse  gelten 
demnach  die  Gleichungen 

1)  ,«4-t'»4.,"»«p» 

2)  L  +  ^  +  Jr-o 

3)  j  +  -fr  +  -77-  —  1 

Weil 

r2  =  ("j/ ^4  cos  9 — aj)24-(V-ösing)— y)2+22 
und 

JT«  y^'cosy  «=  x— £(«*);     r—  y/Jsin?  —  y  — £(0*) 

ist,  so  ist  demnach 

r'  -/(i,#',0 

und  nun  sollen  solche  Werte  von  «.  «'  und  *"  gesucht  werden,  welche 
die  Function  /(*,  «',  «")  zu  null  machen.  Dieselben  bestimmen  dann 
auch  die  Werte  von  9,  welche  der  Gleichung 

genügen,  mithin  auch  die  Wurzeln  der  Gleichung 

<DM  —  0. 

Wir  erhalten  somit  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  der  aufzulösenden 
Gleichung 

0>*r*  —  0 
die  Formel 

X  Y 

e*P  -  cos 9+tain  <p  =  y^+»  yjj 

in  welcher  diejenigen  Werte  von  (0,  «',  «")  zu  substituiren  sind,  die 
der  Gleichung 

/(*,  *',  ,")  -  0 

genügen.    Für  dieselben  haben  wir  aber  folgende  Gleichungen: 

V)  «»+*'*+*"*  =  0 

2')  7+r+V=° 

3')  *+«*+#:.!. 
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Weil  sich  nun  2  Kegel  zweiter  Ordnung  in  einer  Curve  von 
doppelter  Krümmung  schneiden,  die  von  einer  Ebene  also  in  4 
Punkten  geschnitten  wird ,  so  sieht  man  sogleich ,  dass  das  System 
der  drei  Gleichungen  4  verschiedene  Lösungen  hat. 

Es  ist 

X  ~x  —  a$  -a' •'  — a'V 

oder  nach  Einsetzung  der  Werte  für  die  Richtungscosinusse 

und  weil 
also  auch 


somit 


und  es  entsteht  nun  die  Aufgabe,  die  Werte  für  ~       ^-      — — 

t 


iL. 

aus  dem  System  der  Gleichungen  darzustellen. 
Aus  den  beiden  Gleichungen 

folgt,  dass 

ist,  und  demnach 

wo  /*  einen  noch  zu  bestimmenden  Factor  bedeutet 
Nun  ist 
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t        (A  +  t)(B+t).t         ,,       M  +  *')  (!?+*').*' 


J> 


,"*« 


M+t")  (*+<")•*" 


oder,  wenn  man  die  Abkürzungen 


gebraucht, 
folglich 


*V* 


a'a"  ;     ^ 


'*  = 


;    j>"2  = 


iyy 


y  Ä   _        C    /*i  __  *"\  ft  «   __  *     £    "    f2 


*2 


■'*Vt  Jty2«'2 


*'* 


p"2*"2 


t"2    "  oa'a"     * 


2» 


Unsere  Aufgabe  verlangt  aber  nur  die  ersten  Potenzen  von  ~-   und 

t 

für  dieselben  sind  nun  folgende  Zeichencombinationen  möglich: 


t" 

1 

+ 

+ 

+ 

2 

+ 

+ 

— 

3 

+ 

— 

+ 

4 

+ 

— 

— 

5 

- 

+ 

+ 

6 

— 

+ 

— 

7 

— 

— 

+ 

8 

— 

— 

— 

Alle  diese  Combinationen  müssen  aber  auch  der  Gleichung  3'  ge- 
nügen, durch  welche  auch  der  Factor/  bestimmt  wird.  Für  die  1. 
Combination  erhält  man    . 
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=====  (a  X  n  -f  a'X'ii'  4-  a"  X"  u")  —  0 


WO 

ist,  und  für  die  8. 


l/^Wa" 


also  gleich  dem  entgegengesetzten  Werte  der  1.  Combination.  Dem- 
nach   liefern    diese    beiden   Comb,    für   die   ersten   Potenzen   von 

1)8 

y  dieselben  Werte.    Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  2  mit  7,  3  mit 

6  nnd  4  mit  5  zusammenfällt,  so  dass  es  im  ganzen  nur  4  ver- 
schieden?) Combinationen  geben  kann,  welche  nnn  die  4  Wurzeln  der 
Gl.  <P2ra  =  0  liefern.    Diese  4  Comb,  sind; 


1' 

+ 

+ 

+ 

2' 

— 

— 

+ 

3' 

— 

-      + 

— 

4' 

+ 

— 

— 

Man  sieht  ferner  sogleich  ein,  dass  die  zweite,  dritte  und  vierte 
aus  der  ersten  durch  Entgegensetzung  je  zweier  n  abgeleitet  werden 
kann.  Wir  suchen  deshalb  nur  die  Wurzel,  welche  die  erste  Com- 
bination liefert,  und  leiten  aus  derselben  durch  Entgegensetzung  je 
zweier  p  die  Werte  für  die  andern  ab. 


Es  war 
ferner  ist 
demnach 
oder 


■AxSz 


ps 


(A+t).t 
XX'X" 


X~A 


VaY(a-b) 

XX'X" 


,  Ap<* 


yAV(A--B)     **■ 
X  1 


V^       hY(A  —  B) 


S(aX'X"n) 


Um  den  Wert  von  Y  zu  bekommen ,  hat  man  nur  A  mit  B  zu  ver- 
tauschen, folglich  auch  die  X  mit  den  p.    Demnach  ist 
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and  also 


V&      hY(A—B) 


S(ati'ti"X) 


J9  = 


S(t'-t")(lp'ii"+k'X"ti). 


hV(A-B) 


Weil 

18t,   SO  folgt 


+M)((iv+uvHVV,+^>» 

-  (iii-i)(i^--i>x^-**--)-(«--oai--rta>-  V) 


Nun  ist 

A+t".A+t 
B+t" .  £-}-< 


also 


1  .    0 


1        .     1 

B+t".B+t 


B+t" .  *— *" 


(*-*")M~*) 


(a  -B)(t-n  =  a'v-AV"8)  -  a>+ V)u>  -  V) 

und  ebenso 

(A-B)(t'-t)  -  (AV'-i'V2)  -  (V+A»(V-A>) 
folglich 

and 

demnach  ist 
h(A— B)U*P 

=(rf*-Af»'0(^'-A>)[(v-f*o(^'+A>)-(A''-^a>+v')]. 

Wenn  man  in  dem  Ausdrucke 

(;i'-y)(V+A»-(*"  VWV+V) 

-  A(i>'+f»,'»-^-.rf4,')+M(it'2--i>4--r*+AV) 
beachtet,  dass 

ist,  so  ist  derselbe 

-  (X  -  fi)  ((*•  f*'  -  IV)  -  (*'"  ~  *"*» 
and  weil  ferner 

▲rck.  der  Math.  n.  Phyg.    2.  Reihe,  Teil  in. 


54 


Digitized  by 


Google 


370  Bigler:  Potential  einer  elliplitchen   Walt*. 

i-»  -  r*  =  n'*  -  f*"*  =  l(i*  -  O + Ki«'*  -  *»"*) 
so  ist 

IV'-lV'-^-i"«)  =  i(A"2-2Ay4V'*-l"+2Ay'-p'2) 

demnach 

oder  auch,  da 
ist 


A  —  B  -  A*  —  p*  -  i"2  — ^"2 


A«=S(aAfi) 


A(,4-B)i«<»«.(Af*'  -A»(A>-  Af»")(A-fi)  i((i"-^")2(i'2-»*'2) 
—(A'—M')2(A"2— *•"»)) 

und  wenn  wir  noch  den  Factor  (A" — ft")(A' — f»')  ans  der  Klammer 
herausnehmen,  so  ergibt  sich 

h(A-B)ke*9 (iK-i»(A'V-V)(i>*-i'V')(i-f«)aj-»*')(A"-»t") 

Es  ist  aber 
und  weil 

«  „  *<_«»=.  (A+t)-(A+n  -  l*  -  ***; 
«'-.r*-il»:    «"=i2-i'2 
so  ist  auch 

h  -  (A'2_A"*)iF+(i"»-l2)iV+(i*-A'J)A>" 
folglich 

(^  -  2*)A  =  ( A'2  -  A"2)(A"2  -  ^"2)AM  +  ( A"2  -  i?)(Xi  -  p«)iy 

+  (A2-A'2)(A'2-^'2)AV 
ferner  ist 


(A*-A"2)(A"2-^"2)  - 


I  A'2,  A"2 

""  |    A'*-p'2,   A"2-,»"2 


A'2,  A"2 

A»2  — ^"2,   A'^  —  ^ 

A'2,  A"2 


_,'«,   _,»» 


demnach 


oder  auch 


(A  —  B)h 


A2,  AM,  & 
A*  A>',  ji* 
A"a,  A>",  f*"2 
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1»  _  (a  +b)  Ip, + abp2         Xfi        f42 

Weil 

A* — (« + ä)  A>'  -f-  ab  p*  —  (*'  —  a^)  (X*  —  fyi') 
*'*  «(a+^y'+oa^  „  (A"--aft")a"— V') 

ist,  so  können  a  und  &  so  bestimmt  werden,  dass  das  zweite  and 
dritte  Glied  der  ersten  Spalte  verschwindet.    Das  ist  der  Fall  für 

X'  X" 

a  —  -7    and    b  —  —, -, 


and  für  diese  Werte  bekommt  man 

(Ap'-jUW'-l»,  i^,      M2 

*M-*)=i^ 

0                     A>',    (i19 

0              *v,  ,*"* 

=  (V-f»V)(V-A» 

1-,  ^ 

-- 

a 

1',  p' 

Die  erste  Wurzel  der  Gleichung 

*«r»  ~  0 
ist  demnach,  and  dem  zufolge  die  drei  andern 


«*»  — 


(.4-5)1 


«<*' 


«*•-= 


a+y)(v+c')a"-i»") 


«•v*  = 


a-joa'+p')  (*"+<*") 


(<4-2*)l 

Wie  in  §.  4.  Seite  360  werden  wir  die  Abkürzungen     . ~  .. 

y  A.  —  B 

gebrauchen  nnd  schicken  uns  nun  an ,  die  Kcnntuiss  der  Wurzeln 
et+t-*n  der  Gleichung 

4d>M  —  0 

zur  Reduction  des  Potentials 

2» 


ff 


«*• 
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auf  eine  in  Bezug  auf  *,  *',  *"   symmetrische  Form,  die  wir  Normal- 
form heissen  wollen,  zu  verwenden. 


§.  6.    Herstellung  des  Potentials  der  Ellipse  nach 
der  ersten  Methode. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

oder  auch,  wenn  wir 

£2  —  (<D  —  e'-C+«i?)(<D  —  «*-'+*)(«>— «-*-C-rf*)(<I>  —  «f+C-t^ 

setzen 

4<&2r2  =  M  — £)Ä2 
also 

2  —    ^~^      f? 
r     —        4  02 

Wenn  nun   <p  von  0  bis  2n   läuft,   so  durchläuft   O  =  «*>  in    pos. 
Richtung  den  Einheitskreis,  und  weil  r  als  Function  von  y  auf  dem 

ganzen  Wege  pos.  ist,  so  muss  auch  ^  dem   Einheitskreise  entlang 

pos.  sein,  was  sich  auf  folgende  Weise  zeigen  las  st. 

Es  ist 

iq>  =  $(e  -  £+  i(tp  +  rj))  —  J(f  —  J—  1(9  - 1?)) 
also 


Ebenso  ist 


[in  l,  2    +t     2    j 
—    o     "r* 


2^2 
■2e  |tn^' 
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*-K  i  v—v 


a>— «-«-c-^  —  2« 


i-+'TJs.(!=-t+.'43) 


9        1  *      9 


—  2e  \inB. 

<P_e«+C-.-,  _  _  2e  2  2     f*"  V~2 '  ~2~  J 

*+S  j_  .9— V 
=  _2e   2  2    *nB' 

und  dcmuach 

oder 

^  =  16  f  in  ^  f  in  Ä  (in  £  sin  B\ 

Weil  nnn  ^  und  Ä  und  ebenso  -B  und  B'  conjugirt  sind,  so  ist  der 

Ä*    Sl 

Ausdruck  rechter  Hand  sicher  pos.,  also  auch  -^5  •  ^-  kann  nun  pos. 

oder  neg.  sein;  allein  da  r  pos.  aufzufassen  ist,  so  muss  auch 
-jn   pos.  aufgefasst  werden,  und  es  ist  also 

r 2         O 

ferner 

&  «  <D,    itp  =  log  <D,     cfy>  « 

also 

2*  _ 

J     r         VA—B    *  J    Ä 
0 

wo  nun  die  Variable  <Z>  den  Einheitskreis  in  pos.  Richtung  durch- 
läuft, also  wegen  f>£  die  beiden  Wurzeln  «C-«+ty  und  «-«-C-ty 
rechtläufig  umschliesst  und  ef-C+,1f,  e«K-*7  ausschliesst. 

In  den  Ausdruck  ß2  führe  man  die  neue  Variable  p  durch  fol- 
gende Substitution  ein: 

1  +  V 


*0 


also 


Es  ist  nun 


1  —  tp 

1   <J>— 1  cp 

*  -  "i  0+1  "  l«  2* 
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A-.(p(i+*—+i+*i)-Ki-t-t+i+«')) 

l-fe-H-C+fr  /  1—  «-'+C+*A 

und  ebenso 

l-h*«-t+V       .l-e-t+«\ 

*_,««-„  -  -  -3^_  (p+»1+<-t-C+<,j 

und  wenn  man  nun  das  Product 

(1  +  6-  *+C+ *?  )  (i  4-  e<-H-A?)  (l  +  e'+C-*?)  (1 + e-'-^-Ä?) 


abkürzend  mit 
bezeichnet  und 


«=  -  »i+e<-C-*?  ""       *tattH        2 ) 

«  =       »  l+^-C+*  =  -  *tan8  V 2        ) 

*  -       *  1+r— C-*  -       *tanfl  V 2        j 

*  -  -  •■  iq^=r+*  -  -  tta»(  V J 

setzt,  so  folgt 


51  (P  +  V         P  ' 


wenn 

P*  =  (p-a)(p-o')(|i-ft)(p-a*). 

Die  4  Wurzeln  der  Gleichung  P*  =  0   sollen  im  Folgenden   noch 
näher  untersucht  werden. 
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f in  (e~2~">n)      cof  Qy?)  sin  | + i  sin  (^ J  cos  \ 

Ich  multiplicire  nun  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit 

.3- 
'2' 


375 


cof(^)ccs3-f,ff«(^)sin3; 


dann  ist  der  Zähler 


Z  = 


„.(•zl),  _,,,„(!=<) 


C08s» 


sin? 


«iftr.  -»6*) 


sin2' 


COS; 


cof  (^j  cos  I  -  •  fin  (^J  sin  5,  2  sin  |  cos  | 

-  2sin|cos?-sin|cos  ?(cof«  (!=*)  -fi„*  (!=«)) 
+  ,fin(^)c»f(^)(sin*|+cos.l) 
-sinfcosf+.fta^cof^) 


COS: 


=  i(8inij+«fut(e--ö) 
and  der  Nenner 


x(»l(^)cc.5+.n»(!i4-ä) 

-  cof8(^)  -sin^  «  i(C0f (*-£)  +  cos  ij) 


folglich 
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sinij+iftnfa  —  J) 
und  demnach 


a"co»^"+cof(«-0 


j_  sing  —  tftn(c  —  Q 

*"  CO8l?  +  C0f(€-f) 

und  weil  sich  die  Wurzel  &  aus  der  Wurzel  a  durch  Vertauschung 
von  £  und  17  mit  — -£  und  — 17  ableiten  läset,  so  ist  auch 

^_      sirny  +  efoifr+S) 

a      cosi7  +  cof(«+£)   ' 
und 

8inq  +  tjfa(c  +  £) 


Ä'= 


cosi7+cof(6+£) 


Aus  diesen  Formeln    ergibt  sich,  dass  mod(recpa)  >  rood(recp&) 
und  weil 

ftn(«+Q  Bn(6-Q 


cosi7+cof(e+£)     co8ij  +  cof(e  —  t) 


ft«(g+g)coT(g  — 0  — coT(g+g)fin(g  — 0 

0     (COS17+ cof  («+£))  (cos  17+ cof  («  —  £)) 

.  Cosi7(ftn(g+g)-iUt(6-fl) 
+        ( ) 


ff"(g+P ffn(c-£) 

cosi7+cof(e+D     cos  17+ cof  (e  —  f) 


fin2S+2cofgjtngcosi7 
M  (cos  17 + cof  (e  +  f))  (cos  17+ cof  (*  —  £)) 

also  positiv  ist,  so  folgt  auch 

imcpa  <imcp& 
Ferner  ist 

gin^  +  Bn8^  — t)        cos2ig  +  2cogiycof(i  — Q  +  l 
1      (cos  n  +  cof  («  -  £))'  ~         (cos  17  +  cof  (b  -  D)« 

2  cos  ty  (cos  17  +  cof  (g  —  £)) 
0      (cos  17+ cof  (g  —  £))2 


2  cos  17 


und  weil 
so  folgt 


cos*7+cof(g  —  £) 


cos  17 cos  17 

cos  17+  cof  (£  —  f)  -^  cos  17  +  cof  («  +  £) 

moda<[modi  <  1 
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und  somit  liegen  alle  4  Wurzeln  innerhalb  des  E.  K.  Der  Radius 
des  Kreises  durch  die  4  Wurzeln  werde  mit  n  und  der  Mittelpunkt 
mit  m  bezeichnet;  dann  hat  man 


und 
also 
ferner 
demnach 

folglich 

wo  also 
Nun  ist 

und 

demnach 


ne-ta  „  a' — m 

n*  =  (a  —  m)  (a! — :  m)  \ 
»2«  (&  —  m)(&'—  m) 
(a  —  ro)(a'—  m)  =  (b  -m)(Ä'— m) 
aa!—bb'=*  (a+a'—b—b')m 

—       «*'"" bh'  aa'—bb' 

m~  a+a'-b-b'*        L 

L~a  +  a'—b  —  b' 

.     p  r.  sin« 

«+»  ==  2.recpa  —  2-— — r~^T7 *\ 

■  r  cosi?+cof(*--£) 

b+b'=*2.TWpb    «—2 j^        ,      y. 

1  r  cos^-|-co|(f+£) 


L  -  2sm  7?  (cof  (g_f)  +C081?  +  W|(f  +  0  +  ^j) 

2siniy(co{(£  +  £)+cof(c  — g)  +  2cosiy) 
8=3  (cof^-O+cos^XcoKf+Ö+cosi/) 

4  sin  rj  (cof  e  cof  £  -f-  cos  iy) 

0  (cofecolf+cosi?  — fln  «  Rn  D  (cof  *  cof  f-fcosi?-f  fin  c  fin  C) 

__       4  sin  f[  (cof  f  cof  g+ cos  1?) 

~~"  (coffcoff+cosij)*— fm»«ftn*£ 
4 sin  rj  (cof  e  cof  £ -f-  cos  q) 


i(coj26+cof2t)  +  2cosi7Cofgcoff+cos2i? 
also  ist  X  positiv.     Ferner  ist 


:'-,«n,(i=|ra)tm8(i=£ti5) 


cof(g  —  0  —  cosiy 

cof  (€  —  Ö  +  COS1J 
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und  durch  Vertauschung  von  r\  und  £  mit  —17  und  —  £  erhält  man 
hieraus 

c»f  (£  +  £)—  cosi? 


folglich 
aa'—  bb'  = 


M'~C0f(«+D  +  CO8!| 


(cof  *  cof  f+  cos  17)*—  ftn* « ftn*  f  ^ 

cof  (f  —  £)  —  cos  i\ .  cof  (€  —  £)+ cos  17 

C0f(«4-Ö  —  COS17.Cüf(€-fJ)+C0817 

(cof  1  cof  t + cos  t?)*  -  ftn8  *  flu*  f  X 


cof(c— £).cosij 
cof  («+£).  cos  1? 

4fingftnfcosiy 


1.  — 1 
1.     1 


(cof  s  cof  ?+  cos  1?)2 — ftn*  €  fin*  f 


Dor  Mittelpunkt  des  Kreises   durch  die  4  Wurzeln  wird  demnach 
durch  die  Gleichung 

fincfingcosiy 


(cof*coft+c081?)8in1? 
bestimmt.    Derselbe  liegt  also  auf  der  R.  L.y  westlich  vom  Ursprünge. 
Um   einen  richtigen  Einblick   in   das  Wesen   der  Substitution 

0  —  1 

p  =  —i  jgnrr  zu  erhalten  und  um  aus  derselben  unmittelbar,  also 

ohne  Hülfe  von  tang  ?»  den  neuen  Integrationsweg  zu  erkennen  und 
um  auch  dem  Yerständniss  der  zweiten  Art  der  Behandlung  der  Re- 

duetion  des  Integrals  VäB  /  —  in  die  Normalform  entgegen  zu 


-,p 


kommen,  stelle  ich  noch  folgende  Betrachtung  an. 

1.    Abbildung  der  innerhalb  und  ausserhalb  eines  beliebigen 
Kreises  liegenden  Teile  des  x  Feldes  durch  die  Function 

1 
x  —  a 

Die  Strecke,  welche  den  Pol  a  (Fig.  2.)  mit  dem  Punkte  x  ver- 
bindet, wird  nach  Grösse  und  Richtung  durch  die  Zahl  s—  a  dar- 
gestellt.   Die  Zahl .  weiche  mit  y  bezeichnet  werden  soll,  kann 
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durch  einen  Strahl  dargestellt  werden,  dessen  Länge  gleich  dem  re- 
ciproken  Werte  von  mod  (x  —  a)  ist,  nnd  welcher  unter  dem  Azimute 
—  7  vom  Ursprünge  abgeht,  wenn  die  Phase  von  x  —  a  mit  <p  be- 
zeichnet wird.  Der  Punkt  x  durchlaufe  nun  einen  beliebigen  Kreis. 
Um  auf  der  y  Ebene  das  Bild  dieses  Kreises  zu  erbalten,  ziehe  ich 
vom  Ursprünge  aus  unter  den  Azimuten  der  Phasen  von  (x  —  a) 
Strahlen  und  trage  auf  denselben  die  umgekehrten  abs.  Werte  von 
(«— a)  ab. 

Es  sei  also 

,       1,1*1  „      1 

oq  =■  — »     op  =  — 1     oq  «=■  ~-jBi     op  —  — 
*        aq  op  <^r        r        ax 

n.  s.  f.    Weil  nun 

ap .aq  *=  ax. axm 
so  ist  auch 

1  1 


ap.aq       ax.aaP 
oder 

oq\opf '—  op'f.o<lf 

die  4  Punkte  p\  q,  p",  q"  liegen  demnach  auf  einem  Kreise.  Es 
ist  nun  leicht  zu  zeigen,  dass  auch  alle  andern  Bildpunkte  auf  dem 
y  Felde  auf  diesem  Kreise  liegen  müssen.  Durchläuft  x  den  Kreis 
von  p  aus  in  pos.  Richtung,  so  durchläuft  y  einen  andern  von  p' 
aus  in  neg.  Richtung.  Diese  so  erhaltene  Figur  1  auf  dem  y  Felde 
lege  ich  um  die  R.  L.  um,  und  erhalte  so  einen  Kreis  /',  der  von 
der  Variablen  y  in  demselben  Sinne  durchlaufen  wird,  in  welchem  x 
den  gegebenen  Punkt  durchläuft.  Mittelpunkt  und  Radius  lassen  sich 
auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Der  Radius  des   gegebenen  Kreises  sei  n  und  die  Strecke  vom 
Pole  a  bis  zum  Mittelpunkte  werde  mit  m  bezeichnet.    Demnach  ist 

1  1.1  1 

« e-t«  ,     «  — —  e-*a 

q  —  a       m — n  p  —  a       m-\-n 

also  Mittelpunkt 
und  Radius 


2  \m  —  n      m-\-nJ        m? 


Man  denke  sich  nun  die  x  Ebene  mit  Kreisen  belegt,  welche 
mit  dem  gegebenen  den  Mittelpunkt  gemein  haben  und  wende  auf 
dieselben  die  erhaltenen  Formeln  für  Mittelpunkt  und  Radius  au. 
a  und  m  sind  für  alle  Kreise  constant  und  nur  »  ist  unveränderlich. 
Weil  nun 
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ra2  -f-  n2  m2  —  n2  2mn 


ein  (w2  —  n2)2  </«  (w2  — n2)2 

so  nimmt  sowohl  der  Radius,  als  auch  der  abs.  Wert  des  Mittel- 
punktes mit  wachsendem  n  zu  und  weil 

m2-f-n2  2mn  (m  —  n)2  1 


(m2_  M2)2        (m2  _  „2)2  -   (m2  __  „8)8  -   (»  +  »)«- 

so  ist  die  Zunahme  des  Radius  grösser.  Alle  Kreise  auf  dem  x  Felde, 
welche  innerhalb  des  gegebenen  liegen,  geben  auf  dem  y  Felde  wieder 
Kreise,  die  aber  alle  innerhalb  des  Kreises  I'  liegen;  somit  ist  das 
Innere   von  I'  Bild    des  Inneren   des   gegebenen  Kreises    und   der 

ß—ia 

"Mittelpunkt  b  bildet  sich  im  Punkte ab.    Mit  wachsendem  n  ent- 

m 

fernt  sich  der  Mittelpunkt  des  Bildkreises  immer  mehr  vom  Ursprünge, 

bis  er  für  n  =  m  in  unendlicher  Ferne  liegt   und    weil  für   diesen 

Wert  von  n  auch  der  Radius  unendlich  gross  geworden  ist,  so  geht 

der  Kreis  in  eine  Gerade  AB  über,  welche  in  der  Entfernung  g- 

auf  der  Linie  der  Mittelpunkte  senkrecht  steht.  Der  Teil  des  y  Feldes, 
welcher  zwischen  dieser  Geraden  nnd  dem  Kreise  I'  liegt,  ist  also 
Bild  des  Kreisringes,  welcher  von  dem  gegebenen  und  dem  durch 
den  Pol  a  gehenden  Kreise  gebildet  wird,  bie  Mittelpunkte  derjeni- 
gen Kreise  nun,  deren  Radien  grösser  als  m  sind,  werden  durch  die 
Formel 

n1  —  mz 

bestimmt.  Sio  liegen  auf  eiaer  Geraden,  die  unter  dem  Azimute 
—  («  +  *)  vom  Ursprünge  abgeht,  also  auf  der  Rückverlängerung 
der  Linie  oA.    Der  Kreis  i/  z.  B.  ist  Bild  des  Kreises  durch  r  auf 

dem  £  Felde.    Weil  -z 5>~5 *•    so    schliessen     alle    diese 

Kreise  den  Ursprung  ein,  welcher  selbst  Bild  des  Horizontes  wird. 
Der  Teil  des  x  Feldes,  welcher  ausserhalb  des  Kreises  durch  r  liegt, 
bildet  sich  in  das  Innere  des  Kreises  II  ab.  Diese  Betrachtungsweise 
schliesst  die  Abbildung  des  x  Feldes  für  alle  Lagen  des  Poles  a  in 
sich,  derselbe  mag  also  ausserhalb,  innerhalb  oder  auf  dem  gegebenen 
Kreise  liegen.  Liegt  der  Pol  a  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises, 
so  bildet  sich  derselbe  wieder  als  Kreis  ab,  und  das  Innere  desselben 
ist  Bild  des  Inneren  des  gegebenen  Kreises,  während  das  Aeussere 
Bild  des  übrigen  Teiles  dos  x  Feldes  ist.  Liegt  der  Pol  a  auf  der 
Peripherie  des  Kreises,  so  ist  eine  Gerade  Bild  desselben,  und  das 
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Innere  bildet  sich  anf  der  einen ,  nnd  das  Aeussere  auf  der  andern 
Seite  derselben  ab.  Liegt  der  Pol  a  schliesslich  im  Innern  eines 
Kreises,  so  ist  das  ßild  desselben  wieder  ein  Kreis,  und  der  Teil  dos 
x  Feldes,  welcher  ausserhalb  des  gegebenen  Kreises  liegt,  bildet  sich 
in  das  Innere  desselben  ab,  während  das  Innero  sich  ausserhalb  ab- 
bildet. In  allen  Fällen  ist  der  Horizont  des  y  Feldes  Bild  des  Poles, 
während  der  Horizont  des  x  Feldes  sich  im  Ursprünge  abbildet. 
Wir  wollen  noch  einen  analytischen  Ausdruck  ableiten,  welcher  die 
Bilder  auf  der  y  Ebene  ebenfalls  offenbart.  Der  Pol  werde  mit  a 
bezeichnet,  der  Mittelpunkt  des  Kreises  mit  dem  Radius  n  sei  b  und 
seine  Entfernung  vom  Pole  m.  Wenn  nun  irgend  ein  Punkt  dieses 
Kreises,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt  als  Ursprung,  mit  x  bezeichnet 
wird,  dann  ist 

1  _  1  e-<« 

y  *"  *  +  £  —  a  £='  we*<a+*)-f-f?ie"t  ™"  m  +  ne^> 
also 


folglich 


L  e~'*      _    me~%*   __      e~ia     ( — n*  —  fnnei(P\ 

2  ™  m  +  nCV      m2  — n2        »i2  — n2\     m-f"n«,y     / 

0  ~~  «ia  —  w^Vm-J-ne'v 

~"~         m2  — n2  '  V  m-J-ne»?  / 

y  ^  wi2  — n2~~  wi^-w2  V  »i  +  ne«P/ 


Weil  nun  der  abs.  Wert  des  eingeklammerten  Bruches  1  ist,  so 
durchläuft  nach  dieser  Formel  y  einen  Kreis   um  den  Mittelpunkt 

mit  dem  Radius     8_   t .  wenn  q>  von  o  bis  2n  läuft.    Liegt 


«je—1 


ta 


m* —  n*  m*  —  n* 

der  Punkt  a  auf  der  Peripherie  des  Kreises ,  so  ziehe  man  durch 
denselben  einen  Durchmesser,  und  der  Winkel,  den  irgend  ein  Strahl, 
dessen  Länge  r  sei,  mit  demselben  bildet,  werde  mit  q>  bezeichnet; 
dann  ist 

-        75R)  =  ^«~*  ~  rU (co89>-»sin <p) 


Nun  ist 
also 


r  —  2n  COS  9 
y  —  -^-l— *tang<p) 


Diese  Formel  stellt  nun  aber  eine  Gerade  dar,  welche  auf  einer 
andern  Geraden,  die  unter  dem  Azimute  —  et  vom  Ursprünge  abgeht, 

in  der  Entfernung  ~~  senkrecht  steht 
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2.    Abbildung  der  innerhalb  und  ausserhalb  des  Einheitskreises 
liegenden  Teile  des  x  Feldes  mittelst  der  Formel 


~'(M) 


x  —  1 
Zum  Zwecke  der  Abbildung  gebe  ich  dem  Ausdrucke  —  tg  ,  ^ 

(2    \  2 

l-rj-l  ■=»  —  >'"Hi  _l   *     Ltegt  nun  x  auf  dem 

Einheitskreise,  so  wird  x-\-l  durch  einen  Strahl  dargestellt,  welcher 
den  Ursprung  mit  einem  Punkte  des  Kreises  verbindet ,  welcher  mit 
dem  Radius  1  um  den  Punkt  1  beschrieben  wird.  Durchläuft  nun 
x  vom  Punkte  1   aus  den  innern  Rand  des  Einheitskreises  recht- 

2 
läufig,  so  durchläuft  nach  dem  Vorhergehenden  j^jry  die  Südhälfte 

einer  Geraden,  welche  auf  der  Realitätslinie  in  der  Entfernung  1 
senkrecht  steht,  in  südlicher  Richtung,  durchläuft  dann  die  Osthälfte 
des  Horizontes  rechtläufig  und  kehrt  über  die  Nordhälfte  der  Gera- 

2 

den  zur  Realitätslinie  zurück.     %      .  t  umläuft  dann  in  pos.  Richtung 

x  — j-  ± 

das  ganze  Gebiet,  welches  nördlich  der  Geraden  liegt,  die  in  der 
Entfernung  i  auf  der  lateralen  Axe  senkrecht  steht  und  schliesslich 

umkreist  —  i-j-t-j—  oder  — *("*jli)  vom  Ursprünge  aus  in  pos. 

Richtung  das  ganze  Gebiet  nördlich  der  Rcalitätslinie.  Das  x  Feld 
wird  nun  durch  den  Einheitskreis,  die  Realitätslinie  und  die  laterale 
Axe  in  verschiedene  Teile  geteilt,  die  einzeln  abgebildet  werden  sollen. 

Kreis  I  des  x  Feldes  stelle  den  Horizont  dar,  Kreis  II  sei  der 
Einheitskreis,  und  III  der  Kreis  durch  die  4  Wurzeln  *,  b,  etc. 
Ebenso  sei  IV  der  Horizont  des  y  Feldes,  V  der  Einheitskreis  und 
IV  der  Kreis  durch  die  4  Wurzeln  ü,  b,  etc.  Die  entsprechenden 
Wege  beider  Variablen  x  und  y  seien  mit  den  kleinen  Buchstaben 
a,  &,  Cj  etc.  und  die  entsprechenden  Gebiete  beider  Felder  mit  den 
grossen  Buchstaben  A,  B,  C  etc.  bezeichnet.  Durchläuft  x  den  innern 
Rand  des  Einheitskreises  vom  Punkto  1  aus  in  pos.  Richtung,  so 
umläuft  die  Variable  y  vom  Nullpunkte  aus  die  ganze  Nordhälfte 
des  y  Feldes  in  pos.  Richtung.  Ferner  ist  der  Rand  der  Südhälfte 
des  y  Feldes  Bild  des  äusseren  Randes  des  Einheitskreises.  Der 
Horizont  des  y  Feldes  ist  das  Bild  eines  unendlich  kleinen  rück- 
läufigen Kreises  um  den  Punkt  —1.  Denn  für  einen  solchen  Punkt 
ist  x  =  —  1  +  Qe*9,  also 


■+. 


!.<G--0 
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it  3« 

wo  <p  von  g  bis  — 5-  abnimmt     Die  pos.  Hälfte  der  Reaiitätslinie 

des  «Feldes  bildet  sich  auf  der  lateralen  Axe  zwischen  +  »  und  —  t 
ab,  und  der  nördliche  Horizont,  in  pos.  Richtung  durchlaufen,  gibt 
als  Bild  einen  unendlich  kleinen  neg.  Halbkreis  um  den  Punkt  — ». 
Denn  für  einen  Punkt  desselben  ist 

wo  q>  von  0  bis  n  läuft  Ferner  wird  die  neg.  Realitätslinie  vom 
Westpunkte  bis  zum  Punkte  —  1  auf  die  neg.  laterale  Axe  zwischen 
—  •  und  dem  Südpunkte  geworfen,  während  der  Cstl.  Horizont  Bild 
eines  kleinen  neg.  Halbkreises  um  —  1  ist.  Das  Stück  der  Realitäts- 
linie zwischen  —  1  und  0  bildet  sich  auf  der  nördl.  Hälfte  der  latera- 
len Axe  zwischen  dem  Nordpunkte  und+*  ab.  Durchläuft  demnach 
x  den  Rand  der  Nordhälfte  oder  Südhälfte  des  x  Feldes ,  so  durch- 
läuft y  den  Rand  der  Ost-  oder  Westhälfte  des  y  Feldes.  Durchläuft 
schliesslich  x  vom  Ursprünge  aus  die  laterale  Axe  in  nördlicher 
Richtung,  so  durchläuft  y  vom  Punkte  +*  aus  den  Einheitskreis  in 
neg.  Richtung.    Denn  es  ist 


»  =  -f(S+r)*"*'(r+S) 


hat  also  beständig  den  abs.  Wert  1.  Der  innere  Rand  des  Einheits- 
kreises auf  dem  y  Felde  ist  also  Bild  des  Randes  der  Osthälfte  des 
x  Feldes,  während  der  äussere  Rand  Bild  des  Randes  der  Westhälfto 
ist.    Wenn  nun 

q  =  ««-£+•*,    b  «=  eC-'+»«,    c  =  e-t-t-%    b  *=  «H  C-*v 

die  Wurzeln  der  Gleichung  &*  «  0  sind,  so  ist  mod(ab)  =  mod(bc)  =  1 
und  demnach  liegen  dieselben  auf  einem  Kreise,  der  von  djm  Einheits- 
kreise rechtwinklig  geschnitten  wird.  Weil  nun  derselbe  ganz  in  der 
Osthälfte  des  x  Feldes  liegt,  also  der  Pol  0  der  Abbildung  ausserhalb 
desselben,  so  ist  sein  Bild  ein  Kreis,  der  ganz  innerhalb  des  Einheits- 
kreises liegt,  und  dessen  Mittelpunkt  wegen  der  couforraen  Abbildung 
auf  der  Realitätslinic  liegt  Die  Abbildung  zeigt  also,  dass  durch  die 
Substitution 


:-*'(l+l) 


alle  Wurzeln  der  neuen  Gleichung  in  das  Innere  des  E.  K.  verlegt 
werden  und  wieder  auf  einem  Kreise  liegen. 

Es  war 
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(P+r 
wo 

Für  die  Wurzeln  der  Gleichung 

^  — B  T  i4      .ß 

die  wir  mit  o,  b,  c  und  b  bezeichnet  haben,  gelten  nun  die  Relationen 

20,(0,  6,  C,  b)  =  Q  +  b+C  +  b  «  -A^tfAm-iVB,) 

ZC^a,  b,  c,  b)  =  (o+b)(c  +  b)  +  ab+cb 

0  ,1  — i* 

2tö,(a,  b,  c,  b)  —  abc+Qbb  +  ocb+bcb«  j^CV^-HV^) 

2C4(o,  b,  c,  b)  —  abcb  -  1 

Nun  ist  auch 

l+£Ci  +  lCi  +  2Cs+i:ci^(l+^(l  +  b)(l+c)(l  +  \>) 
also 

2+£C1  +  2!Cs+£C3  -  H(l  +  «-*-C-<9) 

und  demnach 

4     ((yx+«)»+y«+^) 


4 


j?» 


wenn  wir  mit  ff  die  Entfernung  des  Bezugspunktes   vom  neg.  Ende 
der  x  Axe  bezeichnen. 

Somit  ist 
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/ 


2* 


Um  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  zu  bestimmen ,  dividire 
ich  mit  <D2;  also  ist 

Q*—  A  -B(p  +  i)*(p  +  i)2  A-B(p*  +  1)*^ 

Weil  nun  ^  pos.  sein  muss,  so  ist 

&       JH_    _J_  2_ H_ 

0  *=  A-B*p*  +  1  (p-i)lp  +  i)%A  —  Br 

also 

2  tf 

Aus 

*_i±*  =  _t£ — ln_ 

1  —  *p  P+*  P  +  * 

folgt 

somit  __ 

H    J    P 

Durchläuft  <D  den  innern  Rand  des  E.  K,  von  1  aus  in  pos. 
Richtung,  so  durchläuft  p  vom  Ursprünge  aus  in  pos.  Richtung  deu 
Rand  der  Nordhälfte  des  Zahlenfeldes.  Weil  aber  der  Iutegraud  im 
Horizonte  verschwindet,  so  ist 

2VAB   fdp 

H     J    P 

-oo 

Die  Pole  dieses  Integrals  sind  die  Wurzeln  der  Gleichung  P2  =  0. 
Da  dieselben  aber  complex  sind,  so  kann  die  Realitätslinie  ungehin- 
dert passirt  werden  und  das  Integral  hat  einen  endlichen  pos.  Wert. 

Das  Polynom  P2  soll  nun  durch  eine  neue  Substitution  in  ein 
anderes  verwandelt  werden,  dessen  Wurzeln  sämtlich  auf  dem  Einheits- 
kreise liegen.  Während  also  die  alte  Variable  p  den  Kreis  durch 
die  4  Wurzeln  der  Gleichung  P2  =  0  passirt,  muss  die  neue  Variable 
den  E.  K.  durchlaufen.    Wir  setzen  demnach 

p  ■»  m-\-nq 

wo  m  Mittelpunkt  des  Wurzelkreises  und  n  dessen  Radius  ist. 

Es  ist  also 

demnach 

Arch.  4.  Math.  *.  Phys.  2.  Beihe,  Teil  UL  25 
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—  *(.-===) 

Ferner  ist 

q — m £  (a  —  m) 

n      ~~~        Zn 
and  weil 

Lm  =  aa' —  bbr 

so  ist  auch 

L{a—m)  —  a2  —  a(ä-f-6')+M'  —  («  —  *)(a— *') 
and  ebenso 

Zr  (a'  —  m)  «  (a'  -  *)  (a'  -  &') 

L(b-m)  «.— (5  — a)(£  — a') 

Z,  (6'  —  «i)  —  —  (&'  —  a)  (&'—  a') 
somit 

Z2(a  —  ro)(a'  —  w)  —  (a  ~&)(a  — &')(«'— *)(«'  —  *') 
oder,  weil 

»2  =  (a  —  m)  (a'  —  w) 

(Zn)2  —  (a  —  5)  (a  —  &')  (a'  -  b)  (a1  —b') 

Da  nun  die  Factoren  (a— £)  and  (a'  —  fc')  und  ebenso  (<i— £')  und 
(a'—b)  conjugirt  sind,  so  ist  (Ln)9  positiv,  and  weil  nach  früherem 
L  und  n  positiv  sind,  so  hat  man  in  der  Gleichung 


Ln  —  V  (a—  b)  (a  —  b')  (a'  —  b)  (a'  -  b') 

die  rechte  Seite  positiv  zu  verstehen. 

Wir  fuhren  nun  folgende  Abkürzungen  ein: 

«»««-&;     «•»  — a'-Ä1;    /P  — a-*J;     ß'*~a'~b 

und  verstehen  unter  er,  «',  0  und  0'  diejenigen  Wurzeln  aus  diesen 
Ausdrücken,  deren  reelle  Componenten  positiv  sind. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  P2  —  0  sind  nun 


a 

—  m 

L(a  — 

"~~        Ln 

m) 

aß 

n 

~  a\ß' 

a' 

—  m 
n 

L(a'— 
Ln 

m) 

a   ß 

weil 
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L(b  —  m) «*£'»,     Ln  —  aa'0/3' 


so  ist 

und  ebenso 

b—  m       L(b—m)       a    ß' 
n                 Ln             a' .  ß 

Weil 

b'  —  m        L(b'—m)       a'.ß 
n                  Ln             a  ,ß' 

.«  ß  Aa'ß'  aß'  «'0' 

mod  -Toi  —  mod  —75-  —  mod  -fz  —  mod  -~y, 
tt  p  a  ß  aß  a  ß 

so  liegen  dieselben  auf  dem  Einheitskreise.    Es  ist  nun 

und  weil  nun  die  Factoren  des  Productes  27  conjugirt  sind,  so  ist 
der  Ausdruck  rechter  Hand  für  alle  reellen  Werte  von  q  positiv. 
Für  reelle  q  sind  aber  auch  die  p  reell  und  weil  dann  P  positiv 
sein  muss,  so  folgt 


folglich 


2VÄB 


L} 


H  J    yil(aßq  —  a'ß') 


—  00 

Es  soll  nun  eine  Substitution  gesucht  werden,  durch  welche  der 
Ausdruck  U(aßq  —  ct'ß')  so  verwandelt  wird ,  dass  die  Wurzeln  des 
neuen  Polynoms  auf  der  lateralen  Axe  liegen.  Durchläuft  also  die 
Variable  q  den  Einheitskreis,  so  muss  die  neue  die  laterale  Axe  durch- 
laufen.   Wir  wissen  nun  aus  dem  früheren,   dass  in  diesem  Falle 

2 

der  Ausdruck  -q-j   e*ne  Gerade  in  südlicher  Richtung   durchläuft, 

welche   auf  der  R.  L.  in  der  Entfernung  1  senkrecht  steht.     Der 

2 

Weg  von  — nr  ißt  demnach  eine  in  der  Entfernung  —1  vom  Ur- 

sprungo  auf  der  R.  L.  senkrecht  stehende  Gerade,  die  in  nördlicher 
Richtung  durchlaufen  wird.  Soll  nun  aber  die  laterale  Axe  durch- 
messen werden,  so  müssen  wir  noch  1  dazu  setzen,  und  die  neue 
Variable  ist  demnach 

._!_      2  g-1  „_   l±f 

2+1  ~  3+1'       q^l-° 

25» 
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Da  nun 

(tt'ß'q-aß)  »  («'/»' f^J  -  «ß)  -  j-Z^<(«tt*'/»>-(«0-«7»')>, 

und 

(aßq-«'ß')  -  («0  j±f  _  „^  _  Ii_((o/J+a./j-),_(<,^'_^))5 

so  folgt 

ein  Ausdruck,  der  durch  Einfahrung  der  Abkürzungen 

ig  =  aß    -  o'ß' 

V  =  ctß'  —  a'ß 
wo  also  f,  g,  h  nnd  j  reelle  Grössen  sind ,  folgende  Form  annimmt : 

n(«ßq  -  a'ß')=  ^y,  (A  -  ig)  (ft  +  ig)  (h  +  üj)  (h  -  üj) 

"■äh)^fiti+a')hi+iis%) 

1        « 


Die  Wurzeln  S*  =  0  sind  nun  »  -,  —  «>  *'-..  —  »r,     liegen    also 

auf  der  lateralen  Axe.    Weil  V27  auf  dem  ganzen  Wege  pos.  ist, 
so  muss  JS  auch  pos.  sein,  folglich  ist 


Es  war 

„-       '  +  1-       14-     2 
also 
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Läuft  die  Variable  q  auf  der  R.  L.  vom  Westpunkte  aus  über 
— 1,  0,  +1  bis  zum  Ostpunkte,  so  passirt  *  ebenfalls  die  R.  L.  and 
zwar  vom  Punkte  1  aus  bis  zum  Ostpunkte,  dann  vom  Westpunkte 
Aber  — 1  und  0  zum  Punkte  1  zurück,  also  die  ganze  R.  L.  vom 
Westpunkte  bis  zum  Ostpunkte.  Das  Potential  bekommt  nun  folgende 
Form: 

00 

oder  auch 


-*?*/•! 


Das  Polynom  S*  soll  nun  durch  eine  neue  Substitution  in  ein 
anderes  verwandelt  werden,  welches  nur  noch  2  verschiedene  reelle 
Wurzeln  mehr  hat.    Eine  solche  Substitution  ist 

gj  fh 

und  die  Wurzeln  des  neuen  Polynoms  sind  tt  und  — ..    Wir  setzten 

fh  gj 

f=aß+a'ß'     und    h  «=  aß'+  a'  0, 
also 

=  ««'(a+a'-i--  b')  +  ßß'(ä+ar—  *  —  b') 

-Z(««'+ ^/lO- 
Weil  nun  sowol  Z,  als  auch  <*a*  und  ßß'  pos.  sind,  so  ist  auch  hf 
pos.    Ferner  ist 

g=\(aß-a'ß%      j  =  \(aß'-e!ß) 
also 

=  ßßHa  +  a'—b—b')  -  «^(a+a'-*  -*') 

=  L(ßß'-*«') 
folglich 

fk.gj  =  L*(aa'-ßß')(a*'+ßß')  -  &{a*a*-Pß?*). 
Nun  ist 
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..— ,  -  ,(,.„,(<i=|=ä)-,„„(i±^±a)) 

"\«-C-=V=s)"-'(!±^'X 


cof(H-«i?)+cof« 


ebenso 
demnach 


(     '    "  (cof (£+»i?)+cof«)(cof({;-  .itf+cofe)- 


Der  Zahler  dieses  Braches  ist  aber 

Z  —  4  flu  (f  +  tij)  fln  (£—  mj)  —  2(cof  2£  -  cos  2ij) 
—  2(wf*£-fjiii,£-cos8ij+8ra*if) 
=  2(l+2jin*J:-:L+2sin»ij)  =  4(fto»{+sin8ij) 

und  der  Nenner 

N  —  (coffco8i2+cofj:+*pnf8ini?)(c»f?cosi7+cüf£  — »pnfsint) 
—  cof  2£cos2ij + co(2£+ 2cof fcof  e  cos  ij  +  ftn2f8in2i/ 

=  C0f2£  +  C0f2f+CO8212— l  +  2C0J6C0f{;C08lJ 


und  weil 
also 

so  ist 


.       (A+t)(A+t')(A+t") 
x MA^B)  ' 

A-B       r         r«. 

s  =  -yj-Cof€COf£cosi?, 
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\A-B^A-B^A-B      ^^A-BJ 


Wir  haben  aber  gefunden,  dass 

2Ct(t,t\t")  =  x*+y*+z*-(A  +  B) 


also 


folglich 


A-B 


(a«')»  =  4! 


Wenn  man  $  mit  g  vertauscht,  so  gehen  a  und  a'  in  einander 
über,  und  b  nnd  &'  bleiben  unverändert.  Dann  gehn  also  a  und  ßr 
und  a'  in  ß  über.  Man  braucht  folglich  nur  t  mit  t'  zu  vertau- 
schen um  (ßß')*  zu  bekommen,  also 

somit 

«V'-/^"  -  <««'+ft8')<«'-  WO  -  ^,  «'-<), 

also  neg.    Weil  nun  aa'+ßß'  pos.  ist,  so  muss  ««'  -00'  neg.  sein, 

also  auch 

gj=L(aa'-ßß') 

und  die  beiden  Wurzeln  j^%  — .  sind  daher  negativ. 

Weü 

_£*  —  «.  ^g*; 

pos.  ist,  so  setze  ich 

und  verstehe  unter  y  die  pos.  Quadratwurzel;  dann  wird 

'S2  =  yHfhu—gj)(fh—gju) 

-  y2-R*. 
Ferner  ist 

*  »  yt«i,    also    <&  =»  iy**~* 
demnach 
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*•-#** 


CO 

0 


Wenn  wir  nun  in  dem  Aasdrucke  für  R%  für  fk  und  gj  die  früher 
erhaltenen  Werte  einsetzen,  so  erhält  man 

R*  -  L*((aa'+  00')  u  -  (aa'—ßßf)  ((<*«'+  ßß')  -  (aa'—  00» 

-LW(i+«)-««'(i-«))#a+«)+««'(i-«)) 

»^2((^0(i+^-(<'-0(i~t*)8) 
wo  U2  auf  der  ganzen  i?.  X».  pos.  ist;  also 


und  demnach 


2Zr 


r-*rnf& 


ein  Integral,  welches  sowol  an  der  untern,  wie  an  der  obern  Grenze 
convergirt  Es  ist  nun  leicht,  dieses  Integral  in  ein  anderes  zu  ver- 
wandeln, welches  sich  nur  von  0  bis  1  ausdehnt.  Ich  schreibe  des- 
halb 

0  1 

und  ersetze  im  zweiten  Integrale  u  durch  -7;  dann  wird 

0 
In  dem  Ausdrucke 

m  =  {1-u)K((t-n(\^y-\-t"-f  ) 


setze  man  nun 


«-o-G^h--. 


dann    umfasst  der    neue  Integrationsweg  das  Stück  der  &  L.   von 
dem  pos.  Werte  t  an  bis  zum  Ostpunkte. 
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=«'-0^* 


,»v  JdlÜL 
(l-«)8 
also 

(1-u)» 

dw  =  4(t-t")(l+^)dt' 

Ferner  ist 


also 


4«  -  (1  +  «)»- (1  -«)•  -  (1  - «)» (5^ - 1) 
and  aas  der  Substitution  folgt 

l-»=h-t" 


also 
demnach 


du  dt» 


V«U       0l+u 


»S:»-«^^-» 


<fo 


folglich 


§  7.    Herstellung  der  Normalform  nach  der 
zweiten  Methode. 

Weil  mod(ab)  =  mod(cD)  =  1  ist,  so  liegen  die  4  Wurzeln  der 
Gleichung  Sl*  =  0  auf  einem  Kreise,  welcher  von  dem  Einheitskreise 
rechtwinklig  geschnitten  wird.    Es  war 

a  =  *-*+«  =  ^ 
a' 

b  -  «-H-H-*  —  — 
a 
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aa*a 

a 

Die  Mitte  /  der  Sehne,  welche  die  beiden  Punkte  a  und  b  ver- 
bindet, ist 

1/^'  ,  a*P\       J    a'*  +  a* 
2\   a  +  a*  )  "  2         aa' 

Die  Lange  der  8trecke/V»,   wenn  i»   der  Mittelpunkt  des  Kreises 
durch  die  4  Wurzeln  ist,  werde  mit  h  bezeichnet;  ihr  entspricht  also 

nach  Richtung  und  Grösse  die  imaginäre  Zahl  A«  v~"2/.    dann 
stellt  om  nach  Richtung  und  Grösse  die  Zahl 

dar.    Die  Strecke  gm  werde  mit  j  bezeichnet  und  wird  nach  Richtung 

und  Grösse  durch  je1  \2  "~  V  dargestellt,  hat  also  das  Azimut^— ij. 
Nun  entspricht  der  Strecke  ög  die  Zahl 


1/    1 .a*\      l/HoV»\ 


somit  der  Strecke  om  die  Zahl 

1    aV*+l      » 

Die  zwei  reellen  Unbekannten  h  und  /  sind  demnach  durch  die  zwei 
Gleichungen 

a"   a*  +  a'*       .  „v       la*a'2+l  ,    i   . 
L  T-~^7~~M,Ä==2^^~  +  ^-/ 

1    a8+q12  ,  ^        <*"    a8a,2+l        .  „. 
2'  2*    aa'a"  +  a" ~  2  '       aa'       ~ M  J 

mit  einander  verbunden.    Multiplicire  man ,  um  /  zu  eliminiren ,  die 
erste  Gleichung  mit  a"  und  die  zweite  mit  -&,  so  bekommt  man 
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Multiplicirt  man  forner  die  erste  Gleichung  für  den  Mittelpunkt  m  mit 
(«*2 77i)»  also 

and  setzt  den  Wert  für  —  i(a"*  --77»  )  A  hier  ein,  so  folgt 

\  a  */  '    aa'      a'ö        aa 

oder 

4i  sin  17  cos  17.  m  «=  ^(«H-C+«HH-ß)  — e-*(««-*+«~('""D) 

-  ^2cof(e+0—  «-*?2cof  («-£) 

=*  2(cosi?+ismi7)cof(s+£) 

—  2  (cos  iy  —  *  sin  iy)  cof  (« — D 

=  4(cosijfhufta  f+*8inifCof«cof  £) 
also 

c#f«cof£     .fttuftaf 

m  = 1 — : 

COS  1|  8ini/ 

aus  welcher  Gleichung  folgt,  dass  der  Mittelpunkt  des  Wurzelkreises 
östlich  der  lateralen  Axe  und  südlich  der  R.  L.  liegt  Aus  der  Glei- 
chung 4.  folgt 

aa" 
wo  die  Zahl  — — m  den  vom  Mittelpunkte  m  nach  dem  Punkte  a 

gehenden  Radius  nach  Richtung  und  Grösse  darstellt.  Das  Product 
dieser  Zahl  mit  der  ihr  conjugirten  ist  das  Quadrat  des  Radius 
selber.    Also 

oder 

16  sin2ij  cos2i? .  R2  —  4 . 2  fin  (£-  m?)  jin  (f-f-  fy) .  2  ftn  (fi + ftf )  Rn  (c  —  mj) 

—  4 .  (cof  2£  —  cos  2ij)  (cof  2e  —  cos  2iy) 

—  16 .  (ftn»£+  sin*^)  (fin*« + sin2iy) 
also 
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Ri  _  (ttn»S+sin^)(fin»c+sin»i;) 

Das  Polynom  Sl*  soll  nun  durch  eine  neue  Substitution  in  ein 
anderes  verwandelt  werden,  dessen  Wurzeln  sämtlich  auf  einer  Ge- 
raden liegen.  Die  neue  Variable  muss  also  so  eingerichtet  werden, 
dass  sie  eine  Gerade  durchläuft,  während  die  alte  den  Kreis  durch 
dio  4  Wurzeln  der  Gleichung  &*  =»  0  passirt.  Wir  haben  nun  früher 
gesehen,  dass,  wenn  eine  Variable  einen  Kreis  passirt,  die  Zahl, 
welche  die  umgekehrte  Distanz  von  irgend  einem  Pole  aus  nach 
Richtung  und  Grösse  darstellt,  entweder  einen  Kreis  oder  eine  Gerade 
durchläuft,  je  nachdem  der  Pol  auf  dem  Kreise  selber  liegt  oder 
nicht  In  unserem  Falle  muss  also  def  Pol,  den  wir  mit  x  bezeich- 
nen, auf  dem  Wurzelkreise  selbst  (wir  verlegen  ihn  in  den  Bogen  bc) 
liegen. 

Wir  unterwerfen  den  Pol  ferner  der  Bedingung,  dass  die  durch 
die  Strahlenpaare  (atf,  xb),  (xb,  xc)  bestimmte  Involution  die  Tangente 
in  x  und  den  von  x  ausgehenden  Durchmesser  zu  Doppelstrahlen 
habe,  damit  die  durch  die  Punktpaare 

(—,  — Y  f— •  —} 

\Q—  X*     b  —  Xj         \b — X      C— X/ 

bestimmte  Involution  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Geraden  (wel- 
cher der  Tangento  in  x  entspricht)  zum  einen  Doppelpunkt  bekomme, 
weshalb  dann  der  andere  Doppclpunkt  die  gemeinschaftliche  Mitte 
beider  Punktpaare  sein  wird.    Das  letzte  wird  durch  die  Gleichung 

2\a-x^b-x/       2\b  —  x^c  —  x) 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Gleichung 


a—  x     b  —  x       c  —  x     b  —  x 

ausgedrückt  Diese  Gleichung  besagt  freilich  blos,  dass  die  vier  neuen 
Punkte  die  Ecken  eines  Parallelogramms  seien,  das  allerdings  auch 
in  eine  Gerade  zusammen  gedrückt  sein  kann.  Da  aber,  wenn  der 
Punkt  x  irgendwo  ausserhalb  der  Peripherie  liegt,  die  vier  neuen 
Punkte  in  einem  Kreise  liegen,  so  kann  das  Parallelogramm  nur  ein 
Rechteck  sein.  Man  kann  diese  Möglichkeit  vor  der  Hand  nicht  ab- 
wehren. Aber  der  Erfolg  der  Rechnung  wird  zeigen,  dass  die  andere 
Möglichkeit,  wo  das  Parallelogramm  in  eine  Gerade  zusammengedrückt 
ist,  Statt  hat.    Aus  obiger  Gleichung  folgt 


Digitized  by 


Google 


Bigler:  Potential  einer  elliptischen   Walze,  397 

(a;—  b)(c-*)(b— fl-)-(c  — b)(o— x)(b  —  z)  -  0 

(a— b)(cb  —  (c+b)*+**)-(c-b)(ab  —  (a+b)*+**)-0 

oder 

**(a-b  -c+b)+*((c-b)(o+b)-(o-b)(c+b))+flc(b  -5)—bb(c— a)=0 

Wenn 

N—  a+b  — J-c,    i2*-(a— b)(a— c)(b-b)(b  -c), 

wo  R  die  pos.  Wurzel  bedeutet,  dann  ist 

.ZVfc«  ob  — bc  — Ä, 

eine  Lösung  der  Gleichung,  woraus  folgt 

N(a-x)~  a*— (a+c)b  +  bc-f-J* 
=  (a-c)(a-b)+Ä, 

N{b  —  x) (a— b)(b-b)+Ä, 

N(c-x) (<,-c)(b-c)+Ä, 

N(b — x)  —  (b  -  b)  (b  -  c)  +  R. 

Ich  führe  nun  folgende  Abkürzungen  ein: 

Jl*«  a~b,    j4*  =  a—  c,    v2*-b— b,    £2«b  — c 

und  verstehe  unter  A,  p,  v,  £  diejenigen  Wurzeln  dieser  Ausdrücke, 
deren  reelle  Componenten  positiv  sind. 

Obige  Formeln  lassen  sich  nun  auch  so  schreiben: 

N(b-x)  —  Av(fi|  -Iv) 

N(c-x)=  -fiE0*g  -kv) 

iV(b-x)-v|(V+v|). 
Ferner  sei  ^ 

f*  =  ftn(e  +  *i?)pn(e     fy)  «  ftn*«  +  sin2iy 

^  -  ftatt+nöftatt  -  in)  -  (in'f+sin^ 

A*  =  pn(€+t)jtn(e-{;)  -  fto'e-fui'f 

wo  /",  0  und  ä  pos.  verstanden  werden.     Aus  dieser  Gleichung  folgt, 


und  weil 

a  —  b  =  e*?(«*-C  -  «-<«-*))  —  e* .  2  ftn(e  -£) 
b  -  c  —  «-*(««+*— «-(H-O)  =  «-*?.  2jin(«+f) 
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a  — C  =  <s-C(«M-<*  —  e-(*+*7))  _  «-C.2  fttt(« +iri) 

b  —  b  —  eC(e«-*7  _«-<*-*))  _  6c   2  jtn(e  -  tq) 
also 

(a-b)(b-c)  -  4fln(6-  f)fln(€+£)  -  4A2, 

(o-c)(b-b)  -4pn(€+*i/)fin(«-^)  =  4/f2; 

so  folgt  ferner 

11  =  2h,    (iv~2f 


und  somit  22  positiv. 

Ferner  ist 

N-  (a-O)-Kb— c)  «  A2+{2 
-  2rtn(€-0e^+2fi«(c+j;)«-^ 

=*  2((fin«coff;—  co|€finf)£^-Hftn€cof£+jin  öe~**) 
=  4(jin  c  cof  f  cos  17  —  t'cof  *  fin  £  sin  17) 
folglich 

(modiV)2  =  ^(fiu^coPfcos^+coi^fin^sin^) 
«  16(fin2€:of2f-f.sin8^(jtti»f— fin*£)> 

—  16(jtn2«cof  2e  -pn2€-rtn4£+rw8«cof  2f+sin2i7(fin2S— fin*£)) 
=  16(fin2ccoJ2£— (ftn4*-Hin*e(ßm2*/  —  fin^f)  -8in2irfiii2f)) 

«  16(rtn2£C0i2«— (fln^-fsin^Xfin2*— fui2f)) 
«16(pn2.coi2£-/,».Ä2) 

—  16(finecoi£+/Ä)(pn€Coffi-/pÄ) 

—  16a202 

wenn  er2  =  pnacofc+Ä/  nnd  ß*  =  jtnscof«—  A   gesetzt  wird,     a 

und  0  sollen  beide  pos.  verstanden  werden.    Ferner  ist  auch  a  >>  ß. 

Demnach  ist 

modiV  —  4t  aß. 

Die  Amplitude  von  iV,  welche  negativ  ist  und  mit  y  bezeichnet  werden 
soll,  wird  durch  die  Gleichung 


imcpiV  __  coUpngsin  r\  _  tangf 
reecp  iV      fin«i 

bestimmt,  und  weil  s  >  £,  so  folgt 


tangy  "  reecp  N  ""  fuucoffcosiy  "  tängi      g1? 


0<y<i?<f? 

mithin,  weil  die  imcp  iV  neg.  ist 

iV=  4aße~*r 
Es  war  nun 
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Afc  — ob-bc  —  R 
«<£*  —  «-*<  —  4/Ä 
—  2ftn2«  —  4fh 
=  4(pnccoi«-./Ä)«4j32 

« 


Der  Funkt  x  liegt  also  innerhalb  des  Einheitskreises  auf  dem  Stücke 
des  Wurzelkreises  zwischen  der  R.  L,  und  der  Secante  od.  Das 
Potential  der  Ellipso  ist  nun 


)VäB1    PdO 
I—Bij   Ä 


T>^*lA*\  pd± 


also  ein  Integral,  in  welchem  d>  den  Einheitskreis  rechtläufig  durch- 
läuft   Weil  nun  aber  der  Pol  x  innerhalb  dieses  Kreises  liegt,   so 

durchläuft  -qZT  wio(^er  einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  und  Radius 
nach  Früherem  durch  die  Formeln 


»«2        ~2e        '      mi        «2 

bestimmt  werden. 

In  unserem  Falle  ist 

o 
m=-,     n  —  1,     of=«  +  y 

also 

»»*  -  n*  «=»  (ro+n)  (m — n)  —  • =  — 5—  =» s- 

demnach 

Mittelpunkt  =  2fj*~4'* 
und 

Radius  -  m. 

Weil  sich  nun  der  Teil  des  O  Feldes,  welcher  ausserhalb  des  Ein- 
heitskreises liegt,  innerhalb  und  das  Innere  ausserhalb  dieses  Kreises 

abbildet,  so  liegen  die  Wurzeln  und  c innerhalb,  hingegen 

und  ausserhalb  derselben,  wie  aus  Fig.  6.  zu  ersehen  ist. 

b  —  x        c  —  x  7 
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Kreis  /  auf  dem  <P  Felde  ist  der  Einheitskreis  und  //  der  Kreis 
durch  die  4  Wurzeln  der  Gleichung  £*  =  0.  Auf  dem  y  Felde  ist 
die  Linie  a  das  Bild  des  Wurzelkreises  und  der  Kreis  III  ist  das 
Bild  des  Einheitskreises.  Die  Strecke,  welche  auf  dem  y  Felde  den 
Ursprung  mit  der  Mitte  der  Verbindungslinie  der  beiden  Wurzeln 

r und verbindet,  wird  nach  Richtung  und  Grösse  durch 

D — x  C — x  ° 

die  Zahl 

dargestellt    Wenn  wir  nun  hier  für  r und die  früher  er- 

°  D  —  x  C — x 

haltenen  Werte  einsetzen,  so  bekommt  man 

m        2Wvfot  —  lv)J       2Ä       2fhe    7' 
das  heisst,  die  Mitte  der  beiden  Wurzeln  :— ^  und  r^—  »  folglich 

auch  die  Mitte  von  —  und  z—-*  ftllt  mit  dem  Mittelpunkte  des 

Kreises  III  auf  dem  y  Felde  zusammen.  Dass  dem  so  sein  muss, 
ergibt  sich  aus  folgender  Betrachtung.  Der  Einheitskrois  und  der 
Kreis  II  schneiden  sich  rechtwiuklig,  folglich  müssen  sich  auch  ihre 
Bilder  rechtwinklig  schneiden.  Die  Gerade  a,  welche  Bild  des  Kreises 
//ist,  muss  demnach  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  ///geben. 

Ferner  ist  __       _____ 

0*.0F—0A*  =  0F.0G\ 

also  liegen  die  Funkte  6?,  z,  Ä  und  F  harmonisch  und  G  und  Ä 
sind  einander  zugeordnet.     Durchläuft  nun  d>  eine  Gerade,   welche 

durch  x  und  0  geht,  so  durchläuft  jp___-    eine  Gerade,  welche  durch 

0  und  m  geht,  und  die  Bilder  der  Punkte  G9  x,  A,  F  sind  wieder 
harmonische  Punkte,  von  welchen  diejenigen  von  G  und  A  auf  dem 
Kreise  III  liegen.  Weil  nun  aber  das  Bild  von  x  im  Horizonte  liegt, 
so  muss  sein  zugeordneter  Punkt,  welcher  Bild  von  Fist,  in  die 
Mitte  der  beiden  andern  zugeordneten  Punkte  liegen,  das  heisst,  er 
fällt  mit  dem  Punkte  m  zusammen.    Es  ist  auch 

te.QF— Ol'  — 1;    x~F~  ÖF— te 
oder  wegen 


also 


_        1  i-os»      «»  —  p 

^-oi"OÄ--Gr-  =  ST9 
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Jl        •£. 

xF^  2fh 
und  demnach 

1  aß      , 

F—x       2/7*         ' 

dieser  Punkt  liegt  aber  in  der  Mitte  von  B  and  E. 

Den  Mittelpunkt  m  des  Kreises  IU  wähle  ich  nun  als  neuen 
Ursprung,  so  dass  die  neue  Variable  «  einen  Kreis  mit  dem  Radios 

a* 

2^r  in  neg.  Richtung  um  denselben  beschreibt,  während  O  den  Ein- 
heitskreis passirt,  und  dass  eine  Gerade  durch  den  Ursprung  Bild  des 
Warzelkreises  wird.  Dieso  Variable  *  toll  dann  noch  durch  Multi- 
pliciren  mit  einem  constanten  Factor  so  veraudert  werden,  dass  die 
Realitätslinie  Bild  des  Wurzelkreises  wird.  Durch  eine  solche  Sub- 
stitution wird  dann  das  Polynom  Sl*  so  verwandelt,  dass  die  neuen 
Wurzeln  sämtlich  reell  werden.    Eine  solche  Substitution  ist 

1  aß 


0—  x      2/A 


die  Strecke,  welche  den  Mittelpunkt  m  mit  — —  verbindet,  wird  nach 
GrOsse  und  Richtung  durch  die  Zahl 

1      _«£,-*,_  N  *? 


a—x      2/A*  lfi(V+»6)      -2fhe 

l*(i|i+i*)-           2/A« 
uß       .   (        8/A \ 

-jy*'"rW(*H-**>       ) 

aße-'Y  (  2i|ftv-  Ip,  (l(i+v$,)\ 
"     2/A    V        *#»<*#»+■»«>        I 

«fc-'r/vl-ApX       «ge^ 
_     2/A    \vS+A^=     2/A 
wo 

Vf  +  ift 

dargestellt. 
Es  ist  aber 

„   _v$-lli    tf  +  lv      iiv (£s - a2)  +  AS (v « - jj») 
und 

Arch.  der  lUth.  u.  Phye.    2.  Seihe,  Teil  IU.  26 
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1*  — 2|iii(t  — 0e*,    p*— 2(ta(f+*>7)<-C,    v*  =  2fin(g  — «?)<* 

also 

v«— 1*2  =  2eC(ftngcosif  — »cofg rini})  -  2«-C(fingcosi;-f-*cofgsinij) 

=»  4  (fin  b  fin  £  cos  i\ — «cof  *  cof  f  sin  tj) 
und 

{*—**  —  4(cofgfinfcosi7  -*  fing  cof  J  sin  17); 
ferner  ist 

«  =  2Ä,    fiv-2/,    A*-f  £*  =  v»-JV  ~  ^ 
demnach 

8(/cof  g  fin  t  cos  i?  -f-A  foM  fi"  fco«  *?) 
^^  2N(f+  h) 

8t  (/fin  <  cof  f  sin  iy +^  cofgcoffsmiy) 
2iV(/+Ä) 

4((/rcofg+&fhu)ftofco8i?  —  »(/fin  g +ft  cof  g)  cof  f  sing) 

((/cof  g + A  fin  g)  fin  gcos  tj  —  i  (/fin  s+ h  cof  t)  cof  gsin  g)  «j9e«y 

Nun  war 

N  *=>  4a0e-'r  =  4  (fin  €  cof  f  cos  i?  —  i  cof  g  fin  £  sin  17) 
also 

a/fe+ty  —  fin  *  cof  £  cos  17  +  »cof  «fin  £  sin  1?. 
Folglich  ist 

(/cof  g  +  ä  {in  g)  fin  f  cos  17  fin  t  cof  ?  cos  17 

recPp «*0*(/+/o 

■   (/fin g +A cof  t) cof  fsinq cof  g fing  sin  iy 
+  «lj»,(/+A> 

fin  C  cof  S((/cof  g+A  fin  g)  cos»q  fin  g+  (/fin  g+A  cof  g)  sin'q  cof  g) 

fta  £  cof  £(/cof  gjnu+A  (fin*g  cos8iy  -f  cof»g  sin»^)) 
a*ß*(f+h) 

fin  gcof  g(ycoTc  fitt  c+ V*) 

a*ß*(f+k) 

ftn£cof£/«»      ftn£cof£/ 

~  *P(f+h)~  pir+h)9 

Ferner  ist 
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imcpP' 


(/ftn  « -f- h  cof  t)  cof  f  sin  q  fin  «  cof  gco8 1] 
«*ß»(/+h) 

(/Cof«+Afln*)ftn£co8qcof«tiit£8init 

8in^co8r>((/coft-j-Atinf)ttB^cotf— (/fJ«H-*cot«)tPttP"t 


+  ' 


also 


sin  q  cos  y\  (A*+ &  ffa  £  Cef  e)  sin  iy  cos  q  Act* 

a20*(/4-A)  "        «W+ä) 

sing  cos  q.A 


P  = 


/ffa  gcof  t—ih  sin  q  cos  q 
ß>V+h) 


also 


Es  sei  nun 

me~id  =/fin  Jcof  f—  &  sin  tj  cos  ij 

m2  —  pn*f  cof*t(jtn*e  +  sin*i?)  +  sin^  cos2ij  (flu»*  —  |ui2f ) 
=  fui2e  (sin2t/  cos2ij  +  pn^cof^)  +•  fin^sin2!/  (cof2£-cos2if) 

-  fin2«  (pn*t-  sin*i? + fin2f +  sinV 

+ ffo*£  sin2*/  (cof  2f  -  cos2i/) 

~  (fta2£+sin2if)(fi«fe(fin2{;  -  sin*^ + 1) + flnat ain2^) 

-  g*  (fin2*  (fin2j;— sin^ + coj2«  -  fin»«) + fin2f  süAj) 
=  02(fm2ecof2«  -(fin**+fiii*«(Bin*if  -fin2£)  —  fta^sin^)) 

-  y2  (fin**  cof2« — (ftn2e + sin2ij)(fin2«  -  ftn28) 
=  ^2(fln2«cof2€-/W) 

-  g%  (fin  c  cof  t +/%)({!■  f  cof  a  •  -/%) 


0« 


fatal  frh 

=  g'a'ß' 

somit 

m  =•  goß 

g*ße->* 

ß'(f+h)    ß(f+h)° 

nnd  demnach  wird  (die  Zahl)  der  Strahl  mB  Fig.  6.  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  Zahl 


oder  wegen 


2fh(f+h)  ~"  2fgh(f+K) 


86* 
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durch 

**(f-h)  *-*&+*) 
2fgh 
dargestellt. 

Ebenso  werden  die  Strecken  f»C,  mD  und  mE  nach  Grösse  und 
Richtung  durch  die  Zahlen 

_|L  (,+*),-,<<>+,,),     ^(/+Ä)e.(-(v+«n»,     ^c+Ay<»-<r+*» 

dargestellt.  Der  Factor,  mit  welchem  die  Variable  «  noch  zu  mul- 
tipliciren  ist,  damit  die  Realitätslinie  von  Westen  nach  Osten  durch- 
laufen werde,  wenn  d>  den  Wurzelkreis  durchläuft,  ist  demnach 


Nun  ist 


2fghjtv+* 


aß  1  aß 


a<P— 0e'V      2A 


« ((«*  —  ff*) e*'y  —  flafl  — j?e«r))  _  j^    _,.  aeV—ßQ 
"*  2fhe*y  (« <P  —  0e»V)  ""  2/Ä  C    ''  a tf>  —  ße'Y 

2//i  V««-^-^  — /»/ 

und  weil  der  abs.  Wert  des  eingeklammerten  Bruches  1  ist,  so  durch- 
läuft  *  einen  Kreis  mit  dem  Radius  ^r  um  den  Ursprung,  während 
q>  von  0  bis  2rc  wächst. 
Es  sei  nun 


also  auch 


oder  wenn 
gesetzt  wird, 


2fgh&v+*) 


..  aeV  —  ßO 
U  =  ge     aQ  -ße'1 

2fghW>      gß  M 
«2(0>  —  x)       a 

=  ^—5 und     q  —  —  cltf 

.  «*  *         er 
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P 

Durchläuft  4>  den  Einheitskreis,  so  ist 

passirt  also  einen  Kreis  um  den  Ursprung  mit  dem  Radius  g.    Die 
Wurzeln  des  neuen  Polynoms  sind  nun 

um-^-q (f+k) 

ui  r  =  g-^  —  q  =  —  (/—  A). 

Dieselben  liegen  also  sämtlich  auf  der  Ä.  i.  und  weil 
g*-(f+h)(f-k) 
so  schliesst  der  neue  Intogrationsweg  die  beiden  Wurzeln 

f-h    und     -(f—h) 
ein  und  die  beiden  andern  aus.    Aus  der  Formel  für  «  folgt 

au-{-gßel<f 
also 

v  —  a;  =  e9/ : — ö~tä ^  ' 


-  a(au+gße<*Wu+eei*("2--P)-aM 


2fghe*Y+*)         _p_ 

"*  a(au-\-gßd*)  ™  «t+g 
somit 


-«^  (*■-(•- «><«+*>) 
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und  wenn  wir  hier  obige  Werte  einsetzen,  so  erhalten  wir 


Ebenso 


0-b--^(u-(/+A)) 

0-b=-^(*+(/-A)) 
folglich 

(t*  +  g)*Ä»  =  (Ii)-  /7(a-*).     («*-(/+A)*)(tt*  -  (/•- A)») 

Nun  folgt  aber  aus  Früherem 

also 

2V*J7(a-s)  ==  -[Vvf  (V  +  vJ)(^-Av)]». 

Es  ist  aber 

(l|i  +  vJ)(lrf--^)-8/({t-ii)-a»(»i_^t) 

oder,  da 

$* — **  —  4(cof «  fin  fcos  ff  —  %  fin  e  cof  fsin  i?) 
und 

v» — p*  -=  4(fitt  *  fin  £  cos  1?  — » csf  e  cof  f  sin  17), 

(^+«*)(f*{— Xv)  —  8[(/tof*— ÄfinOPnfcosi?  -*Vftn€-Äcofc)cof  Jsimy]. 
Wir  hatten  ferner  gefunden 

(/*cof«+A|iiu)fin{;cosifr  —  t(/juu+Acof*)coffsinif  —  1'Je'iS 
oder  auch 

und  wenn  A  mit  —  A  vertauscht  wird,  so  vertauscht  sich  auch  o  mit 
ß  und  8  mit  — d,  also  ist 

und  somit 

iV*I7(a— s)  «  —  [32/^A/3»ö-»Ty-^)]» 
demnach 

2'/ VA* 


folglich 


V 
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Nun  ist 


somit 

and  weil 

so  erhält  man 
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(u  +  tf.SP p*. («*-(/-*)*)(»'-(/+*)*) 

=  pV-(/-A)8)((/+A)*-»*) 

gß     .       ctu+gße** 

u-\-q  =  i*+  —  e™  = 

1  *  '    a  a 

•O2   _  4^V^f 


Während  nun  0  den  EinheitskrQis   durchläuft,   so  passirt  t*  in  neg. 
Richtung  einen  Kreis  mit  dem  Radius  g.    Wir  setzen  deshalb 


dann  wird 


-  (2(/2+A2)     -   y«Ä-^6-«ft) 


oder,  weil 


^  =  2(/2(l~cos2x)  +  Ä2(l  +cos2z» 

—  4(/,*riulx+Ä*cos2x) 

«  4i?2. 
Ferner  ist 

(«•+^/W)(/»»+  *«")  =  gW*+X)  (ae«X-*)+ß)  («--UM»  +  0) 
somit 


oder 


Es  war 


Ä2  _  16/2A2fZ2 

G2"  ""  (ae**-** + j5)8(ae~^-rf)  +  jS)2 

Ä 4fkR 

0  =  (ae•a-^)+/3)(crc-'a-rf)  +  i8), 
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P 


also 
oder 


u+q 
pdu 


and 
also 


2fghei(V+X-*).idx 


dfl> d% 

iSl  ~  "  2R 

and  demnach 

-2»  _ 

VAB       Pdr  YäB 


TAB       Pd%  __     VAB       Pd% 
V(A—B)J    Ä  ~"  i{A^B)J    Ä 


r — 

0  -2* 

oder 

n 

_  2«  _         2 

,_  y,*g_  rjx^^Ag  p_dx 

mm^(A—B)J     R        VA—bJ     *" 
o  o 

Weil 

^i^jirt+sta^-g^    Ä2sfln2£_fln*£_A=^, 

so  wird 

( 4  —  Ä)  Ä*  —  (* — «")  sin*jf  +  (« — O  cos2* 

—  * — (t'cos2* + «"  sin2*) 

Wir  setzen  nan:  u  =  *'cos2x+*"sin2j( 

also 

M  -£).ß2  =  *— u 


also 


*'_  tt  «  (*'_- *")  sin2*,    «  —  t"  —  (*'  -  *")  cos2* 


sm*« 


y^-?) 


y(«-o      _    i       du 

C°*%'~  V(t'—t")'    d%~~'~  2(*'-Osin*cos* 
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1  du 


folglich 


2  y(v-u)  (*-*") 

T'=2VÄB  f-j=  fU       ^ 


Auf  dem  u  Felde  denke  man  sich  zwei  Uebergangslinien.  Die 
erste  verbinde  den  Pol  t  mit  dem  Ostpunkte  und  die  andere  die 
beiden  Pole  t"  und  tr .  Das  Integral  erstrecke  sich  über  den  nörd- 
lichen Rand  der  zweiten  Uebergangslinie,  wo  also  V(e — u)(t' — u)(u— *") 
pos.  aufgefa8st  wird.  Wird  nun  u  in  einem  neg.  Kreise  um  t'  auf 
den  südlichen  Band  geführt,  so  geht  die  Wurzel  in's  Negative  über 
und  weil  auf  dem  Wege  von  t'  nach  t"  auch  du  neg.  ist,  so  ist 
obiges  Integral  auch  gleich  einem  andern,  das  den  Südrand  der 
zweiten  Uebergangslinie  (y)  von  t'  nach  t"  passirt  Führt  man  ferner 
u  in  einem  neg.  Halbkreise  um  t'  auf  das  Stück  der  R.  L.  zwischen 
t'  und  «,  so  geht  die  Wurzel  in  —  tV(7"-t*)  {u—t9)  (u— t")  über. 
Folglich  ist 


T'  =  iVAB  f  -. du  =  (Weg  Fig.  7, 


) 


Der  Integrationsweg  ist  jetzt  eine  geschlossene  rückläufige  Curve 
um  die  Polo  t  und  *',  Diesen  Weg  dehne  man  nun  nach  allen  Seiten 
so  weit  als  möglich  aus  und  weil  das  Integral  im  Horizonte  wie 
u-1  verschwindet,  so  erhält  man  auch 

T'  =  i  YAB  f  . .--  ,       — =    (Weg  Fig.  8.) 

J    V(t— U)  (!*  —  <')  (U  —  O  ^         * 

Der  Integrationsweg  verwandelt  sich  also  in  eine  Schlinge,  welche 
ans  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  t  geworfen  ist. 

Führt  man  nun  u  von  dem  Erkennungsstandorte  A  durch  einen 
pos.  Halbkreis  auf  den  südlichen  Rand  der  Uebergangsl.,  so  geht  die 

in  A  pos.  Wurzel  V(*  —  «)(tt~—  t')(u—  t")  in  iV(»— «) (u— *')(«— O 
über.  Wird  nun  der  Weg  auf  die  Uebergangsl.  zusammengezogen 
nnd  beachtet,  dass  die  entsprechenden  Elemente  auf  dem  Nord-  und 
Südrande  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 

CO 

T'  -  li~ÄB  i    .  dU  ,r. 

J    V(u  —  t)(u  —  f)(u  —  t") 
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Wenn  A  —  B  gegen   nnll  hingeht,   so  droht  der  Variabein  die  Ge- 
fahr, ihren  Spielraum  BZ--  t" Z.A  zu  verlieren.    Man  setze  daher 

—  f*=A—  Ceos*0,    wo    A—B=C 

ist;  dadurch  geht  die  Formel  für  das  durch  den  Bezugspunkt  gehende 
zweischalige  Hyperboloid  in 


C  cos80       C  sin»*  ^  —  A  +  Ccos20 
über,  und  läset  man  nun  C  null  werden,  so  erhält  man 


y* 


cos20      sin*0 

Diese  Formel  stellt  nun  zwei  Ebenen  dar,  welche  durch  den 
Ursprung  gehen ,  auf  der  xy  Ebene  senkrecht  stehen  und  mit  der 
Ebene  xz  den  Winkel  6  einschliessen.  Die  Coordinaten  des  Bezugs- 
punktes sind  in  diesem  Falle 

a,Vü±öBPÖC08e.  ^vu+m+n^e 

* — TT" 

und  das  Potential  des  Kreisringes  ist 

du 


t\ =2a  r 


y(A  +  u)(u-t)(u-r) 


IL    Yon  allen  früheren  unabhängige  Berechnung  des  Potentials 

einer  Ellipse»  deren  Dichtigkeit  in  jedem  Punkte  gleich  ist  dem 

Abstände  des  Mittelpunktes  von  d\er  Tangente* 

Die  Gleichungen  der  Ellipse  seien 

-J  +  -B-1,    *=0; 

der  Bezugspunkt  habe  die  Coordinaten  x,  y,  z.  Durch  diesen  gehen 
drei  confocale  Flächen  mit  den  dritten  Halbaxenquadraten  e,  t\  <"; 
die  gegebene  Ellipse  ist  Focalcurve  des  Systems.  Die  Abstände  der 
durch  den  Bezugspunkt  an  die  drei  Flächen  gelegten  Berührungs- 
ebenen vom  Mittelpunkte  seien  p,  p'y  p".  Die  Wurzeln  J,  *',  i'  sind 
durch  die  in  Bezug  auf  s  identische  Gleichung 
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A+9       B+$       $  (A  +  s)(B+s).s 

bestimmt  und  folgendes  Bedingungen  unterworfen: 

*>0>  «'>-*>«">- ,4. 

Die  Richtungscos.  der  Normalen  der  ersten  Fläche  im  Bezugspunkte 
sind: 

and  Ähnlich  mit  Accenten  bei  den  zwei  übrigen  Flächen.  Man  wähle 
den  Bezugspunkt  zum  Ursprünge  eines  neuen  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystems,  dessen  Axen  die  entgegengesetzte  Richtung  der  Nor- 
malen haben,  und  bezeichne  die  neuen  Coordinaten  mit  »,  «',  »"' 
Dann  sind 

X  —  x  —  Xu  —  X V—  k"u" ;        Y  —  y  —  pu  -  f» V  —  p V, 
Z  =*  —  vi»  —  v'f*'  —  v"u" 

und  nun  sollen  die  zwei  Gleichungen  der  Ellipse  in  den  neuen  Co- 
ordinaten ausgedrückt  werden.    Die  Gleichung  2—0  geht  sogleich  in 

«  *+**+** -t 

über.  Um  die  andere  Gleichung  in  der  einfachsten  Gestalt  zu  er- 
halten, entwickle  man  den  Ausdruck 

-~(?+s+#)(?+£+«£-i) 

Der  erste  Teil  der  Entwicklung  ist  Null.    Der  Coefficient  von  2t»  ist 

/    **     ,     s*    VW8',  t   Ai*** 

Der  Coefficient  von  «'  ist 


Nun  ist 
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r*  ,.»  1  •      ~» 


tf_ 1/ x* 


+  -*-) 
T  B{B+t)) 


A(A+t)*T  B(B+t)*  ~  t  \AjÄ+t) ■ 

t\(A+t)*^  (S-H)V  -  7*\a  +  b) 

-UA-. jL.\    U    *'    ...    y'    \ 

somit  der  Coefficient  von  u*  gleich 

p*  (l  d  _  A £ *\    (_A-  j.  _yl_  .  f\\       * 


Ebenso  findet  man 


1   „  ,     ...     1 


Coef.  von  »•*  =  -  y,    Coef.  von  w"»  —  —  -,-,. 
Ferner 

Coef.  von  2«'«"=  v'v"  (  *,  .  ■  fw  ,  ,  „t  +  -/— r** ^ 

ft"  \A~l~B  ~l)  ~7F{tT+  7') 
und  weil 

n'„»  (        x*        j ?*_     \ 

pp   \A(A+?)(A+t")1~  B(B+f)(B+F)J 

v'v"[     **       ,       y%     \ 

t"    \A(A+lT)'r  B(B+(')) 

_  ?>"  (       x%       4_ y!_     ^ 

t"    \(A+t')(A+t")  *  (5+«')(B+0/ 
so  erhält  man 
Coef.  von  fcV-^(-^p  -^-^l) 

folglich  ist 

nnd  somit  die  zweite  Gleichung  der  Ellipse 
3)  -  +  -^+-^«0. 

Ich  gebe  derselben  folgende  Gestalt : 
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\y^)  +  \Y=&)~\vt) 


\Y-t'J    \y: 

und  dieser  Gleichung  kann  man  genügen,  wenn  man 

U*  U  ,  tt"  u       . 

^==»^008*    und     -— :-— Mnv 
setzt. 

Die  Gleichung  (2)  gibt  dann,  wenn  man  der  Kürze  wegen  die 
Bezeichnung 

N  ~  yl  -  yzf? C08  9  ~  yr? 8iu » 

gebraucht, 

y*  ~*  #" 

Bedeutet  r  die  Länge  des  Strahles,  der  den  Bezugspunkt  mit 
dem  Massenteilchen  verbindet,  ist  also 

r1- «»+!•'■+ »•* 
so  ergibt  sich  r  =  — ,  wo  3f*  =  *  — f'cosV  — *"sinV  ist. 

Der  Wert  des  Massenteilchens  pds  ist  gleich  dem  doppelten 
Flächenelemente,  das  der  vom  Mittelpunkte  ausgehende  Leitstrahl 
der  Ellipse  beschreibt,  und  sei  mit  co  bezeichnet.  Dann  ist  zw  der 
Inhalt  des  Parallelepipedes ,  dessen  Kanten  das  Curvenelement  und 
die  vom  Bezugspunkte  aus  nach  dem  Mittelpunkte  und  nach  dem 
Punkte  der  Curve  gehende  Strahlen  sind.  Weil  die  Axen  der  «,  u\  u" 
zu  den  Normalen  der  drei  confocalen  Flächen  entgegengesetzt  ge- 
richtet sind,  so  muss8  man  die  Determinante,  die  zw  darstellen  soll, 
in  negativem  Sinne  anordnen  und  hat 

du  du'  du" 

P     p'    p" 

u     u'     u" 


Um  mittelst  der  Gleichungen  2.  und  3.  und  der  Gleichung 

„g       -»'2        *»"2 


r. 


die  aus  TX"*+«4h+r  =  *'  etc-    abgeleitet"  werden  kann,   die 
Rechnung  zu  vereinfachen,  multiplicire  man  210  mit 
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J  — 


10  0 

t    t'  r 

P     P.  IL 

t      t'  t" 


indem  man   die   Zeilen    beider  Determinantenfiguren   paarweise   zu 
Prodnctsnmmen  combinirt    Es  ergibt  sich 


^f  zw  ■=» 


0      0 


V     P 


du  du'   du" 
V     P     P 
u     u'     u" 


du  p 

udu,  u'du'      u"du"       up      u'p'      u"ph     u*   ,    t* 


t  +    *'  +~  7~      i  +  i'  +-7"     *  +  *'  +7 

pcfa     p'du'     p"du"       P2,^    ,   p'"       jm.pV      pV 
*+*'    +    «"  *  +   <'  +  7"        «  +  *'    +    *" 

oder,  weil 

i«*«  .  tt'rf»'   .  u'du"       1    /«»  .  *'*  ,  u"*\ 

~+~+—r~  =  2d\7+T+7r) 

pdu     p'du'      p"du"        ./P«  ,  P*1  ,pV\ 

T+~+~7~  "  d\7+T+-fr) 


and 

so  ist  auch 


dzw  < 


Nun  ist 


oder 


du  p  u 
0  10 
0        1       1 


=  du 


Virt'      .         A      Ytrt'iu'  P"     %"  p<\ 


zJ  ~ 


V« 


(  p^_    »J_ ?L_    *^\ 


Yab 

u      (    p*  p'        .       \ 

—     , (    X-—  COS  q> y=  Sin  <JP  1 

Yab\Y—  i'  Y-?        ) 

—  V±   ?ü  ^-P- 

somit  erhält  man 


Wir  hatten 


— -,   ^ ___  sin  q> j~=  cos  q> 

N      c<p       y  —  t'  Y—f 
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yt     1  BN 

z/1  •—       — — 


und  weil 

ytdN^ 

du N*djd<P 

80   i8t 

als  Wert  des  Massenelementes.    Weil 

M     . 

r  « 

so  ist  das  Potential 


r  =  N 


2* 

di 
wenn 


7S7T 


M*  —  t—(?cos*<p+t"sm*(p). 

Weil  sich  Af  nicht  ändert,  wenn  man  <p  durch   »--9,  *+g>,  —  <p 

ersetzt,  so  ist  auch 

n 

2 


r-tlABf% 


Fahrt  man  mittelst  der  Substitution  tangV  =»  : — ~r,    die   neue   Va- 

riable  v  ein,  so  wächst  v  von  *  an  ohne  Ende,  während  q>  von  0  bis 

n 

2  wächst;  man  hat  auch 

cosfy  —  — p*      sm'y  —  —7, 
und 


^=V(*-0^==>    2sing>cos9>d(p-(-— pj| 

und  weil  

sin  qp  cos  <p  =  V  (t  —  r") yr- 

so  ist  

1  Vt  —  t"     dv 

also 


2  <*v 
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T<  -  2VAB  f   ,  dV 

III.    Nähere  Betrachtung:  des  Potentials  der  Ellipse. 

§.  8.    Das  Potential. 

R*  =  (u  — *)(i»  — «') (14  — «")  ist  pos.,  wenn  w>*,  ebenso  wenn 
*"0<V;  in  beiden  Fällen  sei  auch  R  positiv.  Rt%  «  (t  -  u) 
(«*  —  *')(«*  —  *")  ist  pos.,  wenn  J' O  <  t  oder  «*<*";  Ä'  sei  zu- 
gleich mit  R'*  pos.  Ferner  sei  C7*  «-  (-4 -}- 1*)  (J5  +  u)  «* ,  wo  D'  für 
pos.  u  auch  pos.  verstanden  wird.    Nun  ist 

w*      i  -  2?-£-      (*-*)(«-*')(*-Q 

^  +  tt  =         (^  +  tt)(2*  +  «)tt 

(in  Bezug  auf  t*  identisch  richtig)  also 

R=  W.U 
wo  nun  auch  W  für  *  <  u  positiv  ist 
Es  ist  also 

und  wenn  wir  uns  das  u  Feld  zweiblätterig  denken  mit  den  beiden 
Uebergangslinien  t . . .  Ostpunkt  und  *". . .  *',  so  seien  R  und  Z7,  folglich 
auch  W  auf  dem  Südrande  der  ersten  Uebergangslinie  pos.  Gelangt 
nun  u  durch  einen  kleinen  neg.  Kreis  um  den  Pol  t  auf  den  Nord- 
rand, so  geht  Ä,  folglich  auch  W  in's  Negative  über.  Der  Inte- 
grationsweg kann  deshalb  in  eine  rechtläufige  Schlinge  verwandelt 
werden,  welche  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  t  geworfen  ist.  Er- 
kennungsstandort heisse  derjenige  Punkt  eines  Integrationsweges,  wo 
man  sich  über  die  Logarithmen  der  im  Integralausdrucke  vorkom- 
menden Potenzbasen  verständigt  So  oft  es  angeht ,  wähle  ich  den 
Erkennungsort  da,  wo  alle  Potenzbasen  pos.,  ihre  Logarithmen  daher 
alle  reell  angesehen  werden  können.  Der  Pfeil,  der  die  Wegesrichtung 
angibt,  werde  neben  denselben  gesetzt. 


Digitized  by 


Google 


Bigler:  Potential  einer  elliptischen   Walze.  4J7 

Es  ist  demnach 

T^^Aßf^    (WegFig9.) 
oder  mit  Einschaltang  des  Horizontes 

r  -  iYabJ*^      (Weg  Fig.  10.) 

Die  beiden  Pole  tf  and  V  sind  hier  zugänglich,  and  weil  zwei 
entsprechende  Elemente  des  Integrals  auf  den  Rändern  der  Uebergangs- 
linie  gleich  sind,  30  ist  auch 

Um  dieses  Integral  in  ein  elliptisches  Iutogral  zu  verwandeln,  setze 
man 

u  =  t*  sin*  q> + <"co8*<p» 

wodurch  die  Variable  q>  zwischen  den  Grenzen  0  und  0  eingeschlos- 
sen wird.    Es  ist  nun 

u  —  t  —  (*"—  t) (1  —  -prz.  t  sin* VI»      du  =  ~  2 (*"—  *') cos g> sin g> </<p 

u— *'-  (!"— fleos1?,      «  — «" (*"~«')sinV 

«'—  *" 
und  wenn  &2  —  - — -??  gesetzt  wird,  so  ist 

(  —  f 

du  2d<p 


Ä       V(*  — *")  V(l  —  *8  sin  V) 
folglich 


TC 


und  für  den  Kreisring 


GO 
rft* 


Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  aus   dem  Integral  2^AB  I  -=• 

mittelst    der    Substitution    u  <=  t-\-{i  —  t")\w[\g2q>   erhalten   können. 
Weil  für  keinen  Punkt  im  Räume  t  =  t"  werden  kann,  so  folgt  aus 

Areh.  d.  Math.  n.  Phys.  2.  Reihe«  Teil  III.  27 
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Formel  1,  dass  das  Potential  nur  da  unendlich  wird,  wo  K  unendlich 
ist,  also  in  Punkten,  für  welche  k*  —  1  ist.    Denn  es  ist 


also 


öy7£Z7)'H=o\  n)\t—  t"J 


K  ist  aber  dann  gleich  1,  wenn  t  —  t'  ist.  Mithin  ist  die  ganze 
Ellipse  eine  Unstetigkeitscurve  für  das  Potential.    Schon  das  Integral 

oo  oo 

2  VZÖ  /  ~ ,  welches  für  t  =  t'  die  Form  2  Yab  I , — — 

annimmt,  offenbart  die  log.  Unstetigkeit.  Bevor  wir  aber  hier  näher 
eintreten,  wollen  wir  noch  das  Potential  für  folgende  besondere  Lagen 
des  Bezugspunktes  darstellen: 


a)  Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

Weil  für  solche  Punkte  auch  t  unendlich  wird,  t'  und  t"  aber 
zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen  bleiben,  so  kann  man,  da 
nur  sehr  grosse  Werte  in  Betracht  kommen,  t"  und  t'  neben  u  und 
ebenso  A  und  B  neben  t  vernachlässigen.  Das  durch  den  Bezugs- 
punkt gehende  Ellipsoid  kann  als  eine  Kugel  mit  sehr  grossem  Radius 
aufgefasst  werden,  und  mau  hat 

wenn  r  die  Entfernung  des  Bezugspunktes  vom  Mittelpunkte  ist 
Für  diesen  Fall  ist  also 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  r*  geworfen) 

Dieses  Integral  verhält  sich  im  Horizonte  wie  u~l  und  deshalb  kann 
man  den  ganzen  rückläufigen  Horizont  in  die  Schlinge  einschalten, 
wodurch  sich  der  Weg  in  einen  kleinen  (rechtläufigen)  rückläufigen 
Kreis  um  den  Pol  0  verwandelt.    Also 

r-^fw?**     (Weg  Fig.  11.) 
und  nach  einem  Lehrsätze  von  Cauchy  findet  man 
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r 
folglich 

2)  T  __****!/ AB  m 

Für  das  Massenelement  dieses  Ringes  hatten  wir  früher  den  Ausdruck 
tQ^ABdcp  erhalten.    Die  Masse  desselben  ist  also 

Masse  =  qe  Vab  j  dtp  =  2qsii  V~ÄB 

o 

and  demnach 

_      Masse 

T« 

r 

Diesen  Ausdruck  für  das  Potential  erhält  man  auch  aus  Formel  1. 
Denn  ist  t  sehr  gross,  so  kann  mau  K  r's  0,  mithin  K  als  5-  an- 
nehmen, während  V*~7'  in  r  übergeht. 
Um  das  Integral 

OD 

ii"AB  f     ?" (Weg  eine  Schlinge)  -  2^ÄB  /       ,-^— 

auf  gewöhnliche  Weise  zu  berechnen,  setze  ich  u— r1  =  t*'*  und  er- 
halte 


T>-^ABf-J~-^AB 
b 

=  i2^(arctgf)-?^ 


J  i+r?v 


0        1+Xr 


b)    Der  Bezugspunkt  liege  in  der  Focalhyperbel. 
Die  Focalhyperbel  wird  durch  die  Gleichungen 
X*        Z* 


-ir-i,    r=o 


.4  — £      jö 

bestimmt,  und  die  dritten  Halbaxenquadrate  der  durch  ihre  Punkte 
gehenden  einschaligen  und  zweischaligen  Hyperboloide  sind  einander 
gleich  und  —  B.    Das  Potential  nimmt  deshalb  folgende  Form  an 
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00 


oder  auch 

du 


"'=iVab  /  - 


(JB+u)y(<-t*) 
(Weg  eine  geschlossene  rückläufige  Gurvo  um  den  Pol  —  B) 

und  nach  Cauchy  erhält  man  nun 


3)  7'- 


V*+* 


Ist  nun  A  —  5,  so  fällt  die  Focalhyperbel  mit  der  a  Axe  und 
die  Brennpunkte  fallen  mit  dem  Mittelpunkte  zusammen.  Es  ist  des- 
halb  t  =  **  und  somit  das  Potential  eines  Kreisringes  für  einen 
Punkt  der  %  Axe  gleich 

3)  Tt     VJT?- 

Weil  die  Focalhyperbel  durch  die  Brennpunkte  der  Ellipse  geht 
und  für  diese  Punkte  auch  t  »  0  ist,  so  ist  das  Potential  der  Ellipse, 
bezogen  auf  die  Brennpunkte  gleich 

T'—  2nyA 

und  das  Potential  des  Kreises,  bezogen  auf  den  Mittelpunkt 

T\  —  2rcr, 

wenn  r  der  Radius  des  Kreises  ist. 

Dieselben  Resultate  hätte  man  auch  aus  Formel  1  erhalten  kön- 

nen,  indem  für  (*'  =  f  =  —  B)  k*  «  0  wird,  also  K  in  ^   übergeht. 

Will  man  zur  Ableitung  dieser  Formeln  den  geraden  Integrations- 
weg gebrauchen,  so  setze  man  u-7-*  =  a;2;  also 

00 


f    * 


^MADf  x        \ 


Vä+A    *V(*  +  0'     V<*+0 
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c.    Der  Bezugspunkt  liege  in  unmittelbarer  Nähe  der 
Focalellipse. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  des  Potentials  ist  bekannt,  dass 
das  Potential  einer  mit  Masse  von  variabler  Dichtigkeit  belegten, 
stetig  gekrümmten,    sonst  aber  beliebigen  Curve,  in  unmittelbarer 

Nähe  derselbon  unendlich  wird  wie  2p log-,  wenn  *  den  senkrechten 

Abstand  des  Bezugspunktes  vom  Gurvenelcmente,  dessen  Dichtigkeit 
q  ist,  bezeichnet.  Liegt  nun  der  Bezugspunkt  in  nächster  Nähe  der 
Focalellipse,  so  sind  t  und  t\  mithin  auch  der  complementäre  Moduj 
Z2,  nahe  bei  Null.    Denn  es  ist 

I»- -*•+!- JE?- 

Weil  nun 

K(p)--iL<p) 
so  folgt  _ 

Diese  Form  des  Potentials  hätte  man  auch  aus  der  anfänglichen  ge- 
radlinigen Integralform  mittelst  der  Substitution 

t  —  t' 
tt  =»$-(*—*') Sv*,     wo    Z2  —  JZ7'» 

erhalten  können.    Weil  nun 

-iL  -"EC?)  *  (log4-  i»o^-2  (»-TI+  -  s)) 

so  ist  auch 

*•  -  jßiEtty*  (^-*^-»(ffi+ -ö) 

und  nach  Vernachlässigung  aller  Terme,  die  für  *  —  *'  —  0  ver- 
schwinden, 

4)        !■'-  ^=^(21og2-ilog(«-i,)+*lag(-0) 

und  für  den  Kreis 

4')  T\  =  4V^(21og2—  ilog(<— 0  +  *»ogil). 

Nun  soll  der  kleine  senkrechte  Abstand  dos  Bezugspunktes  vom 
Cnrvenclemente  durch  die  dritten  Halbaxenquadrate  der  durch  ihn 
gehenden  confocalen  Flächen  dargestellt  werden.    Der  Punkt  (*<>,  Jfo 
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zj  liege  auf  der  Ellipse.  Durch  denselben  geht  ein  zweischaliges 
Hyporboloid  mit  dem  dritten  Halbaxenqnadrat  *".  Anf  diesem  liege 
in  nächster  Nähe  der  Ellipse  der  Punkt  (ar,  y,  »).  Die  Verbindungs- 
linie dieser  beiden  Punkte  steht  senkrecht  anf  der  Ellipse  im  Punkte 
P0.  Ihre  Richtung  ist  beliebig,  sie  kann  sich  um  das  Curvenelement 
herum  drehen.    Nun  ist 

f      u+t)U+r)(A+n.      a         (g+i)(g+Q(jg+Q. 

Z    —  A(A  —  B)  '      V    "  B(A  —  B) 

tt't' 
*  =  -AB 
und 

Es  ist  aber 

b  -  V(*o-^+(y-yo)*+(*--*o)* 

und  weil 

x*—Xq*  =  (o? H-ar0)(a;  —  a^,)  =»  2a>0(aJ— a^>) 

y*— yo*  —  (y+y«)(y—yo)  =  fyofo— s/o) 
so  ist 

U+t)U+QU+Q     iiM+Q 

U»  +  ^+0  +  ^)U  +  O      A(A  +  t") 
8888  il(i-J?)  —      ^4— B 


oder  mit  Vernachlässigung  der  Tenne  in  «' 

2<r0(a5  —  a:0)  — ^__  ^ 

also 


and  ebenso 


folglich 


'"*"     sym'i-*    '     *~yiä 


'  *" 


somit 


4A(4— £)      T"        iß(A-B)         +  AB 

"I AB +ÄB    =0("+"!-tf) 

1    — «" 
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.     t-t' 


2^AB 


-V- 


Mit  Hülfo  dieser  Formel  geht  nun  der  oben  erhaltene  Ausdruck 
für  das  Potential  in 

T'  -  ^3-,(--logt--ilog^  +  log8+ilog(-0) 

über,  oder  mit  Vernachlässigung  der  endlichen  Terme 

.      2YÄB,     1 

V—  t"     * 

Die  Dichtigkeit  in  jedem  Punkt  der  Ellipse  ist  aber  gleich  dem 
Perpendikel  aus  dem  Mittelpunkte  auf  die  Tangente  Nun  ist  aber 
der  Abstand  des  Mittelpunktes  von  der  Tangentenebene  des  El- 
lipsoides  gleich 

f  _  (A  +  t)(B  +  t)t       (AB+(A  +  B)t  +  t*).t 

p  ~  <*-«-)(«--0  "       (<-0('-O 

Man  lasse  zuerst  *'  —  0  werden,  damit  die  Berührungsebene  des  El- 

lipsoides  auf  der  ay-ebene  senkrecht  stehe,  und  damit  man  Zähler 

und  Nenner  des  Bruches  durch  t  dividiren  kann.    Dann  kann  man 

t  —  0  setzen  und  erhält  für  das  Perpendikel  auf  die  Tangente  der 

Ellipse  den  Ausdruck 

AB 

-t" 
also 

Yab 

folglich  ist  das  Potential   für  einen  Punkt  in  nächster  Nähe   der 
Ellipse 

T'  —  2^  log-. 


§.  9.     Die  Kraftcomponenten  des  elliptischen 
Ringes. 

Um  den  Schwierigkeiten,  welche  die  Grenzen  der  geradlinigen 
Integrale  der  Differentiation  bereiten  würden,  aus  dem  Wege  zu 
gehen,  verwandle  ich  den  Weg  in  eine  Schlinge,  geworfen  aus  dem 
Ostpunkte  um  den  Pol  t.  Der  Erkennungsort  liege  östlich  von  t  auf 
der  südlichen  Seite  der  Uebergangslinie  (t  —  Ostpunkt),  wo  -R,  U 
und  W  pos.  verstanden  werden.    Es  sei  also 


P*  =  — T>  • 
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T'=VAB  f^r   (Weg  Fig.  13.) 


und  weil  nun 

and 
also 


W     __    1      dW 
Bx   "        W*  '  dx 

8^    _i_  » 

a*  —  w8  ■  u' 

so  erhalten  wir  für  die  Kraftcompenenten  des  ellipt.  Ringes  folgende 
'  Formeln: 


*-"=/*■  * 


uw» 


-Vis,,  /*      <±Hü?        * 

*-W:-Ä. 

mmyABuJ    (u-t)(u-t)(u-1»)  '  Ä  ' 
(Wege  Fig.  13.). 


Wenn  *  —  t'  ist,  das  heisst,  wenn  der  Bezugspunkt  anf  der 
Focalellipse  liegt,  so  kann  der  Integrationsweg  nicht  mehr  zwischen 
den  Polen  t'  nnd  t  hindurch,  ohne  dass  ein  Teil  des  Integrals  un- 
endlich wird.  Für  diesen  Fall  verlieren  also  die  Gleichungen  5.  ihre 
Bedeutung.  Weil  sich  ferner  die  Integrale  im  Horizonte"  wie  t*-l 
verhalten,  so  kann  man  auch  hier  den  ganzen  Horizont  in  die 
Schlinge  einschalten,  so  dass  sich  der  Weg  in  eine  rückläufige  ge- 
schlossene Curve  um  die  Uehergangsl.  *'—  t"  verwandeln  l&sst  Da 
aber  die  Pole  t,  t'  und  t"  nicht  zugänglich  sind,   so  lassen  sich  die- 
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selben  in  dieser  Form    nicht  in  geradlinige  Integrale   verwandeln. 

Das  wird  nun  erreicht  wenn  wir  den 'Bruch  ; -r-, — -yr-, — -^    in 

Partialbrüche  zerlegen.    Um  nicht  jedes  Integral  besonders  behan- 
deln zn  müssen,  betrachte  ich  das  allgemeine  Integral 

Es  ist  nun 

u*+au+b  L  M  N 

(«— *)(«  — O  («-*")  ""  u  -t  +  u—  t'  +  w  —  *" 
wo 

und  wenn 

80  folgt 


Verwandlung  von  A. 

Für  das  Integral  J  ist  der  Pol  £  nicht  zugänglich ,  wohl  aber  t' 
und  t".  Deshalb  verwandle  man  die  Schlinge  durch  Einschaltung  des 
Hör  zontes  in  eine  geschlossene  rückläufige  Curve  über  die  Ueber- 
gangslinic  t' — t". 


A \7rb-i?    ^eg  Fig.  14. 


Der  Integrationsweg  werde  nun  auf  die  Uebergangslinie  zusam- 
mengezogen und  weil  nun  die  Elemonte  an  entgegengesetzten  Stellen 
derselben  einander  gleich  sind,  so  erhält  man 


/»_1_  du 
--V    t-uR' 


Man  setze  nun 

u  =*  «'sinV  +  ^'cos8^, 

dann  läuft  die  neuo  Variable  q>  von  0  bis  g- 
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du  =  2(t'—t")s\n<p  cos  <f>d<py    u  —  t*=  (t" — t)  ( 1—  ——r,&\n*<p  y 

u-t' (*'  - 1")  cos V ;      u  - 1"  -  (*'—  *")8in*? 

und  weun 

*      t-t" 
gesetzt  wird,  so  folgt 

du  2d(p 


also 

2* 

"       (*-*")*/    (l-fc'sinVVl-** 
o 
Es  sei  nun 

8in<jp  «  ä(u) 

dann  läuft  u  von  0  bis  IT; 
folglich 


sin*? 


Ä- *_  r*L- 


und  weil 

sc  setze  man 

t*  =  JST  -  «' 
also 


4         PD2udu  4 /» 


Mittelst  der  Abkürzungen 

a*  =  t-t'9     <*"  =  *'-*",     <*"«-*-*", 

wo  auch  «,  a'  und  a"  pos.  verstanden  werden,  lässt  sich  dieso  For- 
mel auch  auf  folgende  Weise  schreiben : 
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Verwandlung  von  At. 

Weil  in  diesem  Integral  der  Pol  t'  nicht  zugänglich  ist,  wohl 
aber  t,  so  verwandle  man  die  Schlinge  in  einen  geradlinigen  Weg, 
welcher  den  Pol  t  mit  dem  Ostpuukto  verbindet.    Es  ist  dann 


A   =2  f-±-   ^ 
A*         ./   u-t'R' 


i 
Hier  führe  man  nun  die  Variable  <p  durch  die  Substitution 

u  =  t-\-  (t—  t')  tangV 

7t 

ein,  durch  welche  dieselbe  in  dio  Grenzen  0  <  <p  <<  «    eingeschlos- 
sen  wird. 

rf«  =  2(«-Otg<P^^.    u-t=*(t-t')tg*<p, 

v        '  cosfy 

du       2<J<p      

72  "  Y{t  —  *")  V(l  -  fc*sin*p) 
folglich 

TS 

2 
2^  /*      cos*y  dy 

1  ""  ('-*')  Y(t—t")J   V(T— ^sinV)' 
o 

Man  setze  nun  wieder 

sin  qp  =  /Sit ; 
dann  kommt 

A* 

K  K 

0  0 

Nun  ist 

K  K  K  K 

I    &udu=-  p  fk*&udu  =  pf    /rfw  —  I   D*udul 
0  0  o  o' 

-  Ji(jr-£) 

folglich 
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= iW<£-***> - s£iv°(«"iE-atv- 


Verwandlung  von  Air 

In  diesem  Integral  ist  der  Pol  t"  nicht  zugänglich.    Mau  ziehe' 
deshalb   die  Schlinge    auf  die   Ueborgangslinie  (t — O.P)   zusammen 
und  erhält 

OD 

o 
Es  sei  wieder 

i  ,        /x ,  o          %        du             2                   dq> 
«-*+('-' )tgVt    also    ^ w 


R       V(t  — *")  V(l  — fc'sinV)' 


u — t"  — V-  (i — k%  »in  V) 

C088<JP  w 

folglich 

n 
2 

COS*qP .  d<p 


4     /• cos'y .  d<p 

"""^'V    (1  -*»sinV) V(l-**ginV 


Man  setze 
also 


sin  <p  =  £m 

JT 

_^  „.dt* 


"~  a"  »,/       Z>*t< 

4  /    /»  du  PS*u  J  \ 

=  ?"l/   Wu~-J   &udu) 


Nun  ist 
und 


o 
a»sv 


=  ±(1-11). 


1       l* 


also 


0  0  0 
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1    u     i*    jfe»?+** 

E      K       1 

folglich 

4 

Für  das  Integral  J  erhalten  wir  nun  schliesslich  den  Ausdruck: 

4 


and  hieraus 


_  ij/ABx \«W±n  a»t'(B+t>) 


4V^yra»t"M  +  <")  «^M +£>,««*„    „8jn 


_  «2*04+1)1 
a*a"      J 

Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  die  entsprechenden  Formeln  für 
den  Ereisring  unmittelbar  ablesen.  Um  die  Kraftcomponenten  für 
besondere  Lagen  des  Bezugspunktes  zu  erhalten,  können  wir  von  den 
Integralausdrücken  selber  ausgehen,  oder  wir  können  auch  die  zuletzt 
erhaltenen  Formeln  zum  Ausgangspunkte  wählen.  Wenn  wir  den 
letzten  Weg  einschlagen,  so  bereitet  der  Fall  a'2  —  0  oder  tf  —  *"—  —  B 
einige  Schwierigkeiten,  indem  mit  den  Formeln  ein  Grenzprocess  zu 
vollziehen  ist.  Um  diesen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege  zu  gehen, 
wähle  ich  den  ersten  Gang. 
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a)    Der  Bezugspunkt  liege  im  Unendlichen. 

In  diesem  Falle  kann  t  «  r*  gesetzt  werden ,  wenn  r  die  Ent- 
fernung des  Bezugspunktes  vom  Ursprünge  bezeichnet,  und  weil  nun 
der  Integrationsweg  so  gelegt  werden  kann,  dass  nur  sehr  grosse 
Werto  von  u  in  Betracht  kommen,  so  kann  man  t'  und  t"  und  ebenso 
A  und  B  neben  u  vernachlässigen ,  wodurch  dio  Eraftcomponente  in 
der  Richtung  der  x  Axe  folgende  Form  annimmt: 

du 


X==VäBx   i — - 

J     (t*  —  r*)  u 


tl/(t*  —  r») 
(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  r*) 

Durch  Einschaltung  des  Horizontes  lässt  sich  nun  die  Schlinge 
in  einem  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  verwandeln  und  nach 
einem  Lehrsatze  von  Cauchy  erhält  man  dann 

2tcVaB  x 
r*         r 

und  also  nach  Multipliciren  mit  dem  constanteu  Factor  sq 

Ebenso  erhält  man 

2itQeVAB  y          Masse       ,    v 
Y — ^| .*  = ^-cos(yr) 

2tzqsVab  z          Masse        ,    N 
Z  — ^ .-  = j— COS(r.s) 


b)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  FocalhyperbeL 

Um  die  Kraftcomponenten  für  Punkte  der  Focalhyperbel  zu  er. 
halten,  setze  man  in  den  Formeln  des  Systems  (5)  *'=*"  = —  B 
und  erhalte 

—      p      u  du 

/.     ,  I    (Weg  eine  Schlinge 

^^r-TiiX-Ti  >  aü8  dem  08tPankte 


um  0 


,  —       /*(il-f-tt)  du 
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Durch  Einschaltung  des  Horizontes  lässt  sich  auch  hier  der  Schlingen- 
weg  in  einen  kleinen  rückläufigen  Kreis  um  den  Pol  —B  verwan- 
deln und  weil 

B(A+u)(t  —  u)-i       2t  +  3A  +  u 
l)t*  ""     2(u  —  *)• 

so  folgt  nach  einom  Lehrsatze  von  Cauchy: 

.  2t  —  B 

X^  —  nyABx 


(B+tf 

y-o, 

Für  dio  «  Axe  des  Kreisringes  erhält  man  hieraus  folgende  Werte: 
JT-O, 

2nAz  2nAz 


(A  +  t)l  (A+8*)l 

Setzt  man  in  System  (7)  t  —  0,  so  erhält  man  speciell  dio  Eraft- 
componenten  der  Brennpunkte  oder  hei  dem  Kreise  diejenigen  des 
Mittelpunktes. 

c)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  x  Axe  innerhalb  der  Focalhyperbel. 
(y  — 0,    *  —  0,    *  — 0,    *'  =  —  B) 

Aus  System  (5)  folgt 

00 

0 

Z-VÄBz    C  <*+">** 

V  J    (u(u-0)*V(*+«) 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  0) 

und  weil  y  und  z  null  sind,  so  fallen  die  Componenten  Y  und  Z  aus 
der  Betrachtung  weg,  und  nur  X  hat  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert.    Das  Integral  zeigt  auch,  dass  dieselbe  einen  pos.  Wert  behält, 
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während  sich  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  Ase  der  x  vom  Mittel- 
punkte   aus   bis    zum  Brennpunkte   hinbewegt,   wo   sie   den   Wert 

tcVa(A  —  B) 

^ annimmt    Um  zu  entscheiden,  ob  sie  wächst  oder  ab- 
nimmt, leite  ich  sie  nach  x  ab.    Aus  der  Gleichung 


»*      .      y%      .  ** 


;»-! 


A+t"^B+t"^~tr 

folgt 

dx        A+t"p 
und  weil 

also  in  unserem  Falle 

P"*  -  A+r, 


so  ist 


folglich 


8t"      .              .A      &(»— t")-l      *  —  *"+3** 
aT-2^      8omit      &T (^jr 

3i_0l/i7;   /T»-*"  +  3«:» du 


dx  -*VABJ        (u_^: 


und  weil  auch  hier  alle  Elemente  des  Integrals  pos.  sind,  so  ist  auch 

8JE 

X-  pos.,  somit  ist  die  Gomponente  im  Wachsen  begriffen.    Man  kann 

sie  auch  auf  folgende  Weise  darstellen: 
wo 


-t" 

ist.    Für  den  Fall  eines  Kreises  stellt  sich  dieselbe  in  der  Form 

oo.O  dar.    Weil  aber  fc2  sehr  klein  ist,  so   ist  (K—E)  annähernd 

n 

j&2;  folglich  ist  für  einen  Kreis 

nVÄBx 
x—    (_*")!  ' 

d)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  x  Axo 

zwischen  dem  Brennpunkte  und  der  Ellipse. 

(y  =  0,    a=>0,    *  =  0,    t" B) 

Auch  in  diesem  Falle  werden  die  Componenten  F  und  Z  gleich 
und  für  die  Componenten  X  erhält  man  aus  System  (5)  die  Formel 
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00 

X  =  2VaBz  I  77  •    /  r — T"^* 

J    u  —  t'    Vu(u  —  *')("  +  B) 


Alle  Elemente  dieses  Integrals  sind  positiv,  und  weil 

P-2VÄB  /V'+f>.-— * 


auch  pos.   ist,  so  ist  die  Componente  im  Wachsen  begriffen.     Für 
diesen  Fall  ist  X  auch 

wenn 

#-?  +  <- 
*  B     ' 

und  für  den  Kreis 


e)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  *  Axe 

ausserhalb  der  Focalellipse. 

(y  =  0,     2  =  0,     *'=0,     t" B) 

Aus  System  (5)  folgt 

, PI  du 

J    u  —  t   yu(u  +  B)(u  —  t) 
(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  t.) 

Weil  hier  der  Pol  t  nicht  zugänglich  ist,  so  verwandle  man  die 
Schlinge  durch  Einschaltung  des  Horizontes  in  eine  rückläufig  ge- 
schlossene Curve  um  die  Pole  —  B  und  0  und  erhält 

. P     1  du 

X=*  —  iyABx   I ,  -— - 

J  t—u  y(i__tt)tt  („_[.#) 

(Weg  in  Fig.  15.) 
oder  auch 


X*=-2VaBx  /  - .-T===JL= 

J    t—u    Y(t  —  u)(—u)(* 


und   weil   das  Integral   für  sich   einen   pos.  Wert  hat,  so   ist  die 
x  Componente  negativ.    Ferner  ist 

Arch.  der  Math.  n.  Pliya.  2.  Reihe,  Teil  III.  28 
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0 


dx 


also  für  Ä  >  B  pos.  Bewegt  sich  demnach  der  Bezugspunkt  auf 
der  pos.  Seite  der  x  Axe  vom  Scheitel  der  Ellipse  aus  bis  zum  Ost- 
punkte, so  durchläuft  die  Componente  X  die  Bealit&tsliuie  vom  West- 

punkte  aus  bis  zu  dem  sehr  kleinen  neg.  Werte 5 — •    Man 

findet  für  diesen  Fall  auch 

4  VIS» 


JT- 


ü*  ("-srO 


und  hieraus  für  t  =  r*  und  *  —  r,  wo  r  sehr  gross  ist, 

2n}/ÄB 

f)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  y  Axe 

innerhalb  der  Ellipse. 

(*_0,    *  =  0,    t-O,    «" A) 

Das  System  (5)  gibt 
JT  =  0 

(Weg  eine  Schlinge) 

1        du 


00 


o 
Z  =  0. 


Die  Elemente  dieses  Integrals   sind   alle  positiv,  folglich   ist  auch 
Y  positiv,  und  weil  auch  * 

BY  / —    Ä—  *'+3y*  <*« 


~2V^V    («-02   y^ 


+  j4)(«-*') 


positiv  ist,  so  nimmt  mit  wachsendem  y  auch  die  Componente  Y  zu. 
Für  y  «■  y  B,  also  für  t'  =  0,  ist  sie  pos.  unendlich  geworden.  Durch- 
äuft  demnach  der  Bezugspunkt  die  pos.  Seite  der  y  Axe  von  y  =  0 
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bis  y  «=  VBy  so  durchläuft  die  Componente  Y  die  ganze  pos.  Reali- 
tätslinio  von  0  bis  zum  Ostpunkte.    Es  ist  auch 

wenn 

k  A 


g)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  y  Axe 
ausserhalb  der  Ellipse. 

(«  =  0,    *  =  0,    *'«0,    *"--i4). 

Aus  System  (5)  erhält  man 

, p    1  du 

Y=VABy   I  — —  -^==1===  (Weg  eine  Schlinge) 

Z  =  0. 

Weil  dieses  Integral  im  Horizonte  verschwindet,  so  kann  man  die 
Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Pole  —  A  und  0  ver- 
wandeln und  erhält  so 

Y--iVÄByf^  -y(tt+;;((_u)     (Weg  Fig.  16.) 

oder  auch 

o 

und  weil  das  Integral  für  sich  einen  pos.  Wert  hat,  so  ist  die  Comp. 
Y  für  diese  Lage  des  Bezugspunktes  negativ.  Für  die  Abgeleitete 
nach  y  erhält  man  den  Ausdruck 


-»)U+tO 

und  wenn  3ff  >  4,  so  ist  s—  pos.    und   somit  y  im  Wachsen    be- 
griffen.   Setzt  man  y  gleich  der  sehr  grossen  Zahl  r,  so  ist 

ZtiVIB 


28* 
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Bewogt  sich  demnach  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  y  Axe  vom 
Scheitel  der  Ellipse  aas  bis  zum  Nordpunkte,  so  durchläuft  die  Comp. 
Y  die   negative  Realitätslinie  vom  Westpunkte  aus  bis  zu  dem  sehr 

kleinen  negativen  Werte g — .    Man  erhält  auch 

*VÄBy  ^  A 

y  Ä *_  £     wenn     tft  — 

h)    Der  Bezugspunkt  liege  auf  der  pos.  Seite  der  a  Axo. 

(«  — 0,    y  =  0,    «'=—2*,    f"— — -4). 
Man  findet 

X  =  0,     F=0, 

Z=VÄBz    I — — r--  "        — =  (Weg  eine  Schlinge) 

und  weil  der  Pol  t  nicht  nicht  zugänglich  ist,  so  verwandle  man  die 
Schlinge  in  eine  geschlossene  Curve  um  die  Polo  —  -4  und  —  B 
und  erhält 

./—    P__l ** 

Z  =  -i\ABJ  t-u'y(t-uHÄ+u)(B  +  ü 

(Weg  eine  Curve  um  —  A  und  — -0) 
oder  auch 

, p    1 da 

Z=-2VABzJ   i_u.^_^_B-——). 

— A 

Dieses  Integral  zeigt,  dass  die  Comp.  Z  für  pos.  %  negativ  ist, 
und  weil   auch  die  Ableitung  von  Z  nach  *  pos.  ist,  so  nimmt  sie 

mit  wachsendem  «  zn  bis  zu  dem  Werte ^ — .    Es  ist  auch 

{B+t)V(A+t)  " 

Aus  diesen  Betrachtungen  der  Kraftcomp.  des  ellipt.  Ringes  er- 
geben sich  für  das  Potential  folgende  Schlüsse: 

Bewegt  sich  der  Bezugspunkt  auf  der  pos.  x  Axe  vom  Mittel- 
punkte aus  bis  zum  Scheitel  der  Ellipse,  so  wächst  das  Potential 
beständig  und  zwar  von  dem  pos.  Werte  tyBK  an  bis  zum  pos. 
Unendlichen.  Wird  hingegen  das  ausserhalb  der  Ellipse  liegende 
Stück  der  x  Axe  in  pos.  Richtung  durchlaufen,  so  sinkt  der  Wert 
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derselben  fortwährend  und  zwar  vom  pos.  Unendlichen  an  bis  zn  dem 

Ito/äB 
sehr  kleinen  Worte herab.    Auf  der  y  Axe  verhält  sich  das 

Potential  ähnlich.     Durchläuft  schliesslich  der  Bezugspunkt  die  pos. 
z  Axe  vom  Ursprünge  aus  bis  in's  Unendliche,  so   nimmt  dasselbe 

von  dem  Werte  4V£tf  an  fortwährend  ab  und  sinkt  auf 

r  r 

herab. 


§.  10.    Berechnung  des   Differontialparametors 
zweiter  Ordnung. 

Wir  hatten 

du 


-W: 


~A+u'   UW» 
(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  0.  P.  um  den  Pol  t). 

Weil  für  den  Fall  t  =  t'  =  0  der  Integrationsweg  nicht  mehr 
zwischen  den  Polen  t  und  t'  hindurch  kann,  ohne  dass  ein  Teil  des 
Integrals  unendlich  wird,  so  müssen  wir  diejenigen  Lagen  des  Be- 
zugspunktes, für  welche  t  =»  t'  =■  0  ist,  also  die  Focalellipse,  von  der 
nachfolgenden  Betrachtung  ausschliessen. 

Weü 

dW  1        x 


so  ist 
also 


dx  W'  Ä+u' 

dx  w      ^  A+u     W6 


fo=VABJ   \(Ä+U)ÜW$+  (A+upuw*)** 
h  "  ^ABJ  \(B+u)U*r*+  (B+u^üwO  du 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  0 


folglich 


dx  ^dx  ,  8r 

dx    "  dx        dy 

Google 


wenn 

dx      dX.  er     BZ 

*  dx    ^dx^dy^dz' 
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Nun  ist 

_L_       S\ogU  +  u)(B  +  u)n       31ogU»       2    du 
A+u^  ST  du      ^  17.3t*  * 

und 

also 
1      £     *       |.     3     ~      *'  2f-^—    8tr|       3      8Tri 

a-1 


—  2     ^* 


und  somit 


du 


—  2VlÄ[-i-lEndWert- 

—  *  k  *  *  |  p  ^sjAnfangswert. 

Weil  nun  aber  auf  der  Südseite  der  Uebergangslinio  (t  ...  0.  P.)  W 
pos.  angenommen  wurde,  so  ist  W  auf  der  Nordseite  ueg.  und  dem- 
nach ist,  wenn  Anfang  und  Ende  des  Weges  im  selben  fernen  Punkte 
der  R.  L.  sich  vereinigen 

ein  Ausdruck,  der  aber  im  Ostpunkte  verschwindet.  Wir  erhalten 
demnach  für  den  ganzen  Raum  mit  Ausnahme  der  Focalellipso  die 
Gleichung 

8»  Tf  ,   8»  rf  ,   8»  T1    ' 

dz*  +  ~W  +  TSr  -  °- 

§.  14.    Das  Potential  T1   des  elliptischen  Ringes  ist  eine  homogene 
Function  ersten  Grades  der  Grössen  y^4,  yu,  sr,  y,  a. 

In  dem  Ausdrucke 

T'  =  YAB  I  -j^.   (Weg  eine  Schlinge) 
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ersetze  man  V-^,  yu,  a&,  y,  z  rosp.  durch  (*yA,  «yif,  «s,  «y,  02, 
a'u  und  erhält  dadurch 


/OD 


somit  ist 

^/        /  a  dT'    I    /  o  dT'    1       St'    •       Sy'    ,      82 ' 

T  -V^^+V^  +  a  &r  +  '87  +*  &-• 

Diese  Formel  kann  man  auch  auf  folgende  Weise  ableiten. 

ist  die  Gleichung  einer  Ellipse,  wolche  der  gegebenen  ähnlich  ist, 
und 


T-*fiVAßf±ft 


t 


ist  das  Potential  derselben,  wenn  *,  t',  t"  die  Wurzeln  der  Gleichung 

x2  y*  ** 

Wt*  =  1 ■■-*■ —       - 


\      Aa*+u       Äa»  +  t*       u 
und 

U,*  mm  (^a*  +  tt)(Ä«»  +  u)tt. 

Man  ersetze  nun  u,  *,  *',  f  resp.  durch  o'm,  «%,  aV0,  oV0  und 
erhält 

(Weg  eine  Schlinge  aus  dem  Ostpunkte  um  den  Pol  *0)> 
wo  nun  die  <<,,  V,  *o"  die  Wurzeln  der  Gleichung 


^4-f u       ff-ft*       u 

sind.    Nun  ist  bei  unveränderter  Lage  des  Bezugspunktes  T  offenbar 
eine  Function  von  ^Aa  und  V&a.    Es  ist 

TtyAla+w),  V Ä(«+t*))  -  ZW  Ja*  VBo) 
also 

^Ä^5(y^+VÄ8(y^r) 

und  somit 
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BT,r  iX         ,    .    BT     .     /u  BT 

«-  (ftn  «  =  1)  =  V  A  —•  +  VB , 


Weil  nun 

BW       jt_ 
Ba    ~   W" 
so  ist 

9^  o        /-TT.     C    du  ,    /--     /*      rftt 

%;  =  2«VABj  -vWt-«>iABj  ^ 


also 


OB  OD 


Ferner  erhält  man  aus  den  früheren  Formeln 

go  oo 

xX+y  Y+zZ  -  2VA5y   ^3-2  VäbJ^. 

t  t 

und  durch  Addition  ergibt  sich 

r  "  V^  avÄ + VB  Wb+x  x+y  ¥+'z- 

Fortsetzung  folgt  später. 
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XX. 

Miscellen. 


1. 

Zur  Lehre  yohi  perspectiven  Tetraeder. 

I. 

Wenn  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Eckpunkte  zweier 
Tetraeder  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  so  liegen  die  Durch- 
schnittsgeraden entsprechender  Seiten  in  einer  Ebene,  —  und  um- 
gekehrt.   Solche  Lage  zweier  Tetraeder  heisst  perspectiv. 

Die  entsprechenden  Kanten  zweier  perspectiven  Tetraeder  schnei- 
den sich.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  von  Ebenen  entsprechende 
Kanten  heisst  das  Centrum,  —  die  gemeinschaftliche  Ebene  von 
Durchschnittspunkten  entsprechender  Kanten  heisst  die  Ebene  der 
Perspectivität. 

Es  fragt  sich,  ob  umgekehrt  das  Schneiden  entsprechender 
Kanten  die  perspective  Lage  als  eine  notwendige  Folge  nach  sich 
zieht  oder  nicht? 

Es  seien  A  und  Ä,  B  und  B\  C  und  C,   D  und  D'  die  ent- 
sprechenden Eckpunkte,  a  uud  a',    b  und  b\    c  und  c\  d  und  d' 
die  entsprechenden  Seiten  zwer  Tetraeder.    Die  Bezeichnung  sei  so 
gewählt,  dass  z.  B.  a  die  gegenüberliegende  Seite  vom  Punkte  A  sei. 
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Setzen  wir  voraus,  dass  die  ansprechenden  Kanten  sich  schnei- 


den. 

Wenn  die  beiden  Tetraeder 
keine  gemeinschaftliche  Seite  be- 
sitzen, so  liegen  die  Durchschnitts- 
punkte entsprechender  Kanten  auf 
den  Durchschniitsgeraden  ent- 
sprechender Seiten  (aa\  bb\  cc\ 
dd').  Irgend  zwei  dieser  vier  Ge- 
raden schneiden  sich,  da  z.  B. 
ad  und  auch  bb'  durch  den  ge- 
meinschaftlichen Punkt  der  beiden 
entsprechenden  Kanten  CD  und 
CD'  hindurchgeht.  Aber  die  vier 
Geraden  haben  keinen  gemein- 
schaftlichen Punkt,  also  müssen 
sie  eine  gemeinschaftliche  Ebene 
haben  (Ebene  der  Perspectivität). 


Wenn  die  beiden  Tetraeder 
keinen  gemeinschaftlichen  Eck- 
punkt haben,  so  gehen  die  Ebe- 
nen entsprechender  Kanten  durch 
die  Verbindungeraden  entsprechen- 
der Eckpunke  (ÄÄ\  ~BB\  ~CC\ 
DD').  Irgend  zwei  dieser  vier 
Geraden  schneiden  sich,  da  z.  B. 
AA'  und  auch  BB'  in  der  ge- 
meinschaftlichen Ebene  der  beiden 
entsprechenden  Kanten  cd  und 
c'd'  liegt.  Aber  die  vier  Geraden 
haben  keine  gemeinschaftliche 
Ebene,  also  müssen  sie  einen  ge- 
meinschaftlichen Punkt  haben 
(Centrum  der  Perspectivität). 


Wenn  die  beiden  Tetraeder  eine  gemeinschaftliche  Seite  (a  und 
d)  und  darauf  einen  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  (B  und  B')  haben 
dann  gilt  folgendos. 


Wenn  b  und  b*  nicht  identisch 
sind,  so  liegen  dio  Durchschnitts- 
punkte darin  liegenden  entspre- 
chender Kanten  auf  der  Geraden 
bb.  Also  ist  die  Ebene,  welche 
durch  die  Gerade  bb'  und  den 
Punkt  B  (Br)  hindurchgeht,  Ebene 
der  Perspectivität. 


Wenn  A  und  A'  nicht  identisch 
sind,  so  gehen  die  Ebenen  der 
durch  sie  gehenden  entsprechen- 
den Kanten  durch  die  Gerade 
AÄ  hindurch.  Also  ist  der  Punkt, 
in  welchem  die  Gerade  AA'  die 
Ebene  a  (d)  trifft,  Centrum  der 
Perspectivität. 


Wenn  aber  a  und  a',  b  und  b'  gemeinschaftliche  Seiten,  A 
und  Ä ,  B  und  B'  gemeinschaftliche  Eckpunkte  siud,  so  ist 

jede  Ebene,  welche  durch  die  jeder  Punkt,  welcher  auf  der 
Grenze  AB  (A'B')  hindurchgeht,  Geraden  «5  (o7?)  liegt,  ein  Cen- 
eine  Ebene  der  Perspectivität.         trum  der  Perspectivität. 

Ein  einziger  Fall  blieb  noch  übrig,  wo  die  beiden  Tetraeder  eine 
Seite  (a  und  d)  und  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  (A  und  A') 
gemeinschaftlich  haben  ohne  irgend  ein  gemeinschaftliches  anderes 
Element  zu  besitzen.  Dann  schneiden  sich  die  entsprechenden  Kan- 
ten, aber  die  perspective  Lage  ist  nnr  dann  vorhanden,  wenn 
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die  beiden  Dreieke  in  der  ge-  die  beiden  Dreikante  um  den 
mein8chaftlichon  Seite  perspectiv  gemeinschaftlichen  Eckpunkt  per- 
sind, specüy  sind. 

Also  mit  der  einzigen  Ausuahmc,  wo  die  beiden  Tetraeder  bloss 
eine  Seite  uud  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  gemeinschaftlich 
haben,  ist  die  Perspcctivität  eine  notwendige  Folge  des  Schneidens 
entsprechender  Kanten. 

II. 

Sehen  wir  nach,  ob  zwei  Tetraeder  nicht  in  mehrfach  perspec- 
tiver Lage  sein  können,  je  nachdem  man  das  gegenseitige  Entspre- 
chen der  Eckpunkte  anders  ordnet? 

Wir  wollen  den  Fall  ausschliessen ,  wo  irgend  eine  Seite  des 
zweiten  Tetraeders  durch  eine  Kante  des  ersten  hindurchgeht.  Bei 
passend  gewähltem  Coordinatensystcm  sind  dann  die  Gleichungen 
der  Seiten 

a:      3  —  0,        a':      As+y-|-*-f-*  =  0 
b:      y  =  0,        &':      x  +  fty+z  +  t  —  0 
c:      %  =»  0,        c':      aj-f-y  +  wj-J-*  »  0 
d:      *  =  0,        d':      x+ y+*-|-^  =  0 
die  Ebene  der  Pcrspectivität: 

x+y+z  +  t=*Q 
dio  Coordinatcn  des  Centrums: 

1111 


A— l'     ii  -1*     v— 1*     <>— 1 
Das   Entsprechen    der    Seiten    können   wir    durch   das   Symbol 
ausdrücken. 


(a  b  c  d\ 
a'b'c'tVJ 


Die  Symbole  der  sämtlichen  denkbaren  Perspectivitäton  kön- 
nen hieraus  durch  Permutation  der  unteren  Reihe  abgeleitet  werden. 
Die  Grundformen  der  dazu  nötigen  Snbstitutionon  sind: 

(a')(6')(*W) 
(«0  (&',*',  d') 
<a\  b\  c\  d') 
(a\  br)  (c\  d') 

Setzen  wir  nach  einander,  welche  unter  diesen  zu  möglichen 
Perspcctivtiäten  führen? 


Digitized  by 


Google 


444  Misceüen. 

1.  Zur  \a'b>dfcr)  -  Perspectivität   wäre  es  nötig,   dass   unter 

anderen    die  Geraden  ac,  a'd'  und  ad,   äV  sich   schneiden.    Dies 
führt  zu  den  Bedingungen: 

¥-1,    v«l, 

also  müssten  die  Seiten  cf,  d!  zusammenfallen. 

2.  Zur  (arc»d*br)m  Perspectivität  wäre  es   nötig,  dass   unter 

anderen  die  Geraden  ab,  a'c'  und  ac,  a1!?  sich   schneiden.     Dann 
wäre  aber 

v  —  1,    q  —  1, 

also  wären  <?*  und  <?  identisch. 

3.  Zur  L,  ,,,  ,) -Perspectivität  müssten  unter  anderen  die 
Geraden  ad.  6V  und  cd,  d'a'  sich  schneiden,  also 

v  -  1,    *  —  1 
sein,  dann  aber  würden  a1  und  <?'  zusammenfallen. 

4.  Zur  ( ,,  ,,,,  -  Perspectivität  ist  es  nötig,  dass  die  Ge- 
raden ac,  b'd\  [—  ad,  h'c\  bc,  a'd!,  —  bd,  a'c'  sich  schneiden.  Es 
müssen  also 

sein.     Die   (  ,  ,,   ,£,]-  Perspectivität   ist    auch   vorhanden,    wenn 
zugleich 

Bei  einem  wahren  Tetraeder  ist  sie  nur  möglich,  wenn 
A  =  p  —  v  =-  p  —  -1 

ist.    Dann  ist  aber  auch  die  (  ,,  ,.,  ,    •  Perspectivität    vorhanden, 

die  Perspectivität  ist  also  eine  vierfache. 

Die  bisherigen  zusammengefasst: 

1.  Eine  zweifache  Perspectivität  ist  vorhanden,  wenn  unter  den 
Grössen  A,  p,  v,  q  zwei  und  zwei  gleich,  und  die  ungleichen  die 
reciproken  von  einander  sind. 
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2.  eino  vierfache  Perspectitität  ist  vorhanden ,  wenn 

i  =  fi  =  V  —  q  *=  —  1 

sind. 

Sehen  wir  diesen  letzten  Fall  etwas  näher  an. 

o:  a>  «  0  a':  -4^+^° 

*:  y  =  0  ä':  a-— y+a  +  f  «  0 

<?:  s  — 0  c' :  x-\-y  —  z  +  t=*0 

d:  *-0  d'x  <c+y-fÄ;_t-0 

die  Ebene  von  f*«^/^)  -  Perspectivität:  *-f  y  +  *+  *  —  0 


\b'a'd'c') 

(a  Ä  <?  <A 
c'd'a'b') 

(a  b  c  d\ 
\d'c'b'a'J 


x-\-y  —  %  —  *=»  0 
sc  — y  — *  +  *  —  0 


Die  Centra  der  Perspectivität  sind,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, die  Eckpunkte  des  durch  die  vier  letzten  Ebenen  gebildeten 
Tetraeders  und  zwar  so,  dass  jeder  Eckpunkt  zur  gegenüberliegenden 
Seite  als  Centrum  gehört 

Wenn  man  -  x  statt  x  schreibt ,  so  gehen  die  Gleichungen  der 
Seiten  des  zweiten  Tetraeders  in  die  des  dritten  über,  und  umge- 
kehrt. Ein  Merkmal  dafür,  dass  die  drei  Tetraeder  ein  System  bil- 
den, worin  je  zwei  in  vierfacher  Perspectivität,  die  Eckpunkte  des 
dritten  die  zugehörigen  Centra  sind,  ist:  die  Seiten  sind  die  zu- 
gehörigen Ebenen  der  Perspectivität.  Ein  solches  System  von  drei 
Tetraedern  hat  Stephanos  ein  desmisches  genannt*). 

Beiläufig  bemerkt,  schon  bei  der  zweifachen  Perspectivität  be- 
steht der  Satz ,  dass  das  Centrum  der  einen  Perspectivität  auf  der 
Ebene  der  anderen  liegt.  Wovon  der  obige  Satz  über  die  Centra 
und  Ebenen  der  vierfachen  Perspectivität  eine  einfache  Folge  ist 

Klausenburg,  December  1885. 

J.  Vdlyi. 


*)  Stephanos.    Sur  le«  systemes  desmiquet  de  troit  tltraedres.  Darboux, 
Bulletin  des  sciencet  matb.  et  astr.     2«   se*rie  t.  III,     1879. 


Digitized  by 


Google 


446  Miscellcn. 


Ein  einfacher  Beweis  für  die  Erhaltung  des  Doppelverhältnisses 
Ton  4  Punkten  der  Ebene  bei  linearer  Abbildung:. 

Der  für  Geometrie  und  Functionentheorie  wichtige  Satz  von  der 
Erhaltung  des  Doppelverhältnisses  von  4  Punkten  einer  Gaussischen 
«-Ebene  bei  Abbildung  durch  die  Substitution: 

Y  +  öz 

wird  sowol  im  Zusammenhange  mit  functionentheoretischen  Be- 
trachtungen (vergl.  etwa  Bobck  Einleit.  in  die  Theor.  oll.  Func- 
pag.  13),  als  auch  bei  geometrischer  Ableitung  (vergl.  6te  Auflage 
von  Salmon's  Cönic  scctions  art.  331)  in  einer  künstlichen  Weise  be- 
handelt, indem  besondere  Determinantensätze  zu  Hilfe  genommen 
werden  —  so  dass  die  so  einfache  Natur  des  Satzes  nicht  klar  her- 
vortritt. 

Jener  Satz  lässt  aber  eine  ganz  directe  Ableitung  zu,  die  ihn 
geradezu  als  die  Aussprache  einer  selbstverständlichen  Identität  er- 
scheinen lässt. 

Die  Abbildung 

""  y  +  öz 

enthält  3  wesentliche  Constanten  «:|S:y:ä;  demnach  ist  sie  bestimmt 
sobald  zweimal  3  beiderseitig  entsprechende  Punkte  vorgegeben  sind ; 
oder:  „Ist  eine  lineare  Abbildung  als  solche  zu  erkennen,  dass  sie 
den  drei  Punkten 

x  =  c^c^a^ 
drei  Punkte 

Z  -=  btb^ 

zuordnot,  so  ist  sie  auch  jene  einzige  Abbildung,  welche  durch  die 
zweimal  3  Punkte  bestimmt  ist". 

Es  sei  nun  vorausgesetzt,  dass  2 mal  4  Punkte  durch  die- 
selbe lineare  Abbildung  zugeordnet  seien: 

X  =  ö]  Oj  0<j  Ö4 
ZU 

Z  «=  &2&2&J&4. 

Wir  behaupten:  „Die  die  4  Punkte  verbindende  Abbildung  ist 
ohne  weiteres  identisch  mit 
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"  \«a— <h    *s—  *i/    *  — b* 


Zum  Beweise  genügt  es  sich  die  Paare  entsprechender  Punkte 
alb1  oder  oj&2,  oder  ag£8  eingesetzt  zu  denken  in  .4;  immer  ist  die 
Gleichung  identisch  erfüllt. 

Hiermit  ist  nun  schon  der  zu  beweisende  Satz  sichtbar  geworden. 
Schreiben  wir  abkürzend: 

für    SrzfH  Vz|», 

so  erhalten  wir: 

.                                               x — Oj             z — bt 
A «=    p    r-J 

X — Oj  *    0 — oa 

nach  der  Voraussetzung  gehört  aber  «4&4   derselben   linearen   Ab- 
bildung als  Punktopaar  an;  daher  ist 

a4-o,  ""  *  \^4— V 

Dividiren  vir  B  durch  die  Identität 

<H— <h  _      br~bif 

so  erhalten  wir 

g+ — <h  .  as  "Zfh      bi  —  bi  ,b3 — bi 
a4 — Og    03 — %       ft4 — b%  b$ — b^ 

was  zu  beweisen  war. 

München,  März  1886. 

Fritz  Hofmann. 


3. 
Construetion  einer  iiMierungsweisen  Rcctiflcatiou  eines  Kreises. 

Bekanntlich  kann  aus  dem  Ausdrucke  r^  -| ^r—  die  Zahl  n 

auf  9  Decimalen  genau  berechnet  werden. 

7 

Wird  jTp  vernachlässigt,  so  ist  der  genäherte  Wert  von 
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n—  ~Vl46«=3    14159 
(5  Decimalen  genau). 

Mit  Hilfe  folgender  Proportion  kann  nun  2n  construirt  werden  : 

n  :  13  -  Vl46  :  50 

oder  da  ___ 

Vl46  —  Vll*  +  5* 

rc:13  «yil*+5*:50 

oder  

2n  :13- Vlla  +  5*:25 

Damit  jedoch  13  und  25  Einzelheiten  in  der  Figur  nicht  aufgetragen 
werden  müssen,  kann  die  Proportion  auch  geschrieben  werden: 

27c:3|==Vn2"+52--6^ 

Eisenstadt  am  10.  Febr.  1886. 

Moriz  Ferdinand  Bretschneidor- 
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Wer  sich  auf  dem  Laufenden  erhalten  will, 


anf  den  interessanten  Gebieten  der  angewandten  Naturwissenschaft 
nnd  technischen  Praxis,  der  abonnire  auf  die 

Natarwissenscbaftllcli-Technisctie  Umschau. 

Illustrirte  populäre  Halbmonatsschrift 
über  die  Fortschritte  auf  den  Gebieten 

der  angewandten  Naturwissenschaft  nnd  technischen  Praxis. 

Herausgeber:  Th.  Schwartze,  Ingenieur  in  Leipzig. 

Preis  pro  Quartal,  durch  Post  oder  Buchh.  bezogen 
nur  3  Mark. 
Jährlich  24  reich  illustrirte  Hefte. 
Von  der  gesammten  Presse  als  zeitgemäss  begrflsst  und  aufs 
Gütigste  beurtheilt. 

Probehefte  sind  durch  jede  Buchhandlung,  sowie  vom  Ver- 
leger gratis  zu  beziehen. 

JENA.  Fr.  Mauke's   Verlag. 


Lehrbuch  der  Geometrie 

für 

Gymnasien  und  andere  Lehranstalten. 

Von 

C.  Meyer, 

weil.  Professor  am  Gymnasium  zu  Potsdam. 

I.  Theil:  Planimetrie.     14.  Auflage.    Geh.    Preis  1  Mk.  80  Pf. 

II.  Theil:  Stereometrie.    6.  Auflage.    Geh.    Preis  1  Mk.  50  Pf. 

III.  Theil:  Algebraische  Geometrie.     Trigonometrie.     4.   Auflage. 
Geh.    Preis  1  Mk.  50  Pf. 

Freiexemplare  behufs  Einführung  stehen  gern  zu  Diensten. 

Leipzig.  CA.  Koch's  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Sengbusch.) 
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zu 

Teil  LV— LXX 
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ArcliY  (er  Iitleiitit  noi  Physik. 

I.  Abth.,  nach  den  Autoren  geordnet. 
II.      „       nach  der  Materie  geordnet. 

Geh.    Preis  1  Mk.  80  Pf. 
Leipzig.  C.  A.  Koeh's  Verlagsbuchhandlung. 

(J.  Sengbusch.) 
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